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iivei!  applfcatlon  an  t^trafedre. 


ges  Ooslor. 


NouB  avoiis  di'jA  donnß  ccs  relations  an  mois  de  Septerabre 

■IflT*,  i  la  jiage  257  dn  LTI"  tome  de  ees  Archives;  noos  y  avona 

suppoaä  qnc  l'uni-  dns  (jDatre  druit£s  fQt  dirig6e  dans  le  tri^dre  fonn^ 

par  Iva  trob  aulres. 
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I OSBC,  OSCA ,   Of  A£  dout  Dons  avons  desigiiä  par  ^„  J,,  jI»,  Jti 
I  tinne  dos  tri6drßft  au  somiuct  o,  nuns  atiron» 
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&d»  =  SO»+JO«  — 250.^00088071    on     «*  =  2Ä»— 2«"J 

t  Mrte  qu'on  a 


lafaAtitnant  doDc  daus  (2).  il  vient 

r.+  r„+  i-.-f  i;  =  ^^^  («» K,+ö»F6+c*r,), 

,  en  d^siguaut  |iar   V  te  volurae  total  du  t^trafidre  SABC, 

En  traitaiit  de  la  mßme  maniero  Ins  trois  derniferes  des  äquatious 
bl>,  on  rorniu  Ic  syatäine  doa  iiuatre  ^quatious  du  prumier  degrfi 

a*Vf\-o.  Kn+B'n'(+4'»K,  — 2«M-, 
4»r.+e'»ro  +0  .  r»  +a'»Kc  —  2Ä»r, 
c»F,+ft'»V'„+a'»Kt+(..r,  =2fi»K, 
^ntre  les  Quatre  inconnaes  Fi,  V«,  F»  ot  T'c 
Ce  systäme  doone,  par  ezemple  ponr  r., 
ffl»  b*    e* 
2Ä»  V   0  fl'*  fi" 
2R*r  d'*    0  a" 
2«»K6'*  a'*   0 


»r.x 


0    o"    !■   «« 

a«  0   ^»  6'» 

- 

c»  6'»  a'*    0 

—  2R*V\ 


0  a*    b*    <* 

1  0   /»  i'" 


il  j'*  a'»    0 


I  sait  qito  le  mnltiitlicatour  de  r«  est  ^a1  ä  —filGR'V*  tuulis^. 
koo  le  uoefficient  de  SA*  V  dans  li^  second  meDibre  rovieut  ä 


— t''    a''— i'= 


— c'«    a'"— 6'» 


O'a' "{6'»+ </*—«'*) 


S(ji 


{IV) 
OiJ  Lnmvüniit  buiiihlulik'inoQt  quo 


Nuus  laissuns  a 
|itro  Ins  volmiips   1 


I-  U- 


Ic  i'liiTdier  les  autres  n'lalioiis 
i't  U's  iix  aretus  du  ti-tra^ilre, 
■1  (III). 


Dom  ton  A/tplieatioH  Je*  DUerimiHauts  aux  Oturht*  et  Surftuv*  eJr 


11.  ' 

Application  des  Discriinfnants  aux  Courbes  et  Surfaces 

dn  second  äegr6. 

Par 
Georges  Dotttor, 


1.    Conditioii  pour  qne  r^quation  f;€n€rnle  d«  seeond  «leipr^, 
i^  Aeux  Tftriables, 

repr^sente  deux  droites  qui  se  eoapent«  Dans  ce  cas  le  centre  qai 
est  le  point  d'intersection  des  deux  droites,  est  n^cessairement  situ^ 
aar  la  conrbe  (1). 

Soicnt  donc  a,  &,  c  les  coordonn^es  homogenes  de  ce  centre,  et 

(2)     /(^,y,»)  =  Ax*+A'y*+2Bxy+2Ck»+2C'yz+D^  «  0 

r6qaation  homogene  de  la  coorbe.  Le  point  (a,  6,  c)  appartenant 
ä  cette  ISgne  (2),  on  devra  avoir 

Mais  on  sait  que  les  coordonn^s  du  centre  annulent  les  d^rivics 
fx  et  /y' ;  par  suite  d'apr^s  T^galit^  pr^c^dente  elles  annuleront  aussi 
la  d^riv6e  A'-  Les  coordoun6es  «,  6,  e  satisfont  donc  simultan^ment 
aux  trois  ^uations 


J/otter:  AppUaition  Ja  tiücriminantt 


il,  ponr  Stre  coinpatibles,   exigent  qne  loitr  d^tcrminaiit  soit  li 
I  troDve  aiuai  la  relation  de  coodition 


ABC 
B  A'  O 
C  C  D 


D{B*~-AA-)-{-AC'*-{-A'C*—%BCC'- 


-0. 


Donc  Ponr  quo  l'äquation  dn  second  dogri  ä  dem  i 
läbleB   repr^sonte   deus:   droiti^s   concournntus,    il    fafli 
Ml   snffit   quo    Ic   disurimiiiant   du    premier    membi 
ndu  homog^uc,  soit  6gal  a  läro. 

2.    Conditlon  punr  qnc  lu  droit« 

,  tBBgetite  fc  la  coDiqoe  (2).    Sniont  x',  y',  i'  les  coordoni 
nogänp«  da   poiut  do  coiitact.     L'equatioa  bomogtoe  de  la  I 

L 

Üle  aem  idcntiquo  avec  r6qaation  de  ta  droite  (2),  si  I'cn  a 


=  2.a, 


=  2a. 


NoBB  avons   ainai,   pour  dötermiaer  r',  y',  »'  et  X,  les  qui 
inations 

—  ö.A  +  oa^'-(-i  y'  +  o   a'  =  0, 

—  nX  -^-Ax'-irBy'  +  C  «'  —  0, 

—  ßi  -{•i(x'+ JV+CV=  0. 

—  el  -|-Cx*+tV  +  D''''=0. 

;  la  premifere  exprime  qne  le  poiut  de  contact  (a:',  y',  t')  est 
tli6  snr  la  langent«  (3). 

Cee  öquationH   da   pn^nitr  degr£  ^nnt  bomüg^ncs  par  rapport 

(  qualTo  inconnueg  x\  y'.  i'  et  A;  ellcs  ne  seront  ü()mpatibl(»s  que 

1  lear  dftermiuaDt  est  nnl,  c'csl-ft•di^(^,  eI  Ton  n  ~ 


uor  CoifrSn  ef  Sbrftwn  ifil  rrmhrf  /ffi/ri^ 


)  n     /,     f 

"""^    =0, 

i  B  A'  C 
-CCD 
ftfeat  l'^nation  do  condition  dcmnndcf. 

Bquatlou  des  Innsento  m^n^fM,  iTun  piiliit  extfrii 

tnnviv  du  KTCinid  ileirri'  (2).     Soiciit  «■„  ^,,  «,  Ins  todriluiiiiios  tibiino- 

r.^DM  du  |ioiiit  diHitie  P,   et  /,  y,  I  ccIIps  d'iiil  (»oliit  i|iielcoiiquo  -W 

bde  l'une  des  dotuc  taniiiviili's  tnAueee  di>  lt  peiui  /*  A  la  T'  uil|rI^  (3). 

fcIt'6qiiation  dl^  cetta  langciiit(;  'U/  scra 


fw 


ob  k  rsl  ntiu  in<letO]'inin(^c  dont  ta  valcnr  depi'nd  de  la  pnailios;! 
polut  JV/  sur  la  langeute  (4). 

raisino  1p  point  C  apparticiit  h  la  courbc  (2),  nous  avoiii 
/C^\  j,'.  =')  =  f- 
Bw,  Oll  «yant  egard  anx  valenrs  (5), 


f^ 

r,  £  ötaBt  les  cooriioHneos  couranteB  du  celte  (troite. 

ü  taugeute  (4) ;  on  a 

,  «'  Ics  c(iimlonnä<'8  do 
ividcmmc»! 

point  dp 

•  -    1  +  i 

»         1  +  1  ■       ' 

(H-^fi    ff+if/i    '+^*i\ 
TpT'    i  +  i      i+W      1  +  1- 


/(H-i^-t.  H-i.y.-  ä+^V-J 


A*+i'i.  v  +  i^i.  »+i».) 

r  snit«  nons  avons,  poiir  detTminer  la  valrar  de  l,  l'^quatioi 
Ktnd  degrf 

Hais  la  droite  (-11  flaut  tangentp,  k  ne  sanrnit  avoir  qii'une  4 
t  mteic  \alcur;  il  sViisuit  iju<>  Ips  iIpux  racini'B  lie  l'^quation  pij 
n(«  Mnt  ägalcB,  ce  <ini  nous  fonrnit  la  relation 


tlor:  Ap/ilicatioa  drt   Dill 


i  relation  (V),  existnnt  ptitre  Ips  toordonnePB  d'un  poiut  qm 
ique  M  <le  Tano  ou  l'uutre  dos  iloux  tanijniitcs  isHuca  ita  poiat,  fl 
c^K^meDt  r^quatiOD  de  ces  <l»ux  tau(;«iiic!i. 

nn<t   ciMirltc   du  sfiM>s| 
1  drohe 


Eqoalion    des    tuninntCN  inenrics    ft   nno 
[2}  par  leg  intersectlviie  de  vetle  «unrb«  ii 


s  sppelons  r,,  ;/, ,  >,  los  coordonn£cs  incüniiaes  da  poi 
y  eonconre  P  de  ccs  tangenb^s,  le  poinl  i'  sera  le  pölc  de  la  Uro 
n,  qai  eUo-mSmo  c«t  dito  la  corde  de  coutact  dos  dem  tangente 

!  l'^quatioD  de  la  corde  de  c.ontact  dt's  Aoax  taugc^titcs  issues  d 

tot  (a^i,  pj,  I,),  c'est-i-dire  rdnuatiou 

«/.,'+?/;.'+■'/■.,'  =  0 

mt  iiire  idontique  avec  (ti),  ou  a  ii<l'iM.-sBairemcnt 

I  1  est  une  Ind^terminäe. 

Hnltiplions  ces  trois  e<itiations  (7)  par  los  courduan^DS  rospooi^fl 
■  'n  l/u  H  f'^  ajoutoQs;  uüus  obtcQouH  l'egalitä 

i,  jointe  am  ^quationa  (7),  fonrnit  te  syst^mc  des  quatre  öquaü^ 

-/■(*i,yi>  '4)  +  ip»^i  +  ^*i  +  *"i  =-*.', 
-Ip  +J:r,+Äi,,-|-Ct,  -0, 

-ir+6>,  +0,4-0.,  =0, 
;  les  trois  inconaaeB  r,,  .>/, ,  i,.    Cos  «^({u&tiona  sont  n^c 
mt  compatiblOB;  par  suilo  Icar  däterminaut  est  uul,  ce  qui 
}t\iti  do  coodition 

/■('!>  ft.  »J    Ip    ig    !•■ 

ip  A      B      C     ^^ 

ig  Ä      ^'     C 

Ir  C      C      D 


r  Caurht*  tl  Surfat»»  ih  »rrmirf  Ajr/, 


w 


»,)  = 


.  r     C     C"      D   I 


ft-oA  ^  cKt  i^gal  au  diEi:rimiiiEi[it  (I)  de  l'^qaatioii  de  1a  coniqap. 
l^ca  rdatiuus  (7)  duaneot  aaeai 

n  Dons  rceti!  ä  sabsütnur  ks  valcurs  (Ü)  ot  (9)  dsua  l'^oi 
r(IT}  poar  avuir  l'öquaüon  detnandäe  di's   deui  laugcutcg. 
f  est  douc 


'  p    A     B      C 
q    B    A'     C 


\A     B 
+  (7>'«+W+«)'Lb    a-     C'I— "5 


('niiiiltloii  iiour  qnc   r#4iuati«n  v^n^rttle  du  itccund  Av.grt  ft 
r«l>  variabltH  icpr^BL-nU  un  rfloe.    Si  nu^s  rempla^onti  \ü%  variables 


nne    iinatriäinc   variable  te, 
par  l'uniti,  nouB  |)ouitodb  n'pr6- 


I  par  li'urs  rapporls    - 
(IIS,  &  la  tili,  JL0U3  remplaui 
KiHiiUT  la  surl'ni'L'  par  l'^quation  homogene 

Ob  sait  que  rgqoaUon  üu  plan  tatig(>nt  aa  point  {r,  g',  ■', 
I  I*  snrfoce  (lU)  est 


LI) 


»'/■.'+»'/V'+«'A'  +  <''/"'^ 


SuppOBOus  qu(?  r^qnation  (10)  rcpreBcute  un  cöni^;   lo  plan  t 

lignit  pasaera  par  Ic  aommet,  et,  si  s',  y,  j,  »  sont  les  coordounäes  de 

9  •ommM,  l'^quation  (12)  derra  etre  satisfaite  qaelquo  süit  le  poit>t 

I  oontact  («',  1/',  i',  w')  du  plan  tangent,  c'est-4-dire  pour  lout^i 

I  nleurs  de  cos  variables  qui  verilieut  l'eqnation  (11).    On  obtient 

i  les  quatrc  e([uation3  de  couditiou 

ir^'  -.  Ax  -i-B'y+B'.i-i-Cu  -0, 
i/V  =  B"x+A'g  +  Bz  +C'u  -  0, 
JA'  =  üV+ZJy  -f  ,|",-|-C"'«-0, 
ä/,'  —  Cx   -f  C"y-f  C's  +  fl»  —  0. 


Oo*t<tr:  Apjiiicalioit  dtt  tUserimSiiaott 

Ces  quatrü  äquatioos,  ilaal  liiimoghies,  nc  saunieAt  €tni 
I  par  k-s  lu^mdR  valoara  df»  variables,  quo  sj  li>ur  d^termiui 
La  rclalion  de  cOnditiun  est  donc 


B"  A'  B  Cf 
B'  ff  Ä'  C" 
C    C    O"  J>i 

Donc  Poiir  qac  l'6qiia(ion  iln  xt^coutl  tlpgrö  JLtrois  vffl 

10«   rejiräSi'nti^  nii'  eöii«,    \\   fnnl  vi  tt   suffit  qno  l# 

■iminant  de  sah  pronüer  mfinbrc,  pondu  homo^krtif^ 

^it  «gal  ä  zero. 

ConUitlon  ponr  que  lo  plan 

t  tanKOiit  k  lu  inrface  «In  «rconil  de^n^  (10).     Soii.'iil.  x', 
I  coordonn^ca  homog^DoB  du  point  de  Loiitnct.    L'tiiuatioa  bonii^ 
B  du  plan  tiitigctit  sera 

t  sc»  ideatiquo  avec  l'äquaUon  (12)  du  plnit  doniiä,  ii  I'oa  a  | 
■fI3)  ff'  =  2ol,    /;■'  =  26i,    ^,- '  —  2a ,    /■«•'  =  2rfl. 

Nous  avonB  ftiiiSi,  eutre  Ics  ciuq  iuconnues  r',  y',  *',  u'  et  i  li'S 

Icinq  ^qnalions  hnniDg^nes 
I 


+J»'    =  ü, 

—  ni-f  ^3-'    +ß"^'  +  B'.'  +  CH'    —0, 

—  6i+Ä'V+iiV-f  ijy-t-c'»'  --0, 

la  pwinitre  exprime   nue   lo   poiul  d«  ooirtai-t  {^r', 
irticnt  ttu  plau   tangeut  (12),     I'nur  qiic   wa   iquations  sm« 
ipatibloa,  tl  faut  vi  11  suflit  quo  lonr  (leiermiitant  soit  nnl, 

s  l'ou  ait 


(VIII) 


\b    S'  A'     H      & 

\e   S'  Jt     A'    e' 

^d  e  c  ff  B 


Lfri  (-i>or[i(|[iti«f!S  du  point  de  contact  u'obtieninCDt  en  rösolTMit 

le  sfsteine  des  quatrc  Aqualions  (1.1),  ou 

Ax'  +ß'y  +  Z('«'  +00"  =2aA, 
ify  +JV+fi's'  +CV  =2ftA, 
ßV  +ßy'  +JV  -l-CV  —  2el, 
tV  +CV+CV-{-Du'  =2rfi. 
Pour  avoir  la  valcar  de  »',  mnlUplioiiB  ces  ^iiuatious  reBi» 

„dJ         rf^         </rf         rf^  ^      ^  ,  ,      ..        -     , 

eu  par   *Tj-     "7o"'     JD>'    ^r-     00  I*  repreienUMe  discnminftni 
I  proniier  memljrc  de  l'griiiation  (10)  da  In  surfao-,  puls  i^Dutons, 
■  Im  cticßlcicnte  de  g',  >',  u'  s'^vaDouiascnt  d'eux  iiiöuios  et  rvqnstiou 
f.Tteultaiito  tions  duuncra  la  valour  de  /'  eu  fgnctiou  ilo  k. 

eil  functiuu 


Ou  trouvora  scmbLabU^meut  les  voIcutb  de  y',  ■■ 


Ces  valisurs  eont 

ainai 

'"- 

-iÄ^'+illf'   +,111''   +dc'^ 

2^    , 

-dff'°+1Ä-^+iB'  +,!&•'' 

T-' 

¥«■ 

I 


XI  «nfftra  do  divisor  les  trois  premiäres  ^galitäs  par  la  dcruiftre 
i  de  poscr  u'  —  1 ,  pour  avoir  d'mio  mauit^re  absoluc  k-s  valcurs 
1  eoordouuees  r',  y',  »'  du  poinl  de  couuict. 

8>  uoua  nicttous  les  vali'urs  prei.'Mt'Dl<3ii  dans  l'^quattoti  (12)  du 
1  taugent,  uuus  vt^rrvus  que  Tciiuation  de  cuadition  (VIU)  pourni 
mclti'p  BouB  la  forme 


^ttC 


•^+J7T''"i+J7y'^+rn'^ 


Cflüdltlun    |ioiir   i|ae   Ib  Hurfupc  du  Herond  doR-rä    (10)  mM 

mnent«  h  Tun  iIcs  )ilunii  tlo  coiirdiinn^pN,  au  plan  yi,  ]i»r  cxcmiilr. 

stion   tlu  plan  laii(;ciil  (12)  sn  rt-diiisant   n  «j-  =  0,  il  f*ndr«_ 

st— e  =  £/  =  0  dauB  (VIII).    La  coiidltiou  demand^e  sera  i 


CvndHioa  ponr  qne  U  drolte 

(14)  na-fiy+M  +  rJ«  =  (1,     t'x+i'^ 

Mrit  btniceiit«  ü  Ih  sarbce  da  wcoai  t 
duits  por  riubTsoction  des  cIe^ux  plana 
IVqaation  giriirale 

Or  Tun  du  cos  plana  est  tangcnt  i  I 
mtact  (a^<y,  I.  u)  de  la  droit«  (14). 
1  tangent,  uu  devra  avüir  Ins  fgolit^  I 


^  fi  +  Ä'A  " 


Les  coonluuaff^B  'tu  point  il«  conta 
Etriiilaäes  k  et  h  dovront  donc  s 

O.k+O.klc+nr  +  by  +«1 
O.t+O.Ai+HV  +tV  +e'j< 

Ji+A'ii -{-ß"r4.  J'y +«ti 

nt  les  deux  premi^ros  oxprfmi'iit  qn«  le  ^ 
t  deux  plana  (U)    et  par  HUlte  k  Vau  t 

9iz   ^uatiuufi,  lin^jurea  et  1 
uines  J.',  Xk,  r,  >/,  a,  M,  soi«at  i 

■  incoDmi<-9,   il  faut  et  U  niHit  quel« 
idition  clicrrhi-F  est  douc 


mtJ)  nox  snrfar««  de  r^voIntloD« 
i  celli«  du  secoiitl  degr£. 


ÜnirfiMfl 

V^  v'i  ■*  las  coordonofi 
^{1}}   U   DOrmatB  ca 


B  d'un  jioint  qaeU 
CO  point  a  pour 


/■»■'  f.'  ■ 

t  de  rÖTOlution  autour  de  la  droite 


1  imr  I&  DonnBle  (2) ,  qad  qne  Boit  I 

Pour  cela,  il  faot  ot  il  Baftit  qae  i 

t  m  inSmc  Systeme  de  valears  pour  les 


)  de  «ix,  cOQtienußnt  les  cinq  incoii' 
llfir  degr6,  8i  douc  oii  ^limine  ccs  cinq 
tone  (3)  et  (ü},  oii  obticudra  uiie  rclatiou 
^naüotia  (1),  (2)  ot  f3);  cctte  relation 


Bi  Ton  d^ii{ne  p»r  «,  h,  e  Ics  diBUmces  ä  l'urigiiie  des  iruU 
gsiDtii  de  CDutai^,  ut'lle  i-<jualiou  ]>r('udra  la  forint? 

Ik  p*,  5*,  r"  8ont  les  qaoticiits  de  D*  ])ar  /',  Q.  Jt. 

CuQud^rniis  le    t^Uafilro  ayniit  potir  sommot  Voriginc  ei  poi 

rttca  lat^raleH  Igh  loii{;ueur9  2<i,  '2£,  2«,  «lirig^es  Btiivaiit  Ics  axes. 

l  surfiU-'e  (XVI)  touclicra  ccr  arötcs  en  hin»  milieux  et  cuuiiera  les 
p]>086eB  MIX  puiuts 

'  =  »■  l  =  '±l/'^  h'±K'^^ 

,_„,:_,  + l/iTi',  ?=.i±)/rr^i 
=».  ^='±|/^/  l^'iJ/'^: 

I  toucUera  ccs  arüttis,  et  forc6iaent  aussi  en  leura  milieil 
i  Ton  a 

p*  —  it,     y'  ;^  PH,     r-  ="  iib. 
Dont  la  snrfacG  du  sccond  degrä 

iöncho  en  leors  milinux  les  six  ariiles  (In  l^traödrc  OADC, 
Äcnt  les  aretcs  laterales  OA,  OB,  OC^  issucs  de  rorigiiie, 
Fvt  <Iirig6es  snlvaiit  .Ics  axc-s  dos  cüordonudcs  soiit  re- 
spectivemenl  2m,  2£,  2c;  de  plns  la  surface  a  sou  coutre 
situe  an  centre  de  gravitä  du  tätra^drc, 

10.  Eqaatiou  du  cöne  insue  du  (luint  i'{7,,ji„  ii,u,),  <iiii  vet 
WDBcrit  k  U  surfacr  du  Hi-et»nd  üepr«  (IV).  Designüus  par  «,  y, 
les  courduuu^es  homogenes  d'un  poiut  quekouquc  A/  d'unu 
leratrice  iln  cöue  et  par  a-',  j/',  »',  u'  collos  du  point  dp  euntael  ( 
b  cette  gea^ratrice  avec  la  surfaco  (lü).    Nous  avous  6videininetit  J 

i+A'   *—  i-fi'   '  "  1+i' "       1-fi  ' 

b  riad^tormiu^  1  dopend  de  la  position  du  potDt  M  sar  la  gtt 


IM*  Gmttn  «f  .^vfnrfu  du  •Hm<f  -AW 
Lii  ponl  de  noutact  C  apportitintit  i  U  «urfani  (tllj,  notiH 

h*Ho|)paat  1p    spcond   ini'inbrp.    on   obtieiil,    pour    ili-ttriniucir  j 
tÖf^iiatUiii 

he»  deax  racin^s  de  cvtte  6quat)on  <Ievant  £trt'  fgalcs, 

vnr)  (»■/,.'+*/,, '+=/-.,'-i-"/;,')'-4/v„v,.,u)<'(^„y,.^,«,)  -d 

^BF  reqUitUon  du  ebne  di'maDd^. 


lt.     E(|uutiau  du  cAn«  «ircuiuwrtl  ä  I«  snrfiuM!  du  iwrund  il 
h)  et  ^nl  t«ucliu  fülte  hurrncv  hiilruiil  kuii  iiitri-xtrliuii  avcc  le  )>laa 


Soicnt  7,,  ff,,  :,,  u 
■  polaire  da  ]>uiut  J' 


los  (^ourdüDiiecs  du  sfimiiiot  /' ilu  cAne]! 


Ce  piM  iura  idcntiqae  avee  llü),  si  l'on  a 

»;  /».  =  a;a,     /V.  =  2q3,,      f„  =  2ri,      /■.,  -  2j.i. 

MBlÜitlioiiB  i'L'H  (iDätre  äquatioQH  par  Ica  coordoiitifi^H  resiiocfi 
Ivii  *i<  *H  <'t  ujuul.ousi  uoug  o))teitous  Tugnliti' 

,  jointe  aox  6quatioii8  (19),  fournit  le  Systeme  des  ciuq  ^ijuatioiiB 

— Ai'i.*i.'i.«i)+i;«fi  +  *'yj!'i+^'^  +i™,  --  0, 

—  Ap  4-  ^ii  -i-  if'y  -f-  ßU  +  6>i,  ^  0, 

—  i7  +  i/"r,-t-.lV,  -f  Öl,  +C".4=  0, 

—  ir  +  /(V,  +  /(ff,  +  .-fsi+C".^-  0, 

—  i.  +  CV,   +t-j„  +  C"^+/M.  =  0 

I  1<»  qualrr  mitotmucs  dr,,  j/„  3,,  tt,  an  premier  degr^.    Eliini 
I  bwouiiui^H,  du  trouvo  la  lulatiou 


IIHHBIHK5SSH 

/("„s/i,«,,",)    Ip   i«    l--    i' 

1 

ip          A     ä*  s   c 

' 

Xq            ff'    Ä-     B    C 

-0,                               1 

ir            B'      B      A"  C" 

^1 

X,            C       C     C"  D 

^^1 

<louDe                                                                                         ^^^^1 

0    p       q       r       t        1                       ^^1 

(20)              /(:r„J„^„",)  =  -^ 

P     A      B"    S'     C 

^^H 

q    B"    £    B      C 

H 

r     B'     B    A"     C" 

*     C      C    C"    D 

^^1 

Di's  relatious  (19)  on  tire  ansai                                                 ^^H 

(21)         ^/,,'+.vA,'+»A/+V«.'=  2i(;,^+-ü'+"+'«).             ^1 

11  suflira 

maiiitpuant  iJe  sul 

«Ötner  les  valenrs  (20)  et  (21)  dterm         ' 

r^qaatioQ   (XVIII),   pdur  avoir  reijualion  demandt'  du  cüue,  dont  Ic 
sonmiut  est  le  pule  dn  plan  (18).     Cettii  ttguatiau  est 

IXDO 


lur/ac»  de  rgialiitio»  e'c. 


in. 

licfttlon  de«  I)C^tßrnl!Ilatlf8  aux  sorfaces  de  T^TOlatl 
et,  f^u  p;irtli-ulicr,  h  ooIIps  du  secoud  dpgrö. 


George»    Potior. 


CDnilltluti  pour  i|ii'une  snrfsce 

B  rtiatntlon,     Soieut  «',  n',  s*  loa  coordoan^eB  d'un  point  qu 
fcuo  <lo  la  sütituM  Aoaairt  (ij;   la  uurnml«  cu  ce  poiot  a  | 


//  f»--  f.' 

9  (I)  scra  AvidcmmeDt  dß  Involution  antour  do  U  droit«  1 


I  dnite  Mt  roncootr^e  pftr  la  normale  (2),  qiiol  qne  soitj 
I  {y^t',»')  de  la  sorfsLi^     Ponr  ci'Ib,  il  faat  ot  il  snffit  <iiio  1 
1  (9)  vi  {3)  aitmi-tli-nt  uii  itiSme  syiiUmo  de  vaJcun  ponrl 
I  *,  i-,  ». 

i'G«  ^AlloHR,  an  nombre  da  six,  conti«tiuent  Ics  cinq  in« 

t,  a,  n  i-t  r  au  premiw  df«i[rft.  Si  douc  oii  tlimino  w«  dnq 
I  i>utn  It!>  «ix  £ijuaIiouN  (3)  ol  (.S),  oa  obtiendra  niie  retaüou 
I  lea  pnratnölrps  dos  l'^quatioi»  (1)*  <ä)  «t  '3);  cotU  mtoüiMI 
t  la  coüditioa  ilifmauil^u. 
üVntL 


„,.       ^   j   /,         „.  hv-s  +  q-^y\  «_,+  r  =  a 

i.N  I  liitiiJuTii  J-.  1/  i't  :,  eil  ajdulaiit  vrrtii'iiloiiii-nt ,  ee  qni  fotirnit  lec 

ln,r,   i^[il:i1uiJls 

rr-M/",.'  — ='+r  —  0 
l'llllr   h-s   ,\,-u\    ill.'KllllllOK   II  et   f. 

I'<iiii  i|i]i'  i'i'N  irnix  i'i|ualious  dn  |>n>iuiiT  <lepv  soiont 
Mc'..  i1  i.iui   •'!   il   siiliit  tiui'  lour  iK'ioniiiiiant  soit  nnl.    On  o1 

„     -O-'     -x'+p 


rt,  m  particuJiir,  ri  alltJi  du  ttccnd  dtgrt.  \Q 

V,  «"  BODt  trois  constant«^  ind^termiQ^ös,  et  t>  ane  inooimae. 
Snbstitnons  daiis  p«s  ^qnatious,  k  la  place  de  a,  g,  i,  lenra  Talenn 

i  6qn&tioi)B  (te  la  nonnalc  (2);  la  premiöre  devient 

I  obteuoQS  aiiiai  les  trots  ^qaations 

.iv-f^'—u(A/^-+S'%.'+ß'/.'')  =  0, 
f'v-ff'-u(£'%---i-A'f/+llf.'')  =  0, 
t/'v-f^'-u{By,-'+Bfr'-i-A"f,.')  =  0 


i  mcomtDes,  on 


k  donx  mconnaes   —  o  et  —  u.    Eüminant  ( 
k  rolation  du  conditlon 


uit,  apräs  mnltipUcation  des  trois  lignos  par  les  coefficienta 
)  Jt,  B'  ot  B"  que  Qous  sapposona  toaa   diffäreots 


]  Ba       Bf^'       ABfi'+B"Bfy''\-BB'f,-' 

B'a'     B-ft'      B'B''ft-'+A'B'f/-\-BB'fr' 
|ä"«'    0'f.-'     B'Ii'ft*+ff'af/-\-A"ß'f,-' 

premier  membre  ici  doit  Stre  identiqnemsiit  nnl,  qnelles 
mt  loB  valetirs  des  coordonn^ea  z',  y',  i'  satiBfaisant  ä  I'^qna- 
|i  de  la  Burface ;  or  les  tlOmonts  de  la  promiere  tolonne  sont 
I  Ol  differcDts  de  z^rü,  tandisqae  ceai  des  dem  domi^rea 
.  varieat  avec  la  poaitlon  du  point  (a',  y\  »')  snr  la  hut- 
Kfaadra  donc  que  les  ^lämenU  di.'  la  seconde  colonue,  malti- 
I  certaiu  facteur  couslaut  >,  8uicnt  ^gaui  h.  ceui  de  la 
»  colDDDe,  qaelles  quo  soient  k',  y'  et  s',  BonmiaeB  d'uUeuTi 
diüon  (4), 

tpremiäro  ägalite  qui  on  r^anlte 
V  ABff'^Bff-  f,>'-\-Bü'r,.'  =  ABU''—  0  Ii'W-\-B'  ä'fr' 

-\-BB"f/-\~Bß'r' 


ifur:  A/ipliraliou    da  IWt 

irar 


{■-Ä+'^'jBrr'-jiifrr'+i^'i>r,'+j"''r-' 


On  troQverait  d 


(.-J"  +  ^)ii'r,.' -«■«/,.'+ i<" /(/•,'+ aar,.'. 
n  ea  ilMuit 

JOr,  dans  CCS  trois  produiU,  les  faclcurs  -O/".-',  B'f/  et  i/"/*,-'  sont 
li&bles;  car  leurs  valunrs  changeiit  avec  la  positiüiis  du  poiiit 
'tv'i'')  B"''  'a  surfac«^  (4)',  par  suito,  pour  (|U0  ces  t^galit^s  puiBSe 

KtnbBislßr,  il  faut  et  il  saflit  qao  l'oii  ai( 


Od  an  deduit  las  ruI&tioDs  de  conditiou 


■(HI) 


EqnatlouH  de  Tauß  de  ri'ToluMon,    Noas   los   obUeudrous  äii 
loyeii  des  £(;alites  (ä),  eii  y  subetJtuuut  les  valeara  propres  de  a,  a' 
a",  «loe  Qous  alloua  calcaler. 

Daua  le  d^tcrminant  (6)  rctraocbooB  do  la  derni^rc  colonne  la 
produit  de  la  accundc  rulonne  por  I(;b  voIcuts  respectives  (III]  de  «; 
ce  delermiuaut  devicudra 

B/i.'       B'ü"fi-'-\-ä"llf/-\-mi'r,' 
i'      B%-'      B'ff'f^-'-\-B"Bf/-\'BB'f,.'    —  0, 
b"     S"/;.'     ffff'fr'^S"Br/-\-BB'rt' 
kOU,  011  divisaut  la  deruiöro  culonnc  par  B'Bff'-\-B'Bf/-\-BB'f,-', 
Btt        Bf^-'       1    I 
I   B'n        Jf/;.'       1       =11. 

i  fl-V    If-f,'     \  I 

Pour  <ine  cette  ^galit^  puiase  avoir  lii'u,   i)  faut  et  il  .«uffit  qti^ 
■{ea  coloiincs  ft  üi^mciils  constauts  ue  (UMrunt  que  par  uu  factcur 
nnst&nt  k\  on  a  donc 


M.  Wi  ptrlkuHtr,  i  ttilirt  da  i»em<l  ilrffn' 


La  Substitution  de  cgb  valours  Usus  les  equations  (5)  donne  l 
'istement 

BlA;r+B"i,  +  B:-i-C)  -  ö'(//'a!  +  vl'y  +  ÖJ  +  C') 

r  Ig8  equatiODs  de  l'axc  de  rdvolution. 

4.    Forino  iI<!v(<loppf-e  ilc«  ^qnatlona  de  Pas«  de  r^volDtion.   Dans 
I  C^it^B  (T)  rcmpla^ons  A,  A'  et  A"  par  leura  valeurs  tir^cs  do  ' 
~I);  le  prcinier  proJnit  devicnl 

m-i~  B'  ff'sc-\- B"B!ri-BB-2-\-C  ^  B(*,f-i-C)+B'B"i-^-Ii"By+Off 
I  dtmx  anircs  prodnits  deviendront  de  meme 

B'il/+C')   +B'B"f:  +  B"By-{~BB'i, 
B"(M-i-C")  -{-B'B"«+B"B„-i-BB'.; 
lorte  que  les  ^qaaUons  de  Taxe  peuvent  anssi  a'^crire 

ö.    Eqnation  dn  plan  «quatarial.    Lcs  coainns  des  angles  d'inclU 
lon,  de  l'axo  do  revolutiun  aar  Ifs  aies  de  coordonn^cs  etaiit  pro- 

'  Ji'    R'  ^^    W  '^  P'""  ''^  riqiiateur  aura  ponr  6qnation 
A-',  /'«■'j. /■'-'- n 
j  cn  divcloppnot  et  ordonnant  pur  rapport  ä  k,  y,  :, 

_  Or,  Bi  nons  posons 

5+2*  —  ^+J'  +  a" 


22    Dos  ton  AppUeation  des  DOermmaiUs  omx  smfaces  de  r€ifoluium  ete. 


et  qoe  doob  observions  qoe 

nous  anrons  les  relations 
.«TT.     «       .  .  ^^  .  ^^' 

(vn)  Ä-^+-^  +  -^. 


B^' 


jT"» 


„  .   JB"J5      JB"Ä' 


qni  expriment  boos  ane  autre  forme  les  coDditions  de  revolation  de 
la  Borfoce  (4). 

des  yalenrs  changent  T^quation  (8)  en  la  Bnivante 


qn'on  peat  encore  mettre  soüb  la  forme 

Sx  +  C     Sy+C'      Sz+C 
B      +      ^'     +      2?" 


0; 


celle-ci  präsente  ane  certaino  analogie  avec  les  ^quations  (V)  de  Taxe 
de  revolation. 


IV. 
Batlonale  ebene  Ciu-Ten  dritter  Ordnuug. 


K.    Zahradnii. 


Bevor  wir  ans  zur  Theorie  dor  Curvon  dritter  Ordmiiig  mit  oiw| 
elpuDkto  wenden,  wollen  wir  zeigen,   wie  aicli  lÜc  kuib  II.  . 
UÜtto  reciprokcn  Sätze  Über  Cj°  direct  ablcitftn  können. 

Einer  rationak'ü  Cur»«  drittor  Ordnung  mit  einem  Ruckkohrpunl 
I  Co  ordinalen  au  fang  iu  Punkt  coordiiiat«n  entspricht  eii 
rve  dritter  CUsso  in  Liniencoordinaten  mit  einer  nuendltch  für 
ndetongeuto.      Bezeichnen   wir    mit   |,    >]    die    Linienuoordini 

r  Tangeute  der  C^,  so  ist  ihre  Gleichung 

„js+fii»,+  4,.+d^  =  «.)»  (1) 

Ans  einem  jeden  Punkte  der  Wendetangent«   Iflsst   sich   bloss 

I  Tangente  znr  Cj^  legen  (ausser  die  RUukkohrtangenle)  und  die 

lordinaten  derselben  ergeben  sich  folgendermassen :   Bezeichnet  », 


5  =  UV  (S) 

a  Punktes  in  der  Rückkobrtangente.  Ptlbren  wir  den  Wert  fUr 
^  die  01.  (1)  ein,  so  erhalten  wir  nach  Unterdrückung  dos  von 
f  Wcndctangpule  herrührenden  Factors  >;',  für  die  Coordinaton 
r  Tftngent«  mit  BQcksicfat  auf  Gl.  (2) 


Tj  = 


au»+iu»+Cit+d 


<3) 

(iL 


Zahraänik:    Ratioiialt  ttitni    Curiien  driUi^r  Oriiimag. 

Die  OrOsse  u  ist  dor  Puramutcr  der  ontspnu'hruden  Tongentä 
t  Cg^,  and  wir  selieu  so,  dass  siuh  diu  Puulitri'iliu  ('2),  deren  Tri 
1  Wendetangcnto  ist  und   die   Tangenten   dtr  Curve   diitter  Cid 
leaüg  ontsprechfn. 

I  3.    Die  Parameter  der  vom  Punkte 

m|+«.,+l=0 

Ic,'  gulügtcu  TaiigeutOTi  erlialleii  wir,  wfiin  wir  die  Worte  ( 
^  q  ans  den  Gl.  (3),  (4)  in  die  Gleichung  des  Ponktea  oiafühl 
nrnrzeln  nacliGt^heuder  cubiBcbeii  Gteicbuiig 

Beidcbnet  (u),  die  Summe  der  WurKclu  «j,  i^,  113,  so  foljrt  aus  i 
röL  (6) 

I  Da  in  dieser  Gleicbuiif;  9i:;h  weder  m  mjcli  n  viirfiiidtit,  so  1 
Vlbe  unabbäugig  von  der  Luge  des  Punktes  und  drik'kt  uns  da 
I  die  UeJintfung  aus,  niiter  welcher  drei  Taugeulen  der  fg^  dm 
a  Punkt  hiiidurchguheii.  Mittels!,  eutsjire  üben  der  Trausformatiod 
(Den  wir  die  Gleichung  der.  Q^  zurttckfUhrcn  auf  die  Form 

I  die  Gl.  (3),  (4),  (6)  gehen  dann  über  in  nacbstcbendu : 

j       du 

K  =  0 

E  die  Summe  der  Parameter  dreier  Taugeulen  einer  P^»  gleich  Nd 
^  •chncideo  sich  dieselben  iu  einem  Fniikte. 

Die  Parameter  der  unendlich  fenion  Tangenten  ergeben  sich  a 
^  (10)  aus  der  Gleichung 

Die   oiieudlich    Temen  Tangeutt'n  einer  C^^  schueiden 
1  Punkte. 


*)  TerEl«<che  pag.  I3G  Ues  .^e.  Teilet, 


Xahrainikt  ttathnal»  thn*  Vurrm  Maar  OrAmng. 

.  'Wenn  w,  ^  i(j  =  M  ist,  ao  liegt  dor  Pniikl  auf  diT  Curvu  und  J 
t  GL  (11)  gellt  nlwr  lu 

2„+„'™0,  (12)1 

I   M  dir  rarami-tcr  der  Taageiite  einpB  Ciirvenpnftkt«s  und  «,'  dora 
rForamettir  der  diesem  Pnuktfl  zageordnotvu  weituron  Tangoiitu  ist. 

a.    Giigubcn  scion  zwei  Punkte  p  und  p'. 

Ii  den  OTBteu  gcheu  zur  (■;,*  dio  Tougcuteu  I7„  fJt,  l^^,  dan^l 
I  ^'i  ^'i  t^s'i  und  n&cb  Gl.  (11)  ist 


Jteliou  wir  aus 
iler  Tnnguiiti-  r/, 
%*,  so  Bcltucidcii 


lern   Bcliuittpuakte  dor  Tangente   < 
{;=1,  2,  3)  dio  woitcre  Tangunte  U,"^ 
siüU  diuselben  in  oiuem  Paukte  p". 

,  und  so  Ijusluliuu  deuuiacta^ 


Mtt  die  PnrnnuttiT  der  Ui'  sind  / 
[!  Gloidiuiii^cu 

«,+»,'  +  <  ^0 

"3 +"8'+»»"  =0- 

I  wir  diese  Gliilcbungcn,  so  erholtc-a  wir  mit  Ruckaidtl  anfl 

»i"  +  '^"+"s"  =  0. 
i  verlangten  Bswois. 

tttck«D  die  Pinikfi)  p  und  p'  unendlich  iialii?,  ao  sind  dann  t^G^I 
^linuktti,  nud  U"  die  dem  Punkte  liiHi   zugeordnete  Tai 
l  so  ergibt  aicli  der  SaU: 

Kiolit  man  aus  den  Bc?rUl>i-uugä|iunktcD  der  aus  ei 
\%  f  Jtur   C;,^  ^i'Iegl.eu   Taugoiituu  die   denselben  zvl'-'% 
»hl»tvu  Tangenten,    so   schneiden   sich   dieselben  in] 
■  Pnnbte. 

1  nsihi   sieb,    nnalog    der    üntdrsuchong  in  Punktcoordini 
^  |]8  Bedingutigsüleirltuug,  dass  sechs  Tangenten  der  C»^ 
n  Kei^elactuütt  angebüreu: 

Wl  =  "!  +  «»  + »3 +  »«  +  "l  +  "S  =  0. 

p'Aid  dieser  Relation  folgt: 


26 


Zahradnik:  BaÜMoli  «6en«  Curven  drUUr  Ordnung, 


Schneiden  wir  C^  mit  Cj,  so  bilden  die  gemoinschaft- 
lichen  Tangenten  ein  Sechsseit.  Die  sechs  Tangenton 
ans  den  Ecken  desselben  zu  C^  gehören  wieder  einem 
Kegelschnitte  an. 

Die  Tangenten  ans  den  Darchschnittspankton  dor 
Gegenseiten  zn  C^^  gehen  durch  einen  Punkt 


Burchschnittspunkt  zweier  TangentcDi  Berfihrnngspunkt. 

4     Die  Gleichung  des  Durchschnittapunktcs  zweier  Tangenten 
üi(lii?i),  v^(Un%)  ist 

1    l     V 

1  h  ni    -0. 

Führen  wir  in  diese  Gleichung  für  £^  17^  die  Worte  aus  (9),  (10)  ein, 
so  erhalten  wir: 


1 
1 


I 


d 


du^  d 


0 


oder  nach  bokannter  Umformung 

oder  entwickelt 

ij[c— aiiit«j(tti+u,)]+|[Ä+a(tti*+ttjMj+ V)]  ■=  d        (14) 

Für  tt  » tt|  »  u,  erhalten  wir  die  Gleichung  des  Durchschnittes 
zweier  unendlich  nahen  Tangenten,  nämlich  den  Berührungspunkt  der 
Tangente  U  und  zwar 


i?(c— 2att»)+S(6+3att^  =  d 


(15) 


Diese  Gleichung  gibt  uns  die  Relation  an  zwischen  der  Tangente 
und  irgend  einer  durch  den  Berührungspunkt  gehenden  Geraden. 
Sind  I,  m  Coordinaten  einer  bestimmten  Geraden,  so  erhalten  wir  die 
Parameter  der  Tangenten  in  den  Durchschnittspnnkten  der  Geraden 


ZairiiJitik:   äalioHaU  ebene  Qirven  driutr  Oniawi), 

*  weaa  wir  die  Gleichung  (15)  iiacfa  u  aoflasen;  and  da  dioecrlbe 
txaii  auf  u  Tom  dritten  Grade  ist,  ho  sL'licn  wir,  dawt  citu-  Ciine_ 
r  auMO  niit  t^inur  Wendetangeuto  dritter  Ordauug  ist 


Stralilenlnvolntlon  «af  C^'. 

Die  Bttrc lifo ti rang   ist  idciiHBcli  mit  der,   die   nir  lii'i 

iBvolüttßii   Ki'g'^lx'n  buliou*),   weshalb  wir  ftnf  den  I.  Absein 

Oio  Olükbnug  der  Strahleiüuvolmion  der  Puiüitr 

»((«+''»1  "i">)+K*~(%»4+"i»»+«s  •*!)]  — rf 
(in  NonuftUomi 

)  DoppcUtrahlen  der  InvolBtion  binttimtot  die  Glcicbung 


mtcn 


in  wir  dieselbe  mit  Gl.  (15),  so  erkcnnon  wir  dieüclb«» 
den  Durchscluiittg[iuiikt«ii  diT  Goradcn  $,  i;  mit  C,'. 


)  koimen  wir  in  Bezog  auf  S.  9  des  I,  Abschnitli's  ••) 

1  8atz  bloss  erwftliiicn,    Jislo  Tangente  kümicn  wir  dop- 

1  als  dnn  di'iu  ParaiuPt^r  u  entspri^diendc  odi'r  als  i^iiic 

M>rdnL-ti!L.    Im  ersten  Falle  uulfipncht  ihr  t\,  im  zwdleu 

I   CV    Dlcae  Tangenten  ecbueidw  sich  im  Punkt«  m  =  Ü,  Ü,, 

r  Ort  dieser  StAhnittpunktA  tJ,Uf,   wenn  die  Tangcnlo    D  die 

,  ist  wieder  eine  CurvQ  dritter   Ordnnitg  and   drittar 

V  welcbi?  mit  der  ergebenen  (?,'  dne  gemeinschaftlicho  Wende- 

s  hat.    Ihn)  Gleichung  ist 


k  Qloidiniig  dow  nUoniUen  Curve  dritter  Ordnong,  wenn  d 
I  DDpiKlpnntLl   zum  Coordlnalfnan  fang   and   die  Doppetpiu" 
1  Coerdloatenaien  wählt,  ist  von  der  Form 


.  141  T.  6«. 


Die  Gleichuug  etuos  durch  den  Dopix^lputikt  gubcndni  Strohlus 
ist 

tbersolbo  schueidet  dio  Curve  in  einem  Punkte,  ddsaeu  CoordiDatun 
ftich  als  gebrochene  rationale  Functionen*)  des  Paramotere  «  ein- 
r  deutig  beHtimmon  lasBen  ond  zwar 


a  +  bu+ca'-\-dit* 


(i+6«+c«*  +  rft.» 


(8) 


2,  Die  Parainoter  der  Darchschnittapnnkte  einer  Geraden  mit 
f  dar  Curve  erlialton  wir,  indem  wir  die  Werte  fUr  x  und  y  aus  dea 
I'  OIcicbuiigen  (3)  in  die  Gleichung  der  Goratlen 

mx-\-ni)-\-l  =  0 

L  oiiit  tUirea,  als  Wurzeln  nachEtehender  cuhisclioit  Gleichung 

<i»»  +  ((;-f-nA)H»+(S+wiÄ)«4-a  =  0. 

t  Aus  dioBer  Gleichung  folgt  die  bekannte  Belattun  zwischen  den  F 
t  iDetem  **)  der  Durch achoittspunkte 


Das  Prodnct  der  Parameter  irgend  dreier  anf  eO 
r  Geraden  liegenden  Punkte  einer  C^*  ist  eine  constw 
f  arOBse. 

Nehmen  wir  statt  der  Geraden  eine   O,   so  erbalten 
Lfrflher  Bcbon  erwähnten  Weyr'schcn  Satz: 

f,DaB  Prodnct  der  3n  Schnittpunkte  einer  boHobti 
Wv  mit  einer  rationalen  Curve  dritter  Ordnung  ist  ( 

[  «onttante  Grösse,  nämlich    (— j)  "• 

Ans  diesem  SaUe  ergibt  sich  mit  Leichtigkeit  eine  grosaafl 


•)  Sind    T,.    7',  'lir  Dopi-tli-unktüliingcntcn,  bo  ist  'Icr  V. 

sm(T,Q) 
"  =  8in<r,Q) 
••>  Dr.  Ell".  Wpyr:  Sitiongibericht  d.  k.  bOhm    Gb'.l-11«i' 
B  ST.  April  I8T0>    Prag. 


XairaJnit!  Jtaiiojmh  iAir«  Ctimn)  iHtirr  OtAtvtif. 

\  TOQ  SätxßQ  Ober  rationale  Curvon  dritter  Ordnung,  welche  tL_ 

Dr.  Em.  Wcyr  in  Bwnen  Äbhandlangeti  vom  Jabrc  1»70— 1873  t 
deti  Sitzaugslierichteu  iIlt  k.  böLiti.  Gosollsobaft  der  WisBenachafb 
zu  Prag  uud  der  k.  k.  Akademie  der  Wisscnschafton  in  Wien,  S 
ifi  Schiainilcbs  Zeitschrift  fQr  Uatliematik  and  Physik  entwickc 


In  nachstehe iiden  Zeilen  ontwickcio   ich   einige   woitero   Etg^ 
•cli&ften  dor  C^'   vermittelet  dos  rationalen  Parameters,  und  als  3 
dellü  Fülle  wühle  die  bekannten  ratiuuaten  Carvcn  dritter  Ordnuij 
■^^hiB  (da  Descartes'sche  Bktt,  Strophoide  otc 

Sccuntv,  Tangente. 

Die  Gleiohuug  der  S<!cauti«  als  einer  Vcrltindungslinii 
I  %  der  Corve  ist 


falbe  geht  iiacli    Unterdrackuiig  des  gemcioschan liehen   Factof 
-«,)  aber  iu: 

h  ^      y  \ 

»+e(u,4-B,)4-ii(u,*+"i«i-i-«»')     1      «,+"s   I 
1^  «ntwickelt 

(5) 

t^l,*— tUj»,— l[B,-|jj^)]-hr[o— er«!«,  — d(ui-(-Hg))ii.i,]*fA«,a,— q 

-  n,  -=  H  geht  die  Gleichung   der  Sccaute  in  die  der  Tai 
i  ftber  und  wir  erbalti?n  in  diesem  Falle 

«(dB'— All'  — 2oB)+j((a— CT*"— 2rfi.')-|-Au»  -  o:  (8| 

1  Gleichung  löst  uns  auch  das  Problem  von  einem  PnnM 

•  Ebene  der  ratiutialeu    Curve  dritter   Ordnung  an   dieselbe 

I  zu  legen.    In  diesem  Fdlle  sind  x,  ;/  Coordinatcn  ein( 

1  iMinktcs  und  die  Parametür  der  Berührungspunkte  ergeben  sicj 

i  der   Gl.  (6'.     Diese  ist  in  Bezug  auf  u   vom   viert 

ifi;  PS  lassen  sicii  domuaeh  von  einem  Punkte  in  der  Ebene  d 

I  AB  dtoadbe  vier  Taugeuten  legen,  semit  ist  sie  vierter  Claa 

Uedo  durch  dou  Punkt  ix,  y)  gehende  Gerade  schneidet  die  Cun 


30  Zahradnik:  RationaU  ebene  Curven  dritter  Ordnung. 

in  drei  Punkten  t^,  uj,  u^  und  es  wird  im  folgenden  von  Nntzen  sein 
in  die  Gleichung  der  Sccante  die  Parameter  aller  dreier  Punkte  ein- 
zuführen.   £s  ist  klar,  dass 


Wir  erhalten  demnach  durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices  aus 
der  Gleichung  (5)  zwei  neue  Gleichungen  für  dieselbe  Secante.  Es 
bestehen  für  S  demnach  gleichzeitig  nachstehende  drei  Gleichungen: 

5  =  a-[cAii«u,* -i»t*it«,— a(tti+i«,)]+y[a— «n^u,  — rf(t«i+t«,)iiittj 

-|-Att|tf2  =  0 

+At4f«8  =  0 
5  =  ar[r/tt8*t*i*— ^^tti  — a(fi3-|-tti)]+y[a  — ci«3t*i  — cf  (ii3  +  tti)M8ttJ 

+^«8«!  =  0 

Addiren  wir  diese  drei  Gleichungen  und  bezeichnen  mit  (u)i  die 
Summe  der  drei  Parameter,  mit  (u)^  die  Summe  der  Amben,  so  er- 
halten wir  nach  kurzer  Umformung  mit  Rücksicht  auf  die  Gl.  (4): 

S  =  ir[*  — c/(ti)J+y[c+ri(M)i]-Ä  =  0  (7) 

als  die  verlangte  Form  der  Gleichung  der  Sccante. 

Conjugirte  Punkte,  quadratische  InTolutioneu  auf  Q^ 

4.  Setzen  wir  in  der  GL  (4)  t«,  =  U8  =  «'  und  t«j  =  m,  so  er- 
halten wir  eine  Relation  zwischen  dem  Borühningspunktc  und  dem 
entsprechenden  Tangeutialpunkte.    Dieselbe  lautet 

^^'^=-7j  (8) 

Jedem  Punkte  u  als  Taugeutialpunkt  aufgefasst,  entsprochen  zwei 
Berührungspunkte,  deren  Parameter  sich  aus  (8)  ergeben  und  zwar 

(9) 


V-I/-I 


du 

Solche  zwei  Punkte  nennen  wir  conjugirte  Punkte*).    Zwei 


jj  *)  Dr.  Em.  Weyr:   Theorie   der  mchnlctuigcn  geometrischen  Elcmentar- 

ll  gcbilde.     Teabncr,  Leipzig  1869,  pog.  91.     II  es  so  nennt  solche  swoi  Funkte 

D  conjugirte  Polo.     Grelle,  86.  Band. 


kradnik;  RaHlmaU  thfn*   Onrntu  ff«V(»r  CWnwnJ.  31 

I  Poiiktc  haben  demnacti  einen  ftemeinacbafüichen  Tangen- 
fclpBBkt  nnil  Kwiachen  ihre«  P.irnmcUm  bestellt  nacii  (9)  die  Rßlation 

.4'+«;==o  (10) 

cicbnen  wir  eine  Gerade,  welche  den  Pnokt  «,  mit  dem  Soppi 
Icte  verbindol,  mit  U,,  so  l;i)niicn  wir  die  Glciclinng  (Id)  i 
ibt  auf  die  goomctriHche  Bcduatung  des  Poraiiietcra  Bclireibffii 

^T^TiU^'U^)=  —  l 

r  erfaallcu  so  den  Salz*): 

Paare   eonjugirtor   Punkte   bilden  auf  C^'  eine 

{ralische  Pauktinvolution,  deren  Doppolpnnkto  die 

^rnngspuukte    der   Duppoliiuukttauguuteu  mit  der 

1  Bind." 

bifl  Paare  conjugirter  Pnnkte  auf  6^>  projicir«Q  Bicd 
Bfi  Doppelpunkte  in  einer  quadratiacbon  Strableu:] 
ption,    doron    Doppelstralilen    die    Doppelpunkts- 


uit  Gerade  ut'",'  schneidet  die  C^^  noch  in  oinoni  Pnnkte  a/A 
I  GL  <4>  haben  wir 


•,«,«3  =-- 


Bad  MU  GL  (9)  folgt 
^^^Mi  wir  den  Wert  für  ti,'u,'  in  i 

^ootf  In  anderer  Form 

(r,7',t;j'D) - 


wir  den  Wert  für  ti,'u,'  in  die  Gleichung  (12)  e 


-1. 


„Verbindet   mau    zwei    conjugirtc   Punkte,    die 

I  TaBfteutinIpimktc  «  entsprechen,  so  schneidet  ihre  Ver-^ 

'  bintlnngBlinie  die  C\*  noch  in  einem  Punkte  uj',  der  den 

Punkte  u  harmuniaeh  zugeordnet  ist" 

Die  Punktepaare  uu^'  projiciren  sich  aus  dem  Doppelpunkte  i 
I    einer  iiuadratiacben  Sirablcniuvolution,   deren  Doppelpnuktästrahleiu 
dta  bopiielpunktstaiigenten  sind. 


^^  Dt.  Em.  Wryr,   ncbai  I.  c.  iiudi  SchlCmjluh'a   „ZciMchrifE  fOr  Hulb. 
bgrtlk   187(1.  füg.  34«. 


Diese  qnailratisuheii  Punkt-  nnd  StrahkniDVolulJnneu  sind  mit 
l  frülicr  crwilliiituD  idoiitisuli,  da  sia  dicsulbeu  Dutipclpanktsdcmcirtp 
'.  besitxea. 

BotrarbtAu  wir  ciüou  Punkt  u  der  c\'  alH  SuheUel  eine« 
[  StraUoiibüechels,  so  b»stiiiimt  d<'rsülljü  auf  C«"  eint!  centrale  Pnnkt- 
[  Involation;  deuii  eiu  büliubigt-r  Strahl  (7,  schuc-idcl  ilii'  f\^  aussOT  in 
L  u  uacb  in  zwei  Punkten  »,',  u,"  und  nach  (4)  licsteht  zwiscliuu  Ihrai 
*  Puramctern  nachstellende  Relation: 

1  der  VoranBSctzung  gemäss  coiiBtnnt  ist.  Tfiii  ProjectiviULt 
r  Ponktsystemo  u,'  nnd  u,"  auf  C\^  erhellt  aus  dem  oindentigen  1 
I  «prccliüD  der  Punkte  mj'  und  «,",   und  aus  di>reu  TcrtauSL-liEähi^beit, 

folgt  ihre  üiviiluturittche  liezieliiiiig. 

Die  Doppelpunkte  der  centralen  Puuktinvolati<m  ergeben  aich, 
der  Gleichung  (13),  wenn  wir  in  derselben  n/  =  «,"  =  «,   sctcäf 
wir  erhaltcu  so 


Vergleichen  wir  dicEca  Ri'sultat  mit  der  Gleichong  (8),  so  folgbt^ 


nur  centralen  Pnnktinvolntiai 
ngspunkte  der  vom  Ceutrnm  i 
n;  sie  sind  die  dem  Ceulrnm  H* 


„Die  Doppelpunkte  i 
erhalten  wir  als  Berühr 
I  an  C««  gelegten  Taugeut 
coDJDgirten  Punkte." 

Umgekehrt  haben  wir  den  Satz: 

„Zwei  conjngirte  Punkte  lieati 
1  tralc   Pnnktinvolution,    deren    Ci 
meinachaftliebe  Tangenlialpuukt 


InTolatlongkegehrlmltt. 

$.    Die  Verbindungslinieu  conjugirter  Punktepnaro  liüllon  fiiiBBi 
Kegelschnitt  ein,  den  wir  nach  IKtih  Dr.  Em,  Weyr*)  'li-i 
I  lationskogelschuitt  hoiieuueu  woUeu. 

Die  Oleichnug  dcx  Yerbinduni;slinie    i^iics  coiOugirli-u  PiinktO^ 
[  poaretf  erhalten  wir,  weua  wir  fUr  tt,'  und  »,'  die  Werte  aui 


ZaHraJalt:    Ralit.uiJt   ilf'-t   Curttn  Jnlftr    OrdnuAg. 


aOleiohuug  il^rSccnutu  (5)  eiufllbrcn.    Wir  erluUt«n  bo  dieselbe  J 
9  Funutiou  der  Parainet«r  u,  nämlich: 


gUlu"—  oif  -\'x{a  —  Iih)~\-  hu  =  0 
k  icT  Derivirtou  iliusor  GlEiicbuug  nach  u  ßrgiebt  üicL 


ma 


rlr 

A  =  hti-\-c2/  —  h 

Fuhren  wir  ilictseu  Wert  für  u  in  die  GL  (16)  oId,  so  er* 
wir  als  die  gesuchte  Gleichang  der  Enveloppe 

A'—4<i.Lr>/  =.0  (17) 

1  (lemiiacb,  das^  die  Euvelojipc  ein  Eegelschuitt  ist,  der  die 

dpanktstaDgentcu  berührt  und  dcBseu  BerOhruiigssehne  A^O 

*  Eb  Ist  Blflo  .4  =  0  die  Polare  de«  Anfangspunktes  in  Bezng  anf 

It Kegelschnitt.    Diiraelbe  ist  eine  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse, 


4<üi(/r,^-f  Orf)   = 


> 

< 


9  der  Gleichuug  (13)  urkauntun  wir.  dass  -u,'  mit  u  ebenfatlB 
iOilJtigirtes  Panktcpaar  bildet  und  ilass  es  zu  derselben  Involution 
Es  wird  deuuacli  die  Verbindungslinie  der  Punktcpaare  ti,',  u 
^ben  luvolntionskegelschuilt  eiuhtülen  mDssen, 

BDh  Vt'  =  — ti  ist,  so  ist  die  Gleichung  ihrer  Verbindungslinie  b^'h 


,iru*-\-u*A  +  ay  =  0. 
k  Derivirte  nach  «  iat 

iairco  wir  ans  diesen  zviei  Gleiebungt^n  u,  so  erhalten  wir 

»früher  (17>,  w.  z.  b,  w. 

UliTlU  3 


('ublialu-  Intolulluii  «tf  Qf 
7,    Die  Glekhuiig  der  Secaiit*  ist 

N«bmeQ  wir  iu  (lit>tier  Olcichuug  o-,  y  »Ix  Coordinäteu  eincB  fcst<-n 
PuDkivs  all,  so  stallt  uns  (7)  die  tilncbung  ilfr  <]arch  das  StraUan- 
bUscIid  li/i)  jiuf  C\^  bestiimnU'u  FutiktiiivulDtion  dar.  Jmlrr  Strahl 
bestiDimt  auf  C\*  ciu  PunktU-ipcl  (u,i(j«q)  einer  rubiarbt'u  Involullon 
nad  die  PnrametiT  dius^r  Punto  irfillkii  lüi^  OliMctiuiig  (Tj.  Dio 
Involution  (Vertanschnihitild'itj  fol);t  aus  iIlt  Synirnctriu  iIit  Glei- 
chung (7). 

Im  Folgenden  wollen  wir  dio  Gloiiliutii;  dicwr  Pnuktinvolutiou 
iu  itiT  Nonnalform  aufsleilcu.  Jmh-r  Stfulil  des  Strahle nbUscb eis  (i-,  y) 
iKstiinint  auf  t.\^  drei  Punkte,  deren  PaiuiiiLttT  siili  al»  Wur/eln 
einer  rubist^bcn  Glvichaiig 


«^+*"*+H''+- 


=  U 


(18) 


darstellen  laaaeo.    Zwischen  den  Cocfticicuti-u  üjcser  Uleichuaii  be- 
_Btcheü  jiwei  lineare  Rt^lutionen,  vt^rmögi'  wi-Ulicr  wir  iwni  dersi'lbt'B 
II  köuiieu.    Uie  orüt»  ist 


]  die  KWtiilc  crlialtcii  wir,  wenn  i 


1  Jii>  filcic Innig  (7)  slnlt 


bi^komniru  so  die  GU'iebnug 

Eliiuiuiren  wir  nun  aus  diesen  drei  QJGichuugeu  die  Gröaseii  f«,  v, 
■0  cxbalbii  wir  als  die  verlanf^e  Gleichtiiiü  der  Involution  in  der 
UArmaUorin 

Eint!  nibiHcbe  Involution  tut  vier  Dopiieliiuiiktc ;  wir  finden  dio- 
,  wenn  wir  die  Discriiniuanle  d^r  Gleichung  (:!1)  glolch  Null 
,  somit 

j-rfu*  — Sj^riu"  — (i;r-i-(r^  — A)ii'  — Ürtju  +  o^  =  0  (23; 

Die  Wurzeln  dieoer  Gluidiung  siiiil  die  Panuneter  der  Doppel- 
|likt«  der  Involuliou.  Die  iceometriselic  Bedeutung  dertmlLeu  erht^llL 
I  der  VergleichuDg  dvr  Gl.  (22)  mit  der  Gl.  (8). 


Di«  Doppt'lpiiiüclü  ätr  durch  das  Strahl unbUscIioI  (xy)  tat  C^' 
mmlea  Punktiuvolatifla  siiiil  die  Beratimugaponkte  der  vom  Pni 
ha  C\'  gelegteu  Taugc-nten, 


Norawle  und  Kvolnt«  der  C^. 

I  &    Dift  Gldchiiiig  der  Tangcutu  im  Pnakte  u  ist 

«(**—&»"— 2uu)+y{fl  — (TU»— 2<ii.')  +  Aa»  =  0 

knacli    ist   di«   Gleictioiig    der   Norniiüfl*)    im   Punkte   u, 
koo5(7',ri),   oamllch   cohIdus   des  Winkels  der  Coord 
Mtat, 

(23) 

|QttM+M-<^M-'''''J  —  Aii][{n— .TM— 2-/«»)+  fi(f/«*— t«»— 2«.)]| 

t  Gl^chang  ist  tu  Itczug  auf  u  vom  EiobenU'n  Grade  und  v 

i  «omit,  doss  aus  i'iiuüii  Pmiktf  xur  C'^*  siubcn  Konnaleu  ge- 

t  mttlm  können.    Da  uua  die  An;tahl  der  Kormalen  eiues  belie- 

i  Pnsktes  zu  elaer  Curvo  die  Clause  ihrer  £TolQtc  angibt,  so 

dass  die  Evolute  von  C.*  siebenter  Classe  ist  and  dia 


I  *}  !■  vtiriKTn  Artlkrl  glti  dl«  ilori  rnlwickclu  Glcichnag  der  NormaleD 
r  VurnDitcUDiig  rcchtw>HltTi|{ni  Cuonlin>ti'Tit7"Ieuei,  d>  wir  aber 
Edl*  Kntwfckvtiing  ilnr  S&un  Ohfr  C,^  nll|[cni(iin  (&r  ichiefiiiiiikligea Coor> 
I  gegcbon  hAtxm.   »o  wulle-  Act  gailgc  Lmer  dies  folgeadeni 

I  „Bind  dl«  ßlchlnngicnniMtiteii  der  Tangente  nnd  d«r  Nonnale  belieb 

l  X,  A'  und  9  eoaiDu*  de>  Winkel«  Jer  Counlinatenaxen,  m  gilt  beb 
\  dl«  BeUibu 

-iJ'  +  l  =M+vl')» 

r  Gl.  (aa)  b<<kana[  itt,  ergibt  ilch  der  Wert  ttl  A' 


I  die  OleiehatiK  '1*r  Tlormalen 

4-«[(fi— 3au»)e-f(.r— 2<w»)J((m•-f*«4-f)+ 
-f  rf[     i-|-™— 3au»  — 2ou*+fl(— c  +  *-  +  »ou»)]  = 
mit   Mgt  ik-r  Werl  fSt  A'  ^  0   |>e|;.  US,    iber  oi«  man  lelehl  e 
I  dad»n   «>>-1i   Mii  Ti'iH  all  hvidKii  Stellen  DichM.     VOr  0  =  0  gehl  •lief« 
I  In  die  (raher  angpgebi;u4  Ober. 
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i,-h.«H.,. 


Gl.  (23)  ist  somit  aut^li  i\w  Glitiirbuiig  der  Tnageute  diT  Evr 
C\\  Di«'  Derivirtu  voa  N  itiltl  itua  tlit  Gleidmng  der  liuuoikba 
Normali.*  N',  wditie  di«  iV  im  Centrum  des  Uöio  Puiil(U'  u 
sprechcudeu  KrDmiiiuiigskri.'ige8  scliiit^iili't.  Di^*  Coorditiatou  d<-ssulb{| 
{a--,  g)  (Tgfbou  Bicb  uns  deu  Gleicbungi'ii 


als   rutiouale    gobro diene  ("auctioneu   vom  zwäiftcii  Graili^  in 
auf  It.    Demnacli  ist  die  Kroluto  d«r  C\*  eiue  ratiouüe  Curv»  siol 
Ckuse  duiI  nwolfti')-  Ordunng. 

Im  fulgeiidcu  Artikel  wollen  wir  uua  zur  Anweuduiig  uul'  bi-k 
raliuuule  Curvcu    wenden,  wo   die  Resultiit»  durch  ibro  Kiufadtb^ 
viulleiibt  s^imK  liileiusw  darbieten  weiilcu. 


Hoppt:  Zum  Prohfem  tU»  drtt/arh  Urthogiinnhn  fhkh^/ti>§ffttn^.         §7 


V. 


Wmm  Pt*oUeni  468  ilreffach  ortbogoimhili  Flfchfewjrt^aw» 

Siebenter  Artikel.    Fortaetxnng  tob  N.  XIT.  A.  Tor.  "^Midet. 


Von 


A.  JUoppe^ 


Za  den  bereits  aa^ffihrten  LdBunires  sind  Mflh  Mgen^e  tfnfeh- 
znfttgen. 

Erstlich   ist  der  Fall  noch  nicht  in  Anwendang  gebracht,   wo 
Gl.  (279)  homogen  zwische  i  t  und  tr  ist,  wo  sie  also  lautet: 


de 


eg;-^^2i+(^«-l) 


w 


enter  <  eine  Constante  vorstanden.    Dieb  nach  bekluistem  Verfahren 
integrirt  giebt: 


i4 


i-L 


{<— (l  +  «)?r}    '{e— (l-f)ir)    '— const. 


(280) 


Demnach  erhält  lAan  ein  orthogonales  Flächensystem,  wenn  man  (271) 
verbindet  mit 

^-.  jo— (!  +  «)"•}     '\a  —  {l  —  t)xe\ 

B :=  \b—a+i)>r\  '{b—a~t)w\ 

C«=  {«-(l+*).r}     '{«,_(l-t),r} 

l-fi  .      1- 

u  =  ffc— (l+f)ip}     '  {*  — (1— *)«>} 


i4 


r  —  {Z  — (l  +  l)«"]     '{^— (l-^O«») 


1- 


"'pp-  Ä,  n,,^ 


"»Bach.   .,         *  "'^'''"''""•»•«.  « 

Wert  ,_  +  ,    "■»  l<i'  ItKaZd         '"^"^  •     T»       M_ 
f  jedes  /  f.,     -,  \       Biel 


(SSI) 


linlrt  tuuu,   mit   l'i'bergehung   der  t^rstcu,   üwlnuhon   il 

u  (ilctchiiDgeD  die  »  Puuotioüeu  le^,  ""n  ■  ■  ■  "'"-ii 

B  Oleldran^  (n  — 1)Ut  Oriinung   ituri-b   R'  jm  m-füllen. 

f  bckanut,  so  tiudet  mau  tiadi  einander  "-»_■,  ly-n-i,  ■  .  . 

UiRJllich 

»'  =  /"■„  Sä-!- consl. 

I  IctzU^  Intei^rationsconstautc  ist  in  der  DifferentiiUgloicfaniig 
ibtitcn  nnd  resiiltirt  daher  aus  der  InU-gration  der  Gl.  (279) 
0  lutetitral  )iat  nun  die  l<'orni : 


I    »  +  I 
I  bleibt 


n+'2 


.+"■'"" 


1-2**  —/"■oSft  =  const. 


u,  mid 

(anfV 


1  constantc  Iticrement  des  xweilen  Coefflcienten  ie,  weil  es  zur 

MÜiheit  nicht  beitrügt,  nefigelassen  iit.    Man  kann  nun  für  die 

.  ZBT  Reehteu  nach  einander  A^  11,  C.  u,  p  nud  gloiclizoitig  be- 

mtlieh  für  (  die  Werte  «,  h,  «.  k,  l  setzen  und  die  so  entstehen- 

Efi  Gleichangen  mit  den  'i  Gleichnu^en  (271)  zam  Ansdraclc  eines 

UtgonnJen  FlaeliLmKysti-ins  verbinden. 

|Die  willkOrlifhen  fonstanten,  welche  das  dureb  Integration  za 
nde  R  euthalt,  tragen  ziir  Allgemeinheit  der  Löanng  bei,  sind 
r.  nicht  wesentlich  Tür  eine  Lösniig,  wie  ea  bei  der  Constanten  in 
^«r  Kuli  war.  Vielmehr  besteht  der  ganze  Gewinn  der  Trans- 
itlon  iler  Aufgabe  daiiti.  dass,  ()lig!eich  das  System  (2^1)  nicht 
■lar  zu  iotegrireQ  ist  aln  die  Urgleichung,  jede  Special tOsung  dos 
!  eine  ebenso  sperielli-,  nl>er  vollstAnilige  Lösung  der  Aufgabe 
rt,  nAhrend  eine  Spei^iallöaung  der  Urgleichung  %a,az  nutzlos  % 

IDu  System  der  Gl.  (2rtl)  bat  eine  für  IwüebigeR  h  gültige  £ 

Vi  =  (.«"■■■**;         H  =  ß--^ 

1  es  sich  nach  Einfuhrung  dieser  Werte  auf  Relationen  zwisc 
E  Constunten  n»,  ß  reiincirt.  Doch  wird  ihr  gem&sB  die  61,  (Si 
logen.    Sie  kann  rlaber  nur  unter  die  Losung  (280)  fallen. 

j  Geht  man  die  niedrigsten  Wert«  von  n  durch,  so  wird  für  n 
■  Urgleichung    ebenfalls   liomogen.     Für  u  -^  3  lautet  das  Systd 


.ff,  =  «■,  R' ;     <Pn'  =  2.-,  -  2H' ; 
I  giebt  nach  Eliniinutiun  von  u.'g,  if, : 

I  nach  tutegratiou; 


toppe;  üum   I\obUm  ifcj  drtiiach  or'/in^iwia/en   f%lii}muafiMm* 

/rcoöR  ~  R4  "**  ~  4  ö"''  — If*«'^ 
9  in  (282)  cingefOhrt  giobt: 

Setzt  man  für  (  die  Werte  «,  6,  e,  k,  t,  für  die  const  die  \ 
A,  IS,  C,  u,  V,  so  gebe»  die  fi  GleichangoD  Engammen  mit  (271)iJ 
lebraiscbeB  orthogonales  FltLcbeosystem, 

Für  »  =  3  lautet  des  System  (281): 
I  giebt  noch  Elimination  von  n-^,  «■,.  ic,: 

r  Tranaformatioil  setzen  wir 

n-, .+.>.<':        ..-/■? 
raoB  dnrdi  Differentiation  hervorgeht: 

BfKh  Eiofuhrung  dieser  Werte  geht  die  Oleichnnp  Ober  in 

1  bat  demnach  wieder  die  Form  der  Urgleichuug, 
Höhere  Werte  i^on  n  biete»  keine  Ausaicht  anf  Integnihilita 


Wir  haboD  bis  jetzt  uuveründprliLhe  Aucnlage  der  Fläelie  2.  fl 
I  angenommen.  Xb  soll  nun  noirh  bewiesen  werde»,  dass  i 
iriabeln  Aieulage  kein  ortlioKtmales  F I He  hensy stein  ents]ircchen  h 
t  dasB  a,  b,  c  ungleich  sind. 


Far  die  in  (271)  mit  a-,  y,  i  hezeichncfen  ürilssen  achreiben  wir 
1  t^t  Vn  h^  ^""^  betrachten  sie  als  Cuonlinaten  in  iicxug  anf  rihij 


ffopjitt  SSan  ßnATtm  rfw  Jrt^ach  nrfÄoj/oHatoi  FllldtiHi^ttmi.         H 

mit  .km  ParaiRotcr  m  variireoileB  AxensysWm,  ta  welchen  die  auf 
ein  fc»ti-8  Axomj'Htciii  bozbglicheu  CoordinsU-n  r,  y.  i  in  Aer  Relü 
tun  stebCD: 

*  =  »v,+«i'r,+i3,pi-t-)'i»i  1 

Fahrt  man  Akst'  Werte  tu  GL  (27^)  «n  und  aetm  zur  Abkaraung  |J 
»  gfht  sio  über  in 


i(*.?J-4^)+K- 


B  der  3  ersten  Terrae  ist  bereits  bcreelinet  und  in  Gl.  (273) 
.;  sio  ist  die  ruchtc  Seilt'  weniger  der  linken  dividirt  dnrcti 
— a)(<b — b}{k—e).    Ferner  ist 


^i-. 


a«,  _ 


r  wird  di«  Gleicliung: 


*Ä 


I  Gleichung  ist  algebraisch  in  l,  nud  zwar  baben  7,.  y,,  >,, 
^.  die  Factorea  Vi — u.  v"; — b,  Vl  —  e,  hangen  aber  sonst  nicht 
Ilaticr  Ist  die  Gr&s^e  in  der  Klaairaer  |  [  in  Bexug  auf 
die  C[iabh3ii(;i(;o  l  stets  irratioual,  so  lange  irgend  einer  der  Coofti- 
■ACBten  On,  ß^,  yn,  ".  ß,  f  nicht  nnll  ist,  und  kaim  üea,  in  2  llnearou, 
Obrigen  Teil  dt-r  Linken  nieht.  aufliubeu.  Folglich  ist  Jer  Fall,  wo 
dio  ti  ÜKiKsou  nnll  sind,  der  elnnRe,  welcher  eine  Losnng  TnüäEst, 
Im  lUeseiii  KüUe  w-rdea  sr,,,  y„,  »„,  und  di-_-  9  Coefficient-ui  der  Sub- 
ivorfiüderlirh,  *v. 


r  Beweis  liat  noch  ki 


Leine  Aiiwi 


nduDg  auf  RotationsÖärh 
Bfiiehr&nkiing  anf  Fläi'l 
(romninnKsiinifii,    d 


Uvppr:  Zum  Prohirm  'h'  lin-ilitch  arAoyonaltn  fläcktnuj/tUi*', 

|loridian(!  duiI  Parallelkreisc^  ilurgi'stHllt,  sind  die  Qk'ii:hunt;i-u  ouier 
diebigcn  RotatioQsftäi'lie ,   doreii  Aii<  die  der  i,  sei  (mit  Auau 
r  Kagdfläcbo); 


mrnit  die  Gl.  (2S:i)  zu  vorl>inilu[i  siuil,  und  wo  k  Funcüon  von  (4 
^d  l  von  (<■, "')  ist.  Fniirt  mau  dicsp  Worte  in  die  Gl.  {285)  | 
I  ihre  analoge,  l  für  k  gueetzt,  ein,  su  lauten  boidc: 

+[<'.+"('l-»)]«'»'+'4'=° 

b~^-^iß„—aip}iMal~iB„-i-ß'p)liinl-\-)k  ^  ü 

iSerentUrt   man   die  loUte  Gleichung  nach  «,    und  dividirt  duceb^ 
»  kommt: 


s.r     et' 

liernacb  ist,  wofern  niclit  i 
Sei  also 


>8i  — ß  Jäini+y»" 


,-„t+,. 


r  h'tate  M'err  z*'igt,  dass  dio  Flttchi*  ein  gerader  Kwgttl,  fftr  ir^  =  0 
I   g(Tadi<r  Cylinder   iat     In  jpdom  andern  Falle  ist  a  =  ß  =  0, 

I  der  rrsten  Gleichung  mllssen  die  Cocfficionten  von  uosJ  und  sini^ 
schwinden;  daher  ist  aueh  ti„  ^=  ßn-=  D.    Aus  a  =  ß  —  0  fol^ 

U9  7ii  7t  1  y»   constant  sind,  dass  also  die  Rotationsaxe  eine  Tttn 

Schtnng  hat,  kub  «b  -^  ^d  =  U.  dass  sie  «ich  nur  Ifiugs  ihrer  selbst 

rschieben  kann. 

Eh  bat  sich  also  eri^ben,  dass  mit  Aasuahnie  von  Kegol,  Cjlia- 
der  oud  Kugel  eine  Schar  von  Rututiuusllachen  nnr  bei  fester  Ax« 
ioeui  orüiogoiialeu  FlUcbeusyittein  angehOroii  kann,  Da  ein  solches 
l^titom  immer  durch  Rotati uii  ciues  ortho|{oiiali'n  ehc^non  I.inicn- 
im  eine  Axe  in  derselbeu  ICbene  ontsU'ht,  no  lieilnrf  es  keiner 
1  UntiTSUchung. 

FOr  den  Kall  einer  Schar  von  Rotaüonskegoln  (einschl.  Cylindors) 
bgOmrat  durch  (ütSH),  lauten  die  Bedingungsgldchungm  (2t<6)  (9K 


dl 
II  si'tze  man  (mit  AusscblusH  des  CylindorsJ 

„  _     '•+>■ 

E  «UlkürlichD  Function  *ou  m  bezeichnet.    Danu  1 
u  Glcichaug  betriüdigeu  durcb 

t  A  ,       u. 

e  bleibt  zur  lii>B  Lim  mang  von  fg,  »-f: 
Slogi--,  —  —  I  rrufo 


ß>+,tel]f' 


p(lt<9)  ist  linear  in  it  and  giobt  sofort: 

Vi  +  'V*^  Vi  +  'V/ 

a  kommt  uoi^li  diu  Bcstiinmnug   vou  oq  and  ßn  durch  Gl.  (26i 
(folge  ihre  Worte  sein  uasseu: 

t  dann  die  innzige  GeschiHnkDog,  der  die   Bewei^ing  der  Ro- 

1  unterworfen  ist.    Fährt  man  die  Werte  (2ft4)  uiu, 
pj  aber  in 

I  yi   ^1   3«<i| 

litt  BOB,  dass  rlio   Rotationsaie  einen  CoincidcQKpuukt  batM 

!  ahwickidbarc  Ftttcbo  erKongt.    Demnach   wird  jede   Sei 

lotAtionshegcIn,  deren  Aieu  eine  abwickelbare  Flüche  bildooj 

,  sieb  rechtwinklig  schneidenden  Fläehenscbaren  rechtwinklig 

,  Eine  dieser  beiden  ist  selbst  abwickelbar,  weil  «äio  Kegel-^ 

Ef  Erflmmnngslinie  Ist,  die  andere  wird  von  bewegte'^  Kreise 


44         Hoppe:  Zvm  l^oMem  rfcA  tirfifn*^  orthogonalen  FUkhenjtfgtemtt. 

Die  3  Gl.  (296)  (298)  werden  orfttllt  durch 

^0  =  yo  yi — "-1  Yi ' ;    yo  -  yo  y»'—  «-i  y»' ;  ^'  —  yo y«'— »i  ys'     (299) 

Um  jetzt  das  orthogonale  Flächensystem  darznstellen,  kann  man  da« 
orthogonale  Ooefficientensystom 

«1*  ßi^  Yi 
«11  /'fi  y* 
«51    fei    y« 

ferner  yoi  ^  ^^^  ^''i  willkarlich  in  w  hcfitinmt  annebmoi,  daram  nach 
(284)  a,  ß,  y,  dann  nach  (291)  ita,  nach  (299)  a-q,  j^o«  «oi  nach  (293) 
tr,,  nach  (294)  «/*|,  nach  (295)  ib  «nd  nach  (292)  /  berechnen;  dann 
hat  man: 

Xi  =«  A;C08^,     9i  =  IrsinA;    j^  —  ti\,Ä:+«''i 

und  die  61.  (283)  sind  der  gesuchte  Ausdruck  des  Flächensystem«. 

Im  Fall  des  Gylinders  tr^  =»  0  ändern  sich  nur  die  Integrale  der 
Gl.  (289)  (290),  welche  hier  lauten: 

Auf  die  Kugel  läset  sich  unsere  Metliode,  die  von  gegebenen 
KrUmiuuugslinien  ausgeht,  nicht  anwenden.  Dagegen  wollen  wir  im 
folgenden  Paragraphen  von  einem  orthogonalen  System  von  lauter 
Kugelflachen,  welches  sich  wol  als  bekannt  botracliten  lässt,  einq  An- 
wendung auf  andre  orthogonale  Flächcnsystcmc  machen.  Ferner 
last  sich  bemerken,  dass  Rotationsflächen  nicht  diejenige  Verallgemei- 
nerung gestatten,  welche  durch  Integration  der  Gl.  (8)  gewonnen  ward. 
weil  sich  diese  hier  auf  0  =  0  reducirt 


Es  bleibt  noch  tlbrig  die  vorstohenüen  Untersuchungen  auf  Para- 
boloide  zu  übertragen.  Die  Darstellung  eines  Paraboloids  in  Para- 
metern der  Krümmungslinien  ist: 

^         a(u  —  a){v  —  a)  ^        b{u — Ä)(r — b) 

^^  ^— i  '       y    ^  a^b     "}  (300) 

2z  =^  u-\-v —  a — b 

Sie  geht  aus  dnr  einer  centralen  Fläche  2.  Grades  durch  Substitution 
von  -7  »  -'  4-yc  für  jr,   V,  a  hervor,    wenn  man   nachher 

c  =  oc-  setzt. 


Hfp*t  Zum  l^vUem  dm  i^/Ak^  nr<l<j;nH«hii  fKrhrtifuHm:         4$^ 

Die  ResulUtu  vou  §.  14.  bleilnii  im  wcsitnüichni  iliL^dbcu, 
tvntialglvichnngcn  (248)  fQr  iti"  Una)ilkrllmmaiigsnL>li»n  m,  n  aiud  1 
fMt  UBakhäugSg  vou  a,  b,  c  Qiiil  golleti  anrh  bier,  Rowio  Ibro  LO-  J 

ff«.     Di«  daraus    abgeleitete    l'lllcbti  (^4)   liust  sirli  umnitt«lliar  j 
flcn  Vorlio^cBilfii  FftU  Obcrtrageti ,  indoin  niu»  Mins  p  =  »  si 
da» 


■  /*^I±-S» 


B  Coonniiaton  habmi  ihnu  ja-nicinsanioii  willkürlipheu  con- 
tor  und  bedUrfou  di-sbalb  ki'iucr  Sub^ti  iitiun. 

I^n  ist    die-  Ui^bi'rtragunjj  dtT  Itesultale  vun   i    16.    durch 

I  uiclit  Ro  eiufarh.  und  eine  uaiia  Rpchnuitj;  bitT  »\t*T  nm 

r  aitbrdlwii  nicdiT  1.',  f,  ^i,  si,  >i  fUr  »,  v,  c,  y,  i  und 

y  die  Ol.  (:!83)  (:JK4)   (2H6)  auf  mit  gleichor  Bed«iituiig   dor 

,  Bo  dftBB  die  Gl.  I30J}  überfL-lii'u  in 


Kt— JHi— 41. 


ai,  -  t+/-B- 


OUI)   i 


mg  dioser  Wi'rte  wird  Gl.  (»8ö): 

ta-  [k~-l){l^a)  —  lA- i.k- a)(l  —  b) 
a—i 

I  fiwtnr   yi^u,  ,vi  dcü  Fattor  Vl^h    hat.    im    Qbrigeu  | 
binng  rational  in  t  ist,  so  niüMen  die  Cocftitieiitee  der  irra- 
■  Tcrniß  i'iiijcln,  und  zwar  unabhängig  von  /  vorschwinden ;   | 


=.0;     (J„  =  0;    0  =  0;     ft  =  ü;     y^O  (302)    | 

I  die  tilL'ii^uug  liumr  iD  /  und  zerfiült  In  diu  beiden : 


-+2yo(*-a)(t-t)- 


a'(k-l.)—l'fik~-a) 


ck 


=  U 


(303)J 


uh  Elimination  von  «-  : 
Edesseu  wird  Gl.  (303): 


Btippt!  Zum  Problem  dti  ^rtifafh  ortfnjmwifrn   flXdicuytUm», 

Zerlegt  man  GL  (901)  iu 

rt«'+27(,tf-f-*  =  0;     fii'+Sj-uÄ-l-t  —  U 
fDtl  olüninirt  /oi  b<*  kommt: 

t  =  ab  —^r 
blgltch  sind  a,  £,  h  Lösungon  (ioraolbea  Differoutialgleichiutg 


il  UM 


iil  ebcuso  mu3s  es  /  sein,  nie  es  die  zweiU'  Qedinguugsgltichot 
Tt.    Diese  stimmt  mit  GL  (279)  gauz  UtHircin,  sofuru  man  Xu« 
ti»  nillkilrlichc  Funetinueu  von  u>,  gleichwie  dort   Q'  niid  H'  ; 
darf.    Eb  ist  dauu  iiur  der  Uuteracliied,  daea  bei  der  ceutn 
lllcfae  e  eine  LOsung,   wio  a  und  b,  ist,  beim  Puraboluid  UiDf 
sieb  der  Ort  des  Scheitels  direct  aas  dem  Werte  von  y,,  erKiebt.  . 
nilmlich  die  RiL-htuageD  der  Axen  der  a-,,  ;/,,  ;,  zufolge  (302)  unw^ 
Knderlicb  siud,  der  Anfaugspuukt  sich  iiui'  lAugs  der  s,  Ase  verscbS 
so  kaDD  mau  solzen 


'  ffii 


=i+/x<,9- 


und  der  letzte  Term  bestimmt  die  Variatiou  des  Sebeitels. 
die  ceutraleu  Flächen  aafgestellteu  besoudeieu  I.östiiigeu  werden 

Inach  auf  die  Paraboloido  Übertragen,  indem  man  bloss  die  QI. 
Matt  der  Ol.  (271)  mit  den  gofnudeuen  Inlegralen  verbindet. 
l 
anffa 


,  finbstltntion  einer  ortUotruunleu  Trausfurrnntlou  In  eine  i 


Sind  X,  1/,  a  Coordinnten  eines  Punktes  im  ßannie  im  »liB&ti 
Sinne,  so  läsat  sich  dieser  Punkt  als  Darchschnitt  dreier  Flti 
anffasseu,  welche  er  beschreibt,  nenn  einzeln  x,  y,  c  conslaiit  g 
werden,  während  die  bnidou  andern  variircn.    Macht  man  o 
bestimmten  Functionen  von  »,  v,  te,  so  sind  u,  v,  w  als  uc 
iten  desselben  Punkts  iu  gleichem  Falle,  die  Flächen  » 
cousL,  H-  =  const    sind  andere.     Die  VeTftndemog,  welclie   dl*"] 
ilftiscbeu  Ausdrucke  des  Punktes,  der   von  ihm  erzeugten  Raam- 

Idc  und  ihre  Relationen  bei  Einfahrung  von  u,  v,  ir  für  a 
rubren,  ist  es,  was  wir  hier  unter  Transformation  verstehen,  indem 
die  Gleichungen 


a;  >=  « (u. 


"');   ff  =  y(«. <■."•);    s  =  «(B,r,ip) 


cM 


I    Prallina  iit>    drti/e 


^-ß::)'+©"+t)" 

5flf)tzt  ist.     GL'QUgt  eino  bekannte  OnhugoDaltratisfonnatiOU  i 
Mdiiigang,  so  kann  mau  niiltelst  Suhstil atimi   in  dk^eiiba  KB»  J 
kkauiiu^n  Ortliugonaltraofi formal ion  mludt!HU-iis  eiae  zweite  atil 
Die  Bedinguug  läast  sich  leicbt  uoth  erweitern.    Ist 

^0  0  Function  von  u„   »'  vr>n  p,  ,  IT  vou 
)  brancbt  mau  nur  statt  (3üti)  üu  8i>tZ(>n 


in,,  A/  von  («,, 


Der  gßuanuten  ßeiJiutniDg  ontspricht  in  der  Tat  <• 
^thogonaltransfoi'matioD.     Kin  ortliogimalcs   Syolcm   druier   HU 
Rchftron  hat  die  Gleichungen : 


knn  hier  wird 


,»-i-«,'-K?fl 


£;,  =  fcg  =  K|  = 

s  jc'd. 


l'lächt'nH>-Bt 


I  kann  dabt^r  aas  judoni  ürlbogonaleii 
gestellt  in  «,  «,  w,  ein  neues  ableiU'n,   indem   man  in  (307)  ««,1 
p,  ■=  y-,  "■,  =-1  setzt.     Zu    hwuerltru    ist  hierbei,   dasa  diu 
holiing  der  Operation  Itein  neues  Klilcbeuayst^m  ergiebt.    Den 

1  die  Ol.  (307)  nach  u,,  »,,  "■,  auf,  so  liniiiit  mau: 


-x*-\-y^^+H 


_J^i 


-^1  =  - 


kDii!  Wiederholung   der  in  Rede    Btcbendcii  Trausforniiilio 
Ulf  doa  ursprtlngbchti  System  xurUck. 


jr.  -  • 
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VI. 


Ein  Beitrag  zur  meehanischen  Quadratur* 

Von 

Ligowsku 


§.  1. 
1.    Im  32sten  Baude  des  Archivs  habe  ich  gezeigt,  dass,  wenn 


r=0 


das  Integral  von  0  bis  o;: 


* 


f{z)  dx  '^  £  Or  —TT     auch      =  X  SKrf{VLfX) 
r=0      ^+1 


fttetzt  werden  kann.    Zur  Bestimmung  der  K  und  i^  ergeben  sich 
sofort  die  folgenden  Gleichungen: 

E    Kg  =  l 

^=0 


£  Kö  tt«* 


ef*r--;rfi' 


TsULYHI. 


«.»M 


t  man  iu  diese  Qlfiriiungtiu  für  n  die  Werte  U,    ■ 

-  bis   -.   so  ergebon  sich  die  Cetesischmi   NalierDogsformoln;   Uisrt 

man  aber  alle  K  uml  n  uubekannl  seiu,  so  <Tbftlt  man  die  GaosB- 
scliOQ  NahcrungsfanneltL 

2.     Eino   Reihe    anderi-r  Nfliierungsfoimeln  crgebeu  sidi,    wenn 
1  für  li  die  Wi-rle:  ~ 


1  durch  /„  /■„  fi  .  .  .,  sü  ergiebt  airh: 
n=\;       I.yV('V^  =  «A 

.-4;     lV.y/W<ir  =  ^[13{A,  +  /;)+U(/,+/:n)] 

-.  -  6;    v.y>*),/*  ™  j-|^2[275(/i4-AH-ioo(A+A)-H')? 

t.    Voll  diesen  Formeln   ist  besoudors  Kr.  III.  bL-niorUouswBl 
Idiuselbe,  eben  so  wie  die  Simpaon'acbp  Eegcl:  g(^+4/'l+^)^ 
I  Werte  für  das  Integral  liefert,  wenn: 

I  Wie  sich  uns  der  Vergleicbung  am  Schlüsse  dor  Abhandlung  c 
bt,  ist  dor  Fehler  bei  Anwendung  der  Furmeln  auf  Funcliou^ 
'  Wiche   den   3teu   Übersteigen,    bei   diT  Nimiisoi/sebcn   Itegt-I 

_   mal  grfiaser  als  bei  der  Formel  Kr.  MI, 


r- 
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4.  Durch  wiederholte  Anwendung  der  Formel  m.  ergiebt  sich, 
wenn  die  Functionswerte  wie  in  Nr.  2  bezeichnet  werden: 

y*/"(*)<fa  =  l [3(A+/i+A+/; .../*.)- (/i+A+Zg  ••  A.-1)] 

o 

5.  Um  den  Fehler  der  Formel  Nr.  4  zn  bestimmen,  setze  ich 
h=  6i  und  flßc)  »  ^,  alsdann  ist  nach  Nr.  4. ,  wenn  fflr  den  Fehler 
die  Form 

SDgenommen  wird: 
oder: 

+  . ..  6«(«-l)*)]4-  (««*^— 1)  -r^ri«'+* 


also: 


r  3fiA         «8A  "I 
1  =  ^4^^-^    ?rz:ij+^^ri'+». 

Aus  der  Endformcl  in  Nr.  6.  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Z&hler 
und  Nenner  der  beiden  Quotienten  durch  e^  resp.  ^  dividirt,  und 
beachtet,  dass: 

e^— «-^  —  2@inA,  sowie  ^^c^  —  2®in3A  ist: 
Da  nun 

ist,  so  ergiebt  sich: 
und  daher: 
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das  Integral  zwischen  den  Grenzen  — x  nnd  -f-«  bestimmt.    Es  ist: 


Man  kann  anch 


X 

f 


f{x)dx  ^2x2  KrfltirSß) 
r=0 


setzen,  dabei  soll  JTo  «  JS^  —  JT,  »  .  .  .  Kr 
16.    Für  n  =  2p  ist  r  =  25p— 1  und 


r+1 


sein. 


Für  n 


-£»»r«- 

3 

-£(•,»  — 

0 

2p 
5 

2p+l 

ist  r  «^^  2p 

2p+l 

0 

2p+l 
3 

0 

2p+l 
5 

i^+l 

—  0 

17.    Die  folgenden  vier  Formeln  geben  genaue  Resultate,  wenn 
f(»)  =-  ao4-ai«+a,a!«+aja:'  ist 


I 


•    J^i-§[aO)+4/-(|)+A«)] 

HL  ^.-|l/(f^*)+A»»i«)];     f»-i± 


J/f. 


f 
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\  13.    Ist  die  in  Nr.  11  genannte  Gleichang: 

80  ist  nach  den  Sätssen  Aber  die  Summe  der  Wurzeln  einer  Gleichung 
»ten  Orades: 

\-\-A  =  0 


14.  Fttr  n  gleich  2,  3,  4  and  5  erhUt  man  hierana; 

1)  |Ä» — jLi  -|-  g  =  0;    ft  =       y     (giebt  die  erste  Oauss'sche  Formel) 

8  5  1  2+V2 

2)  ^»— 2^^+3(1*  — jß-0-,    fh-=i;    Ho  oder  ^, j^^ 

4  11 

3)  ^*— 2^»+  3H*-3f«+45  =  ^  oder  a^ch 

(l^-*)*-ö(^-i)*+7^  =  0;      H  -  *+4V76±30y5 

..     I.     5       .  55    ,      15    ,  ,    187  19        ^  - 

4)  f»*-2^*  +  2i'*       16**  +ii52'*"2304  =  ^'     '^  =  * 

durch  H  — i  dividirt  giebt 

Sl  7  19 

,»*  _  2^«+  24  »»*  -  24  **+ 1152  "  ^'  "*"  *"*'* 

15.  Der  in  Nr.  12  besprochene  Fall  lässt  sich  leichter  behan- 
deln,  wenn  man  von 

0 
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20.  Eiae  Formel,  ebenfalls  genau  ritr 
fix)  —  «0 +0]  »'+'>»*' +«a*' 

giebt  sich,  wenn  man  fllr  /ig,  jij,  fi^  die  Werte 

Für //"(s) da  =  Fj  erh&It  man: 

'■.-Ä[»Wl)+K¥))+'v®] 

Pendel  man  diese  Formel  auf  eine  Function  vierten  Grades  b 
idet  man: 

Bse  Formel  ist  also  genaner  als  Jede  der  Formein  von  1.  bia  1 
[gleicht  man  ji^  mit  J„  ao  enpebt  sich; 

-g-  =  ^3^  =  ~^-  nnd  daher 

F=F,  +  ^^(F,-F,) 

21 .  So  wie  man  dnrch  Verbindnug  der  Fehler  Verhältnisse  S 
"Formeln  I.  bis  IV.  genauere  Formeln  erhielt,  so  kann  man  andlj 

Formeln  von  I.  bis  IV.  ans  den  Fehlerverhältnissen  solnher  Foni 
herleiten,  welche  nar  genau  sind  fQr  Functionen  ersten  firodoB. ' 

Es  isl  genau  fUr  den  ersten  Grad: 


1)  j,. 


/© 


2)     ^,  =  2(/'(0)+/W) 

Wendet  man  diese  Formeln  auf  Fnuctionen  zweiten  Grades 
i  ergeben  sieb,  wenn  J  der  genane  Wert  des  Integrals  ist: 
j—j       j—j       J„—J, 


J-'.V-^'- 


Jt—Jj      2Ji+Jt 


-  \  [aO)  +  V  (I)  +  fU)] .  die  Sirapaon'scbo  fl 
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Formel  11.  ergiebt  sich  ans: 

and  Formel  Y.  entsteht  aus: 

Ji  =  xf(x)    und 

X 


j% 


iKl)+K")] 


22.    Ist   das   Fehlerverhältniss  negativ,    so  liegt  das  Integral 
zwischen  J^  nnd  J^. 

Für  den  Fall,  dass 

-•      j  = — 1,    hat  man 


23.    Ist 


'. = -Kl) 


dann  ist  das  Fehlerverhältniss  gleich  — 1,  wenn  ^  ■=  i±  l^g  ist. 

1 

24.  Für  f{x)  =  ^TTg^   und   J=  1  jq^  ist: 

0 

«/j  =*  ö  =  0,6666... 

18 
^2  =  25  ^  0,72  und 

j  =  0,6933 
statt  des  wahren  Wertes  0,6931. 

25.  In  dem  Folgenden  soll  zu  jeder  der  Formeln 


«^»-^[m+vd)^^«)] 
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icrinninhtH   Q^iadralur. 


^)-.=i[HKj)+Kt))+^'(;)] 
=)-.-^[«Wi)+Ki))+"Ki)] 


eine  zweite  gesucht  werden  (J',.  J^,  Jj),  Bo  dass, 
Wert  des  Intograls  bczoichnct,  angenähert: 

F—F^       F—F,       F—F,  _ 
F—  Jy       F—  J^  ~  F-  Ji 

ist,    Man  hat  alsdann  nähoniiigswäiBc: 
"      2 


i  F  den  wahren 


26.    Bei  Nr.  1.  in  25.  ist  der  Fehler  -^  =-"  läÖ"*^*      Damil 

der  Fehler  bei  Jj  gleich  +,.vi''i^*  werde,  muSB,  wenn 
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der  Reihe  nach  mit  1,  A^  nnd  A^  und  addirt  je  drei  solcher  Pro- 
docte,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  ^^9  ^2  ^uid  K^  die  Glei- 
chungen : 

^.(i-f)+A(i-f)+i-f  =  o 

^(i-§)+A(^-f)+^-i-o 


Es  mass  also: 


l""^n     i — 2'     ^ —  4 


*       2'     *       4' 


8 


23 


'       4'     *       8'     120""  16 
sein.    Hieraus: 

3— 3Äi,    3— 3Äi,    20  — löiTj 
3  — 3A:i,    4— 3Äi,    30— löiTj    « 
i4  — 3Äi,    6  —  3^1,    46  —  15^1 


0 


0,    und 


3Ki 


+  5 


3,   3,  1 

3,  4,  1 

4,  6,  1 


3,  3,  20 

3,  4,  30 

4,  6,  46 


1,  3,  20  '  +  I  3,  1,  20 
1,  4,  30  !  1  3,  1,  30 
1,  6,  46  I        I  4,  1,  46 

MiB  welcher  Gleichung^  sich 

ergiebt.    Mit  Hülfe  dieses  Wertes  von  K^  findet  man: 
ft* — fA+s  =  0    und 

fo  =  i  — 10''"'    f«  ""  «  i"lO 
Ä^  r=  jT,  =  I ,    und  daher: 

7 
27.    Bei  fi  ist  der  Fehler  ^  =  +  2160^***     ^^^   ^^  Fehler 

7 
bei  •/>  gleich  —  öigo***^  werden,  wenn 


yö;    f»8  -  t+TnVö»    so  ^0 


HiH9R^^I^S!3BHH 
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L 

IffOB. 

BO 

hat 

man 

zwischen  den  Unbekannten  die  Gleichungen 

1  W.  4  in 

Nr. 

26 

ona 

,,     ,.  „     ,       439      jr. 

In  doreelben  Weise  wie  in  Nr.  26  ergiebt  eich : 

jj 

Jfi 

19 
~34 

und 

i 

f»*- 

-f<  + 

m-°-  ■"''™" 

1 

fu 

=  1  - 

iyiTO   «Bd    (.,  =  J  +  4V1TO.    »0 

wio            1 

fo 

=  AT, 

1 

28.     Da  yi70  sehr  nahe  gleich  13,   so  ist  aD[;en&hert  n„ 


* 

Da   y^^^   sehr   nahe  gleich   16    iet,    so    iit   anguDähert  J 
1  fii  =  £q,  daher  ist  aoch  angenähert: 


(ä)+K?:))+Mä)]- 


Di0  Formeln  in  Nr.  28.  und  Nr.  30.  gdten,  da  für  fig  nud 

ttagswerte  ciageselzt  sind,  nicht  melir  genau  für  Fnuctionen 

k  Qndes.    Für  dieselben  Funclionswerte  gol)en  die  beiden  toi-  j 

B  Formeln  gonanc  Werte  for  Functionen  dritten  Grades. 

»)'^=5i[«(K.^)+KTt))+'»Kä)] 

S.  2. 
Z  u  H  H  t  I  e. 
B  wia  in  den  frühem  Abhandlungen 

«.-/(J-i").    ■.-/■(f  +  i") 
!,  m  tet  nach  dem  Vorigen 

J-- jjfjL-;..)  [<i -i2i''j(».+»,)  -  (1  -  i2''K<o+>.)  ] 

B  Integral  einer  Function  dritten  Grades.  Bti  Anwendung  1 
|PaniM!l  auf  die  iJerecbnung  des  Integrals  einer  Function  vierten  J 
I  bau«  sieb  ab  Fehler  am  Integral  ergeben: 
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240 
Für  J  =0  ist: 

3.     24U1V*-  20(i''+u'')+3  =  0  nud 

**   '"  20(121*— 1)' 

Wenn  die  Gleichung  Nr.  3.  orfailt  wird,  so  giobt  die  Fonnd  Nr.  1. 
oder  auch,  wenn  die  Werte  von  n*  in  diesolbu  ciagel^Üirt  wird,  die 
dadurch  sich  ergebende  Forinel:. 

*■    ^=  6(24Öi*^^4Öiq^3jf*^'>+'^>+^*^^^'"^^'<'*+'*^> 

du  geuano  Integral  einer  Fanction  vierten  Grades.  Wendet  man  die 
Formel  Nr.  i.  zur  Berechnung  des  Integrals  einer  Function  fOnftoi 
Grades  an  und  bezeichnet  wiedernm  durch  d  den  Fohler  am  Inte- 
gral, so  ist: 


1- 


'240**— 401»-f3 

(•l(i-l)M-(i+iW+6(121"-l«(i-K)'+H+C)')l"i^ 


6L       240*— 40iM-3 

4(l-H01'-)-*'i')+-''(I2»'— l)'(l-H0f=+80|.')1      . 
31,     J^ 

und  wenn  man  für  ft*  seineu  Wert  aus  Nr.  3.  einführt 


16(240i*— 40i,H-3 

.(4{l-|-40iM-öO'l*)+352OA*— 800i*-H4)  [«s»^ 

.  16C2-iÜi*  -«iS+3) Ifläa«  ^  0. 

Die  Formel  Nr.  1.  ist  daher  auch,  wenn  zwischen  ji  und  i  dio 
Gleichung  Nr.  3.  besteht,  das  genaue  Integral  einer  Fuuctiou  fünften 
Grades. 

Berechnet  man  nach  Formel  Nr.  1  unter  der  Voran ssot zu ug,  dass 
die  Gleichung  Nr.  3.  erfüllt  wird  das  lulcgral  einer  Function  scchston 
Grades,  so  ist  der  Fehler  am  Integral: 
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((l-12^«)((i-A;«H-(H-l)«)-(l-12A«)((i-^)«+(i4-|«)«)]'»6«^ 
Am 

orpebt  sich  nach  einigen  Umformungen  mit  Berflcksichtignng  von  Nr.  3. 
L    Setit  man  ^  «  0,  so  ergiebt  sich: 


F. 


i  -  '^        560 


**^*  =  ^ßn    ^^^  hieraus 


A«-.^«=^V30    ferner: 


X  =  ^^^i^^  =  0,4305682    und 


6.    F— a: 


^  =  \/'±^  -  0.1699906 
Flr  ^  ergiebt  sich: 

(  (*  -  ^f)  f»o+y«)+  (j + ^)  («0+%)) 

J  —  ^1?  =  0,17392742 

i  +  3l^  =  0,32607258 
Die  Fonnel  Nr.  6.  ist  die  dritte  der  Gktass'schen  Formoln. 

Gebt  Bum  zur  Berechnung  des  Integrals  F  einer  FnncÜon  vierten 
Qrmdea  you  den  beiden  Formeln: 

6.  ^,  - ^,la[o+^im»-i)n+vt)  nnd 


Lignvitkii  Ein  litilreg  lur  ««cAoaüfAm 


7.     F, -2j-i(„  +  a(lJ(.'— l)"i+».)    «»«,   »0    »M    lUCliH, 

„      ,       3-201'      ,        ^ 
8-    ''i äJÖ""'       "^ 

9.     Jj  =  "  o'Ü)     "***    daher  ist  genau: 

(3— 20|.')Fi-(3— aOl'lf, 

" iJÜ(l>— (.") 

F^  und  /j  die  Werte  aus  Nr.  6.  und  7.  einsetzt: 


und  wonn  man  ftr 


+2(i'-M'X2»lV-»('"+l'')+3)ft) 

Diese  Formel  ist  nadi  der  Entwickeinng  gojiau   fnr  eine  Function 
vierten  Grades  für  jedes  i  und  fi. 

Wendet  man  die  Formel  Nr.  11.  zur  Berechnung  des  Integrals 
einer  Function  fünften  Grades   an,   so  ergiebt  sich  als  Fehler  am 

■  ' "■  n  '     '•"    2         »3|.'-20^')(i  ^-^oi■+80^2 

'~[i     4«0(i«— p'MV'l  16 

-(8i'-201')(l+40|.'-H«V')+(''-|''K2-llHV-a(''+l-')+3\1    ^ 

''~[6~4801V 

ioaoiV'+W'+i'')-ä+ä"'V-»(''+i'')+8|    ■     , 


■^-Ls^Jiö- 


so     O,.«: 


Die  Formel  Nr.  11.   giebt  also   auch   das   Integral   einer  Fuuetion 
fünften  Grades  genau. 

Wenn  man  die  Formel  Nr.  11.  zur  Berechnung  des  Integrals 
einer  Function  sechsten  Grades  anwendet,  so  orgieht  sich  der  Fehler 
ji  am  Integral 

^      (1      135+ia(f+|.')-801V\ 


BciBut  Bui  die  Fonnol  Nr.  11    flir  äiete  Werte   tod  1  mi  i>  l 
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so  ergtebt  sich  aus  Nr.  11.: 


382— 13  y  70 
1800 


Xo rat^^ 0,11846344 


^'  ~  ^       ~  0,28444444 

Die  FurniGl  Nr.  14.  ist  die  vierte  der  Ganss'scfaen  Formels. 

SolloD  in  Fonnel  Nr.  4.  die  Fsctoren  dßr  Fnoctionswerte  gleich 
Büin,  so  masB 

&(121' — 1}*  ^  4  sein,  wonns  sich 

i=^V7T-f30V5 
ergicbt.    Man  verglcicho  diesen  Fall  in  §.  1. 

Wenn  in  Fonnol  Nr.  11.  die  Factoruii  der  Functionswcrte  gleich 
und  alle  positiv  soiu  sollen,  so  niusa: 

a)  3— Äi^='  =  9C(A'-(iV* 

b)  20i»— 3  =  96(1"— ^V 

c)  240i"n*— 2Ü(l<+(.=')+3  =  4diV* 
sein.    Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sicli : 


i^+f"- 


24 


und  hieraus  die  iu  di^r  oben  oitirteu  Abhandlung  für  ilieson  Fall  go- 
gebenen  Argnmeuto  der  Onlinatcn. 

Wie  man  Formeln  aus  sieben  und  mehr  Ordinalen  iu  derselben 
Allgemeinheit  wie  die  gegebenen  herleiten  kann,  Übersieht  man  aus 
dem  Vorsteheuden. 


Soll  angenähert 


Ligownhi:  Ein  Beitrag  zur  mechanUcken  Quadratur,  g7 

in,  80  hat  man  zur  Bestimmang  der  Unbekannten  die  Oleichnngen: 
!•     K^  -}-  Jif  ^  1  —  Äq  —  K^  —  A4 


3. 


5.   Jr,^,*+W  =  J-§-^4 

6.    Jr,»4»+Ä,^,»  =  |-§-Ä4 

Die  Unbekannten  fi,  nnd  ft,  sind  die  Wnrzeln  einer  Gleichnng  2ten 
Gndes: 

^«+^1^+^  -  0 
«nltipiicirt  man  die  Gleichungen: 

1,  2,  3 

2,  3,  4 

3,  4,  5 

4,  5,  6 

5,  6,  7 

"^  Heilie  nach  mit  Ä^,  Ai  und  1,  und  addirt  je  drei  solcher  Pro- 
■^te,  Bo  erhält  man: 

8.  ^,(i-jro-Jsr,-jr4)+^,(^-f* -  k^-\'\-^^-k^ - 0 

5^ 


Aus  9^ 


""■««-„VA,«   Q^^^^ 


~«'-i  fe- 


äTO+Sieö    16.1110"'" i6.ro    si.eo"'"«)'! 


16«)"' 


Liftmttii   Em  tk^inf  aar  -wfci«ifa«   QiiJiiitiir 

12.60»"''86Ö*     »6.eo"*"l95t60    "*' 
6X^(8— l&X;)  -  4—9*,. 

a^32M}      SawMO      I&BOSIÖ      I6.6a210"^fi4.1 

VHtKtlS—l&Kt)  —  ftl  — ISSÄ',. 
I  Nr.  1&  und  17.  erhälc  man: 

».-j9.     *. -20' 
ans  (k-D  andcTD  Glcichangon: 

'■'-'■-il)-     *»-2.i    "'' 
Ji  ■-  —  1,    J,  =  r  und  endlich: 

|M  daber  angenähert! 

Nft(4i  iIph  üiiFgostcIttcD  Gloichnngcn  flnilto  die  Formel  nur 
I  für  FnoL-tiiiuou  öton  (irade»;  ilit'*eUie   ixt  übt^r   noch  grnsu  fUr 
ctloiicn  Tlcn  Grades.     KOr  oino  B'unctJoii  8t«n   GrailcH  Ut  drr 

a^r",  daher,  bt'i  irgend  einer  FaDCtion  /|jr)  das 
,  OUed  d»  F.1ÜB,  Blekk:  -  ,, j' ,,  ''*^f . 
1  nach  Formet  18.  das  üitegral 


/ ' j^  -  logia  -  0,6ü3H7 . 
«o  «rp«lrt  itdi  ab  Nthnrunginen:  a,A931i8. 


Nach  der  Interpolationafbrmel  Ton  Lagrange  bat  man  filr  drei 
FnnctioDSwerte;  y^  y^  und  yj 

1-    ys  =  Aiyo'H'^iyi'f'Ani  wobei  bekanntlich: 

(g— a-))(g— a!|l 


Hnltiplicirt  man  beide   Seiten  dieser  Gleichung  mit  dx  nnd  iotegrirt 
zwischen  den  Grenzen  0  und  z,  so  ergiebt  sich  nach  gehfiriger  Um- 


^-ß" 


Hx^-x„)i,,- 


rs^ii,  ,,,,„1 
L     1 1)  *»  y»  I 


-3*11,  Vi  y<)  I  +61*o>  V 


.*,    hü 


Für  yi  —  *>  ist  F—  1«*.  FoH  für  dteson  Fall  das  Integral  Nr.  2. 
genan  sein,  so  muss,  wenn  a^  =  i%e;  x^  =  ^x  nnd  z^  -^  fifa?  gesetzt 
werden: 


3.    l(»'i-ftt.)(»'i-fto)(*4-f .)  "  2 


1,  fc,  ft" 

-3 

11,  -^'.^'l 

1.  fh»  f*i' 

1,H.',(H' 

1,  (h,  C.' 

l,ft',(h' 

+« 

ft,  f4*.  (*«' 

4.    Setzt  man  in  Nr.  3.  ffir  fig,  f(„  ft,  der  Reihe  nach  )  — 1,  \ 
nnd  )+'^  Bo  ergiebt  sich  fttr  diesen  Fall,  als  Bedingung  dafUr;  dasa 

das  Integral    /  «'«te  durch  Formel  Nr.  2.  genau  gegeben  wird: 
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Si» 


2  1,  i—l,  (i-A)» 

11,  H-i,  (i+i)» 


-31,  (l-A)»,  (i_i)S4^(^_i»)i,  i-i,  (J_i)» 


1,     i,        i 

Durch  Entwickolnng  der  Dotemünanten  crgicbt  sich: 

3A»  —  3i», 
so  dass  die  oben  gestellte  Bedingung  fttr  jedes  l  erfüllt  ist 


1,     i        i 

1,  ff i,  (i+A)* 


dC 


5.     Wird  in  Nr.  2  für  a?o,  ar,,  ar,  der  Reihe  nach  (i  — A)ar,  »^ 
(i-f*^)^  gesetzt,  so  ergiebt  sich: 


+6  yo,  i-A,  (f-A)« 
yi»    Ji       i 
y«,  H-^,  (ff A)* 


od  hieraus  nach  Entwickelung  der  Determinanten: 


6. 


F=  24i,(yo  +  2(12A>-l)y,-f  y,). 


Ftr  jeden.  Wert  von  iL  ergiebt  sieh  eine  Formel,  welche  das  genane 
Iitegral  einer  Function  dritten  Grades  ist. 


Für  A  »  I  ist 


7. 


X 


Für  X  =  J 


8. 


^=ß(yo+4yi+y2) 


F=-g(3(yo+y2)+2yi) 


Für  X  =  i 


9. 


^«=3(2(yo+y«)— yi) 


Für  X  =  TT 


3 

8 


10. 


F=i^myo+y^)+n!,t) 


Für  X  = 


10 


11. 


F=^(25(yo+y,)+4y,) 


For  1  =  ; 


mecianUchn  QaadraiHr. 


ß(a5(yo+y.)+4%,)    u.  B.  w. 


Wenn  man  in  der  Formel  Nr.  6  den  Factor  von  y,  gleich  Nw 
letzt,  so  eipobt  sich  k  —  l/j^  o°(l  '"^■i  hat: 

IVelcIieB  dio  erste  Gaosg'sche  Formel  iat. 

Wenn  in  Formol  Nr.  6  der  Factor  von  y,  gluicli  1 
I   ist    1  —  U  ö   """•  '"'"'  •">*: 

Soll  bei  Anwendung  der  Formel  Nr.  6  anf  eine  Function  i 
Irados  der  Fehler  gleich  Nnll  werden,  so  mnss 

Ans  dieser  Gleichung  ergiebt  sich :  1»  c=  g^,  alaa 
^d  somit  ist: 

reiches  die  zweit«  der  Ganss'schen  Formeln  ist. 

Wenn   L>s  uar  darauf  anbommt,   die  Formnl  Nr.  6  her 
fchne  die  Hcdinguug  ihrer  GUlUi^eit  la  geben,  so  kan 
pnder  Weise  verfahren. 


f.-i[/-(ä-'')+/-(i+")]' 

Kiche  Formeln  genan  sind  fUr  Fanctionen  ertttcu  Grades. 

lan  das  Integral  einer  FunctioD  ^ton  Grades  nach  ditwra  Fn 

1  hat  man,  wenn  F  das  genaue  Inl^grul  ist : 
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F—Fg  —     ^    ^g ,    daher  ist 

F—Fi        F-'F^        Fi— F. 
und 


F^F,^ 


1— 12A«         12A« 


12X« 

(m«-^i)F,+F, 
^ i2]i^ 

Seilt  man  die  Werte  von  F^  und  F^  iu  die  letzte  Formel  ein  nnd 
beseichnet  die  Fnnctionswerte  wieder  durch  y^^  y^  und  y^^  so  hat 
die  in  Nr.  6  gegebene  Formel. 


§.  5. 
Z  n  8  ft  t  s  e. 

in  f.  4.  hatte  ich  gezeigt,  dass,  wenn 

ataium  fiär  jedes  i  das  Integral  F  einer  Function  dritten  Grades 
gefimden  wird  durch: 

OfeBe  Formel  ist-  nur  ein  speciellor  Fall  eiuer  Formel,  welche  vier 
Fmctionswerte  enthält.  Zur  Hcrlcitung  dieser  Formel  sei  f{pr.)  zu- 
emt  eine  Function  ersten  Grades  und 

mid  ebenso 

alsdann  ist  yj  die  Mittellinie  eines  Trapezes  und  ^oi  Vt  ^^^  ^9  's 
lind  gleich  weit  von  dieser  Mittelliuie  abstehende  Parallelen.    Setzt 


4  Ligamtlcii  Ein  Btürag  zur  mtekanitrhen  Ofutdralur. 

2.    i^, -|(yo+yi)  und 
)  ist  Bowohl  Fl  als  F^  der  Inhalt  djcseg  Trapezes.    Ea  sei  nun: 


-/«. 


■)<te  — <io«  +  o,2+«t  S 


Wendet  man  jode  dor  Formelo  Nr.  3  and  Nr.  3  znr  nfthemngi- 
woisen  Berechnung  von  F  an,  so  wird  nicht  mehr  F^  =  F^,  sonden 
GH  orgiobt  sich: 


6.     J--F,  -^(1-12^»); 
hieraus  durch  Elimination  von  a^x^i 

nnd  somit 


F—Fi  P—Ft  Fi—Ft 


^    ^  ~  -^i  +  12V'  -  i.'»)  t^'  ~  ^'^    oder  auch 


12(1»-^») 


nnd  wenn  man  für  /\  nnd  F,  die  Fnnctionswort«  einführt: 

9-    -F=  24(X^^-*)((l-lVny«+y,)-(l-12i»)  (»0+».)). 

Fflr  fi  =  0  ist  zg  =  3y  =  ^,  nnd  es  orgieht  sich  fQr  diesen  Fall: 

10.    f  =  2^jg(yo+2(12i»-l)j,+ft),  die  Formel  Nr.  1. 

.  Nach  der  Entwickclung  giebt  diese  Formel  nur  genaue  Wwte 
fUr  das  Integral  einer  Function  zweiten  Oradcs;  es  Itisst  sich  aber 
zeigen,  dass  die  Formel  Nr.  9  auch  das  Integral  einer  Function 
dritten  Grades  genau  giebt. 

Es  sei  jetzt: 

/"{i)  =  ao+«i*+%**+'>>*'.    SO  ist: 
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/»  ^  ^8  ^ 

0 

N^enn  die  Fonncl  Nr.  9  zur  näherangswcisen  Berechnang  dieses  In- 
tegrals angewendet  wird  and  der  Fehler  am  Integral  gleich  J  ist, 
10  ist: 

•      12.    ^-^-24(3=7i^)K^^--^)*+(^^ 

-((i-^)*+(i+M)*)a-12A«)] 

o»g* 5^«^ (1+12A»)(1— 12fiV-(l+12ft«)(l— 12A«) 

""    4        24a«-f4«)  4 

^ a,jc*        24a»~fi«)  _ 

;  ""    4        24  a«—^»)'         4  ~"' 

V    mniu  folgt,   dass  die  Formel  Nr.  9   das  Integral  einer  Function 
dritten  Grades  genau  giebt. 


i  Anwendung  der  Formein  Nr.  2  und  Nr.  3  auf  eine  Function 
ivdten  Gradt«  sind  nach  Nr.  5  und  Nr.  6  die  Fehler  Ji  und  J^ 
'   MBben  durch 

s 

12 

s 


13.   ^/i  =  ^(l-12A«)  und 


^«-yf  (1-12^*). 
BoO  m  J^  » —  J^  sein,  so  muss 


1  —  12X«  =  -  (1  — 12^«),  also: 


14    it*+fi*=»ß   sein. 
Wann  l  und  /»  der  Gleichung  Nr.  14  genügen,  so  ist: 

Ist  nun 

X 

16.     F«/ Aa^)^-«oa'  +  öi2"+««3"+    4    +    5       '^^ 


F,  -  2^-,(^+2(12^»-l)y,  +  %), 


76 
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80  iBt,  wenn  mao  F  nach  den  Formeln  in  Nr.  17  berechnet  nnd 
Fehler  an  F  durch  J^  and  iit  bezeichnet,  nach  einer  einfoc 
Rechnung 

(a  — 20A') 


18.    J,  —  - 
Soll  hierbei  d,  = 


240 


-  a^a:'    nnd 


240         *    ■ 
:— ^1  sein,  Bo  muBB 
3— 20i»=— (3— 20fi«),  alBO 

19.  i'+^«  =  ä 

sein.    Besteht  zwischen  den  l  nnd  /i  in  Nr.  17  die  Gleichung  Nr. 
so  ist: 

F,  +  F. 

20.  F  =  ^if^- 

Geht  man  von  den  beiden  Formeln 

21.  F,  -24(;^^äj((l-12^»)(yo-l-S,)-(l-12A*)(^+^)) 

aas,  nm  Fin  Nr.  16  nUhcrniigswcisc  zu  bcrecbocn,  und  bczeich 
wiederum  J,  nnd  d^  die  Fehler  am  Integral,  bo  crgicbt  sich: 


240 


3-2O(V+(i,0+240i,V„^ 

23.  ^,^ 3^     -    «,irs 

Soll  nun  ^,  -■ 

24.  120(iV*+  iiVi*)  -1'>(A»+  f-*4-  *i'+  f  .*)+3  =  0. 
Ist  diese  Bedingung  erfOUt,  so  ist: 

25.  F= 


240 
-ifj  sein,  so  hat  man: 


_Fj  +  Ft 


Soll  ^i  —  0,  also  Fl  =  F  werden,  BO  muss  die  Gleichung 

26.    240AV*— 20(l*+/i»)+3  —  0 
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orfÜUt   werden.    Für  l  =  i  giebt  Nr.  26:  |»  --  |/~  und  hieraus 
Bach  Formel  21: 

Ist  X  =  ^,  80  wird  ii  =  \/^  und 

28.     ^=^(500(yo+y2)+529(«b+f)) 


:.. 


§.  6. 
Die  Yon  mir  in  §.  5.  gegebene  Formel 


weldie  fftr  jedes  A  und  ^i  das  genaue  Integral  einer  Function  dritten 
'     Gndes  ist,  lässt  sich  auch  in  folgender  Weise  herleiten. 

Es  ist: 

Wenn 

Aas)  =  ao+aiaj+a3|a5*+aja:*+a4aj*, 

•0  hat  man 

X 

P  »*  a?*  aj*  ,       OJ* 

2.     y  A»)<^'-ö6«+«l2■+««-3+«8  4■+ö4■5•• 
Es  soll  nun  untersucht  werden,  wie  viel  Glieder  des  Ausdrucks: 

mit  dem  Integral  in  Nr.  2  abereinstimmend  gemacht  werden  können. 
Da 

f%±^  -  ao+a,(i±Ä)x+a,(J±Ä)V+a8(i±Ä)V+a,(i±Ä)V, 

io  erbftlt  man: 


i       Es 


ergiebt  sich  niin  sofort,  äass  die  vier  erstea  Olitider  von  tf{iti)dg 

nnd  ü  UbureinHtimiiioud  gemacht  werden  ItSiiiiei].  Die  61«idiseUliB( 
dei'  One ftic lauten  von  -x  uud  x"  giehl  die  von  ciDaDdi:r  at>hBiig«Bilva 
Gleichangon : 

5.    2M  +  ß)  =  l    und    6.   A-\-B^\. 

Setat  man  für  A-\-B  seiucn  Wert  \  in  den  dritten  und  vierten  Coef-  { 
ficientL-n  vou    U  uud  vergleicht  die  crbalteuen  Ausdrücke  mll  i 

taprotshenden  Coefäcieuten  von  f /Ix) <lie,  sa  ergiebt  Bich: 

7.    i-f-2Mi»+ß(*«)  =  ^    nnd    8,    l,-\^(Ak*+Itn^ - 

Hvs  jeder  dieser  Gleichungen  folgt: 

i  dass  man  zur  Bestimmung  von  A  nnd  B  die  beiden  Gleichm 

9.     A  +  B^i     nnd     10.    AX*-\-B^»  ^  ^ 
Ans  diesen  Gleichungen  ergiobt  sich: 

und     12. 


24(A«-j.») 


1  —  12^* 
24(1»-^*)* 


gt,   doss  U  oder  F  ia  Nr.  1   das  gciiaae  Integral  < 
^nction   dritten  Grades  ist.     Wendet  man  die  P'ormol   Nr.  l'j 
L'chnuug  di^s  lutegralü  einer  Fniictiün  vicrteu  Grades  an,  i 
it  sii'h  aus  Nr.  2  und  Nr.  4  der  Feblor  ^  f^^  Integral: 

13.     q>  -  [0^^"-»^  ["■+■- +3{^A*+«p«)  +2(^i*+tf,.*J 

tit  man  far  A  nnd  B  die  gefundenen  Werte  ein,  so  entatelitil 

3-20<l*+fi*)+240iV      .      , 
q>= iäo    ''*'^<  "''ö""'  ""-'"" 

.f*  =  S— 20(i»-|-f.»)-(-24l>AV  gesetzt  wird: 
9  =  ^",^- 


l  uum  <ii«  boidm  Formoln : 


intui;  i]<!s  Intogruls  ßincr  Faiiclioii  vierten  Grados  bonutx 
1  Ür.  14  tlie  Fehler  am  Integral  F  (^i'gt-bcti  ilan'li : 

— 1  =.nJi°4'''    on*' 


i'— F,  ^ 


',     dalier  ist  aui'li: 
'    aud  lik-raas 


240 


)  Fonnel  Nr.  19  gU^bt  na'^Ii  der  üerlcituDg  das  genaue  Inta 
■  Function  vioneu   Grades;  dieselbe  giebt  aber  auch,  wlflii 
geneigt    werden  aoll,   das  genaue  lutcgrat   eiuer   FancHottJ 
I  Orades. 

f^Mxt  man  in  Nr.  19  fur  F,  und  F,  ihre  Worte  ans  Nr.  15  nn^'J 
t,  so  mlsleht: 

,  r((l-12^*)fyo+g,)-(l-12l,')(f„+»al)^,1 

_  ((i-i2;*,')('iD+')»)-(i--i2V)[£,+&iM.ll 

Vcuilet  nun  diese  Formel  zur  Bercehuung  doa  Int^grala  oluer 
,  ftlnft«m  Gnidt'S  an,  so  crgiebt  sieb  nach  einigen  einfachen 
mongtm  der  Fi-hler  <p  am  Integral: 

,       „  a^x"        [(IG  —  ^i)^|  — (IC  — /J,14 


iFndet  tnan  die  Formel  Nr.  19  zni^  Berecbnnng  des  Integr 
^FvdcUau  Be('Iist.eu  Grades   an,  so  wird  der  Fehler  am  Inlogral  ] 
||^h  Nnl). 


so  enciebt  eich  fOr  Aeu  Fotilcr  q>  am  lutojiral  ciuer  Fnncti« 
Grades  der  Ausdruck: 


Hat.  man    uacli  zwei  vei schiedcnuii   Formeln  F,  und  . 
lnt«KraI  i>incr  FuDction  runften  tiradea  genau  geben,  das  lutegral^ 
Fanctioa  sechBU^n  Grades  berecbiiet,  so  ergiebt  sich  wie  in 
biB  19.  das  genaue  lutegral  einer  Function  sechsten  Orades; 


ifFi—i^Ft 


Ist  J,  +  df^  0,  oder  ä,  + Jj 

F.-\-F. 


-■  0,  Bo  ergiclit  Bicli: 


In  den  ^Qhcreu  Abband! onge^n  habe  ich  boi  Formelu  ndt  ^ 
tiouswerten  eiuigu  Bokbcr  Formeln  aligeleilet,  fUr  welcJie  . 
war,    die    donBi'lben  OLtBiirecbeudon  Werte   von    i,  waren  1 
irrational  and  daher  für  die  Rechunng  uuhciincm, 

Nach  vielem  Rechnen  habe  ich  bei  vier  Fuiictionswort«ii^ 
Formeln  F,  und  f,  gefunden,  bei  deteu  ^,  +  <J,  =0  ist, 
ond  fi  rationale  Werte  haben, 

£b  ist  nOmlicb: 

Fllrl,-1,    |.,-i.     .<,--g 

Diesen  Werten  enUprecbeu  nach  Nr.  1. 

25.    F^=^^{lH!,o-i-s^-i--iH'^+Hn    nn'» 

Teilt  in&u  X  In  fQnf  gleicho  Teile  und  bezeichnet  di«  I 
werte  der  Reihe  nach  durch: 

yo,    Vi,    Vty   ft.    Kl    ft    ■<>  hat  man  widi: 


Ligowski:  Ein  Beilrag  zur  mechanischen  Quadratur,  gl 

^-    ^i-SCll(yo+y6)+25(y,+y3)]    und 

i  ^t  -  J[-(yo+y5)  +  25(yi+y4)]. 

Da  es  schwierig  ist  beqaeme  Formeln  F^  and  F^  zn  finden,  fOr 
wdche  ^i4~^s  ™  ^  ^^^  Öj^-\-d^^O  ist,  so  habe  ich  einige  einfache 
Formeln  gesacht,  bei  denen  z/^,  z/,,  d^,  d,,  teils  positiv,  teils  negativ 
nd,  welche  also  aach  Grenzen  für  die  gesachten  Integrale  geben, 
mä  darch  deren  Yerbindnng  nach  Nr.  19.  and  Nr.  23.  sich  der  Wert 

Int^r&lfl  genaner  berechnen  lässt 


Ich   gebe  in   dem   Folgenden  die   einfachsten   der   gefundenen 
Fonnelii: 

27.  Füril-i,    f*-0,    Z/--.2 

1  31 

28.  FttrA-i,    f*  =  j2'    "^ 18 

F-3^(ll(yo+y»)+24(^+t,)). 

29.  Füril-i,    f*-ß,    ^-  —  9 

5  ^      ^  17 

30.  Für  A-J2,    ^  =  0,    J 3g 

X 


F=2^(6(yo+yi)+13yi). 


31.  Für  A-i,    ^-g,    ^ 5 

iP-j|e(13(yo+y2)+50(«o+a,)). 

2  1 

32.  Fttr  il=-g,    fA-=»0,    ^  =  —5 

F-.~(25(yo+y,)+46yi). 

3  3 

33.  Für  ;i  =  g,    ^«0,    ^  =  +  16 

F-~(8(yo+yi)+iiyi). 


36.  Für  A  =  i,    M=|,    ^=  +  |f 

37.  FürA-i,    ft  =  J,     /*=+§ 

/'=  j''J(3(yo^-y8)+4(^o+-':e))• 
38.    Für  A  =--  1 ,    (i  ■=  0,    -rf  =+i 

^-|(2(yo+y«)— yi)- 

trachtet  man  Nr.  30.  als  F^  und  Nr.  34.  als  Fj,  so 

.39.    F-       2       +      70"'  18 '56' 

nit  man  Nr.  27.  als  F,  and  Nr.  35.  als  Fj,  so  cnt 

10.     F 2 50^^«-^»^'    ''  =  +9   56- 

nun  Nr.  39.  als  Fj  und  Nr.  40.  als  Fj  gcuomm( 


FS- 
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Nach  Nr.  34.:    F'^  0,69285714 
^     „    35.:    F « 0,69264069. 

^  Hierans  nach  Nr.  39.  und  40.: 

Ao8  Nr.  39.:    JP=  0,69314791 
„     „40.:    F— 0,69314574. 

Mit  Hülfe  von  Nr.  41.  ergiebt  sich  ans  den  beiden  vorstehenden 
Weiten: 

F=  0,69314748 
witrend  der  genaue  Wert:    0,69314718    beträgt 

Kiel  im  Jannar  1875. 


HlkdSHIi^^l 

//,.,«!   U^r  A«  G-rrfe*«*« 

P^b. 

vn. 

Ucher  den  Grebe'scheu  Punkt                         1 

Vun 

Emil    Hain. 
I. 

(■i'zoii'biiet   iiiaii   (liier  lii'ii   ilrci    Seiten    eiuos    Dreieckes    jBf 
atc,    verliiiipirt    Jii'    di'ii    Dreicuksf^iteu    iianillcli'U    Seiten    da 


Zn* 


I  Eich  ZDgfeicb  uacb  Grebo  ergibt,  ilnss  G  d<^r  Sctiwerpdi 
s  Noniialeiifusapnnbt(lTeit>ckeH,  dos  Dreieckes  Gafnf'r,  ist. 
K  Setzen  wir 

Sp„*  =  ff"  =  1 


I  wir  foruer  echreibcn: 

C:iGaGtGt  . 


"  £a* 


%1 


r  ümkreisradius  einoa  jedeu  Dreieckes  G^GG^  ist  gleich  j 
9  der  zugcliürigen  KcklrauHverxalo  durch  G.    Es  ist  ueinlich^ 


CflG»  = 


£«»"' 


nch  ergibt,  dass  das  Dreieck  GaG^Gt  drinjcnigcn  Dreieck 
Ist,  iUb  aas  den  Seiteubalbirciidca  des  Urdreicckes  gebildet  1| 
tst  UHU: 

2<iF    2W;   iF*tf       IGabicF* 

den  Uiiikruisradius  des  Dreieckes  GaGGi,,^' 


O.G.GtG.G^Gi. 
m  wir  mit 


I  Wir: 


16a6»if*.   16F'         oftaf 


I  s;,SiSf  die  Fusspaiiktc  der  vom  Sohwcrirnnkt  5  des 
i  auf  dessen  Seiten  geflllten  Normalen,  ro  ial  ancb  der  U 
ifin«  eines  jeden  Dreieckes  SaSSi,  gleich  der  Hälfte  der  zugc- 
len  Ecktransveraale  durch  &    (Archiv  LV7.  S.  101.). 


Dfti  Dreieck  aus  <)od  Scbaittponkten  der  Ecktran 
TRrialen  dos  Grebe'schen  Punktes  mit  den  Oegenseitea 
t  zgm  FUchBQiobalt  den  Ausdruck: 


* 


Eb  treffe  AO  die  Seite  BC  in  A'.  Die  Nomulen  Ton  A'  auf  o,  t,« 
seien  «oaXo»«^;  die  von  A  lind  O  auf  n  bzhw.  hm  und  f^  Die  Elgv 
gibt  dann: 

^_J^ A, 


wonms 


Es  ist  also: 
d  A'B'C'  — 


2F    ' 


Km     Xei     iTce 


(a»+«^(i«+c*)  0  («*-|-6«)(&H^ 

2o»6*c» 


n(a*+i'         n(a*+h') 


■  F 


IV. 

Es  ist  der  Fl&cheninhalt  des  DreieckoB  zu  bestimmeD, 
welches  die  Harmonikaien  des  InkreiBcentrnmB,  Hohen- 
panktes  and  Grebe'schen  Punktes  bilden. 

IHese  drei  Oeraden  haben  beziehungsweise  die  Gleichnngen : 

2xa  =  ^COSn^a  =  SbcXa  —  0 

1p  Bei  der  gesuchte  Flicheninhalt,  es  ist  dann: 


^  =  abeF- 


GOaa      COS0      COB/    , 


>Ba    cosjS 


Hain:   üeber  den   Grehe* sehen  Punkt. 
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St  •/,  17  Scbwerponkt,  In-  and  ümkreiscentrum,  so  hat  man: 


2  F 

2  F 

2  if' 

AÄ/l;« 

r 

3  a 
P 

3  /> 

3  c 
9 

3fi*c*^ 

rcosa 

rco8/3 

rcosy 

2  2^ 

2  /T» 

2if 

3~a 

3  & 

3  c 

Aä/6?  = 

r 
2F 

1    2aF 

2hF 

9 
2cF 

62:«^ -^1 

i  2:«« 

Sa^ 

Ea^ 

p 

9 

9 

^JÜG^ 

r 
2F 

rcos« 
2aF 

rcosß 
2bF 

rcosy 
2cF 

r«p 

Ea^ 

Sa^ 

Ea^ 

rcos« 

rcosß 

rcosy 

2  F 

2  F 

2  i^ 

/^SÜSG^ 

r 
2F 

3  a 
2aF 

3  b 
2bF 

3  ö 
2cF 

^6Ea*'^^ 

Za* 

Sj 

ia^ 

voraus: 

D  — 

A  = 

A== 

n 

exa« 

TTfZn 

Nach  erfolgter  Substitution  erhalten  wir: 


t/; 


(-Sa«)»  Aä/G^./^  JÜÖf.A  J^^S'G? 


V. 

Werden  vom  Grebe'schen  Punkt  eines  Dreieckes  zu 
den  Ecken  Gerade  gezogen  und  die  Höhenpuuktc  der  so 


adencn  Dreiouke   mit   ciD&nder  verbanden, 

DruiBck    der   HOtioiipunkte    mit   dem    Urdrotd 
en  Flächcuiuhalt. 

Eb  sei  /7a  der  Höhenpnnkt  des  Dreieckes  BGC,  Wiakel  BGC^tt 
r  baboD  dann: 

H^G  =  tfcolo',         Wiiikul  fliiGflli  —  2Ä— y 

-|- 2a*6*  —  4c«  (n* + i*) -f- 4c*  (a«-{- 6») 
|a6F*(Za')»£coto'cotj3'  -  2i:«*A*—  Za'+So'ft'c'^n» 

Zcote'cotj3'  =  1 


VI. 

Verlängern  wir  die  Höben  aur  ahe  ober  ihre  Schnittpnnkta^ 
i  Seiten  bzhw.  um  a'h'c'  und  Qülcn  nuf  jede  Hohe  in  dem  J 
punkt  ihrer  Vcrlängerang   eine  Senkrecbte,  so  erbält  man  e 
nrspriliiplicheii  fiimliches  Dreieck  .^'B'C.    Sueben  wir  die  Nora 
\  des  Ilomotogiepunktes  dor  Dreiecke   AUC  und  A'Ii'C 

c  parallelen  Seiten  des  letzteren  Drci<M:k03  Ecliucldnu  sich  i 
3  Cuordinaten  von  A'  seieo  triuixobtae-    Es  ist  dann; 


B  Terbindungagerade  der  Paukt«  ia  und  &i'  hat  dio  Glelchongl 

B  Coordinatcn  von  A  sind  ^.  0,  0;  siso  ist: 
AA'  =^e'n~l>'rc  =  Q 


Hain:  Ueber  thn  Gr€h€* sehen  IhuJa. 
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l'  Sclmeiden  sich  zwei  Gerade 
in  dem  Punkte  J^,  so  ist: 


i- 


hiC^^b^Ci 


i 


«1     -1 


«s    *i     <?i 

a     &      e 


.2F 


¥lr 

AK 


-4-4'  =  cV» — b'xc ,        JBJB'  =  a'xe — cV« 


«1  *i  <^ 
«t  *i  <^ 
a      b      e 


*»«%- 

-JjCl 

=  aV 

0 

+«' 

-ft' 

-c' 

0 

+«' 

+• 

+* 

+« 

_2a'J' 

<?'(aa'+WH-«?') 


wir  nim  a''^±^af  so  erhalten  wir  den  Grebe'schen  Punkt, 
Anr  also  nach  I.  constmirt  wird,  wenn  man  Aber  den  Seiten  des 
Bnieckes  Qoadrate  beschreibt  Es  kann  dies  nnn  entweder  nach 
oder  Aussen  geschehen.    Ist 

2F 

f  X 

a 


•o  ift 


d.b. 

Sind  die  Abstände  je  zweier  paralleler  Seiten  zweier 
in  einander  ähnlich  liegenden  Dreiecke  den  Höhen  des 
einen  dieser  Dreiecke  proportional,  so  ist  der  Schwer- 
punkt dieses  Dreieckes  der  Homologiepunkt  beider. 


^0  Sa  in:    Ütltr  dU    WinladkalbireHdai   lUi  PrritrJu. 


lieber  die  WiDbelhalMrendeu  des 


ÜreieckB.         1 


I  Fliehe  dt»  Tom  iem  liMm  VataA^fcä 
Ul«a  Dr«i«ck<K  iit  fletci  4ar  f^&ck«  *••  ] 

rtdina  dciselbeL 

I  pBBkte   A,  Jl,.  %  m  wo-  Itmäi      Saat-- 
t  BoT  90.    Ouiw  «rgjbt  m^  «h  w  i 

■  de»  Urdnüdkn  •*  E 
I  VitieA   ABC  iM   ) 


-SCohB  -CCm^ 


k  te  Ei^ii9cfaaft«a  des  Hek^M 
t  dn   Ton  des  Unrii«  1 
■  zweimal  m  gnm  ils  dvarfbc  I 

IVfu  Tom  CmknUcBBtram  lies  Urfatiwta  ■■(  i 


e  gesogen  »od  Ms  nv  PHipbafe  d 


I  CakniMi  »pUapnj 


92  BaiH-.   Uiber  iK»  WmktOmairmbm  du  Drtüek». 

werden ,  so  bestigimen  diese  Peripheriepniikte  ein  dem  Dreiock  SBC 
fthnlicheB  und  riermal  kldneres  Dreieck. 

Wenn  vom  Inkreiacontrnm  des  Drdreieckea  auf  dessen  Bvttan 
Senkrechte  gezogen  werden,  so  bilden  die  Fnsspnnkte  denelbea 
A'B'C  als  Ecken  ein  ebenMa  dem  Drdeck  SSE  &bnlichei  Drei- 
eck, 80  daas 

A  ABC  -  VÄ«»«-A^'^'C' 
(AichiT  LTL  102.) 


Sind  Ol  die  Abatftnde  der  Ecken  des  Ürdreieckea  voi 
den  ihnen  gegenflberliegenden  Seiten  J3i  <7,  des  Fnss- 
pnnktdreifickGB  der  inneren  Winkelbslblrenden  ond  J 
die  Abstände  des  Inkreiscentrnms  Ton  den  Seiten  B^C^ 
desselben  Dreieckes,  so  ist: 

Saa,  —  Za.  Za' 

Der  Abstand  eines  Ponktos  P,  dessen  Normale  auf  a  mit  {)■  be- 
zeichnet sei,  von  der  Geraden 


aiXf\-\xt-\-eiXt  —  0 


wird  ansgedrflckt  dnrcb: 

Es  ist  nnn 
Ferner  ist  flkr  .il 


■^«iPa 


yXdj«— 2£a,JiC08r 
/*!  Ci  =  xt-^Xe  —  «B 


nnd  fOr  J^  als  das  Inkreiscentram 


2a'F_ 


x^»e.t«M»» 


|fc-&—  L  -1  kSMBJ 


Xfcfl+ija 


^«i -Hh» +<%*.  — ö 

■  die  OctannuM  X«{ii,c^— 4,«^)  Ndl  ««4,  «m1 
"te  Tk  ar  fir  G«nda 

■B  «a  ist; 

t  SU>  Usu  sich  kndt  Bock  «wien  uudrtclmL 

^le,  d.  i-   fltr  (Uui  Scbweqiukt  dw  UHrpiKdm 

I  Mliwr  Pokra  üi  Besag  auf  den  UukreLa 

|Eb  ist  also    ili«  Harmonikalo  des  InkTpiscontrun» 
D  des  ScbwvrpQDlctca  in  Hoiug;  oof  dru  Umkrvli. 
I  d»  SchKcrpunktca  uud  liikrciict^ntnima  iliid 


Iho  llmki 


iBle  NorniBlan  doa  Polos  dor 
plaeantmins  in  Beiug  Auf  don 
liBsn. 


[Iarmoiilli«l<in  dits  , 
Umkrolt   sind 


Scbneidet  die  ansaore  WinkcDialbirende  irj  dio  Seite  «  in  -ii', 
.  tra  PanlrtP  (U,  -{-l,  — 1),  so  liegen  ilie  J''  in  der  Huinonikatlcn 
i  Inbrcisccntmuis.  Es  scLneiden  skti  also  die  Umkreispolären  dtr 
^  in  dem  Punkt,  dcaseu  Normalen  gesucttt  werden  sollea.  Muh 
L  Bind  die  UmkreiBiioliireu  von  .1,'  und  B^' 

—li!Ca+(c—a)n-\'iir,^0 

Ans  diesen  Gleicbun.;cn  ergeben  sicti  diß  Coordinaten  fa  des 
pimktes  beider  Geraden,  niLmlich: 

Die  Normale  des  Punktes  £a  aof  <■  bat  dana  die  Lünge  iSa, 

Der  Pol  der  Harmouikalcn  dos  lukreiBcentrnma  ia  Bezug  t 
■^' Umkreis  bat  also  zum  Abstand  von  der  Seite  a  Ciea  Ausdruck:  J 

iFa(b+e~a) 
£a»(b+e-a) 


)ie   von   je   zwei   Fusspaukton    der   inneren  WioK 
irenden  und  dem  Scliuittpuukt  derselben  als  E^ 

1  je  ! 


KObitdeten   Dreiecksflächen  sind  den  Summon  j 


)iton  des  Urdreieckes  proportional. 
Nach  den  (ruberen  Bezeichnojigen  ist: 


A  JAiB, 


D,DtDa 


I    0    -f  1  — 1  [ 

2j_     —1    0    +1     =  +  1 

1  +1  +1  -1  1 

I    0    +1  -1  I 


Hain:   üeber  die  Winkelhafbiretiden  des  Dreieck». 
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Somit  ist: 


Ä  = 


D, 


-1    0    +1 

+1  +1  -1    =~(a+(?) 


+1  +1  -1 
0  +1  — 1 
a      b      c 


=  54-c 


A      T  ^      n  OhcF  , 


AJÄ^B^i^JB^Ci^i£:^JCiA^  =*  a+6:6+^5^+« 


vn. 

Die  Verbindnngsgeradcn  der  Halbirungspunkte  der 
Seiten  eines  Dreieckes  und  der  zugohörigou  inneren 
Winkelhalbirenden  schneiden  sich  in  einem  Pnnkt. 


Yerbindungsgerado  der  Mitten  von  AÄ^  nnd  BC^  d.  i.  der 
Ponkte  (&+^  ^  ^)  ^^^  (^9  ^9  ^)  ^^^  di^  Gleichung 

Difiie  drei  Geraden  bilden  ein  Dreieck,  dessen  Fläche  « 

abcF.D^ 


Hier  ist: 


D^=ahc 


Diese  Determinante  kann  in  zwei  Determinanten  zerlegt  werden,  deren 
Smune  Kall  ist 

Jede  der  Determinanten  des  Nenners  redncirt  sich  anf 

i^abeZah 

Es  gilt  also  der  so  bewiesene  Satz  ohne  alle  Einschränkung. 

Wien,  den  6.  Jänner  1875. 


■  Istelleii 


Herleltnng  der  tok  rBmIlIer  rereVnen  Formel  fBr  du 
apUrluhen  Exeera. 

Bezeichnen  A,  B,  C  die  Winkel  nnd  a,  ß,  y  die  Seiten  da 
Bpbftriechea  Dreiecks  nnd  iat 


so  ist 


^+B+C— ISO+Zi:,    sowie    a+ß  +  y  —  ia, 
„      A+B+C 


—  90    nnd  daher 

1,    co8E  =  BiniU+-B+C) 

-  sinK^+fl)coBf+co8iM+B)8in| 

Nach  den  Ganss'schen  Gleichungen  ist: 

co«i(o— jJ)cos2 
Bin JM+  B) z ind 


C08j(«+jJ)sin  2 
c08j(jl+J)  ==■ mithio  wegen  Nr.  1. 


isK«-(J)co8~  +  cosi(«+iJ)Bm^' 


M. 
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^      1 — oobE 

•  *gT"i+coB£;'   «>  *»*«"»<* 

y  C  C 

3.  tg  "2  ==  — ;;; c« c^' 


itSt   iwfti^ 


i«?= 


8tatt  cos|-.     ( sin -0-+ cos  2")^^^2»  ^^  ergiebt  sich: 
—  ^cosKo+W— cos  I  jsin  y + ^cos|- — cos  K«— ft  jcos-g 


(  co8i(a4-/J)-|-cos|^  j  sin  -2-  +  {  cos^ + cos  K«— /*)  )  cos 

siBö^n— g— sin-g — sin— g— sin— g— cos -g- 
cosöcos  — ö--  sin  -rt" + cos— g— cos— g—  cos  ^ 


Da 


^g_gin(<y— «)8in(<y-~/3) 
t  "         sinasin/J 

^48in^(<y— «)sin^(g— g)cos^(<y— a)cos|(tf— /3) 

sin«  sin  0 

^    flin^8in(flf_--y) 
^         sinosin/ 

48in2  sini(<J— y)co8  2  cosJ(a— y) 

sin«  sin  j?  ' 

•  *giebt  sich  aus  Nr.  4. 

COSi(<f— «)C08i(tf  — /3)  — COSg  cosJ(tf— y) 

sini (tf  —  a) sin i (tf  —  |J)+8in 2  8ini(<»— y) 

Wegen:       "T"  +  "2     ^2 2     ***  *^^^ 

cob("  +  ^)-co8(|--^),    d.L 
fdivaa.  7 


i:oii(fl-«)<:oa|(ö-ft-sii.i(o-«)si<.i(<i-^) 

=  cos  2  nisältf  — yj  +  giu^  Bial 
mithin  auch: 
ms  I  (ö  -  «)  cos  J  ( 0  —  ß)  —  CÜ9 ;,-  cos  J  (ii  —  y) 

=  3ini(ii  — (()sini(ij— |J)+siii2  a'"*! 

wuraua  folgt,  dass  der  letzte  Factor  iu  Formet  Nr,  f>.  glei 
ZUsbX.  mau  aus  Nr.  5.  die  Quadratwurzel,  sn  orbSlt  uaii: 

Kiel  im  Härx  ttJiö.  Ligi 


TrlHectlou  clucs  ttplicblpn  WUk«!«  mit  UDirt-  itci-  ttltlchi« 
Ufptrbc-I. 

1.  Dw  in  drei  gloichu  Teile  nu  UüIpiuIl' Winkel  ^/IO/i(a.  d.fSj 
sei  znoriit  oiu  spitxor.  Man  Kiolie  'vZ/seukreclit  auf  OH,  cüDStndi 
eine  ({leicliseitige  II)-)ii^rb(-l,  für  diu  Oü  und  OÜ  AK>*ui]itotoii  Ihi^ 
Mache  AD  =  '2.0A=  AC,  halbire  AD  in  E,  zuhe  OK,  so  {«t    , 

Beweis:    Iti-kauutlicU  ist  AU  —  DF, 
Docb  Constructiou  ist  AK  =:  KD 
mithin  ist  i:W  =  HF. 
ü«  iiuu  ^  tiOF  rechtwinklig  ist,  so  ist 

andi  OH=KF\  inithiu  ^AKO  ^  •i^KOF. 

Nun  war  ak-r  uavh   Coustroctiuu  J/.>  =  -JJO,    mitliin 
dotniiach 

^AEO  =  ^AOK  also  auch  jLA0K  =  2^E0^ 
d.  h.    JLKOF=  \AOn. 

i.  Ist  der  iu  drei  gletclio  Ti'ile  zu  iciluidc  Winkel  oin  \ 
so  balbirc  man  diesen,  teile  den  dadurch  oulstandontüi  gpt 
gkkhe  Tr.ile  und  nehme  2  solcher  Teile. 


Berlin,  den  9.  Mai  1876, 


F.  Kusch,  Ingcu 


Mnautrtttioii  de  U  propri<<t4  fondftnionul«  <1cb  ^uutlAan 
diff^rtinlielles  llnfitlreii. 

ConaidirODH  pour  plaa  de  simplicitä,  une  ^quatiuu  liuäairo  du  | 
■jatriAme  unLr«: 

(1)  I 


Vi,,  A^,  J,,  A^  sont  des  fonrtionB  de  r.    Suppo 
pUHflation  parliculi^re  de  röqualion  (1),  de  miuiiän 


SupposoDS  qae  ^  soit  j 


s"'+^,«"+^i"+ Jj«' +VI4  .  =  0. 


(3)] 


b  &  qn'en  prenant  u,    oa  v,  pour  nouvelle  varialilo  däpondante,  1 
UlüD  (l)sfi  nidnira  an  troisi^me  ordre.    Ou  a,  en  effet, 

B  =  ,y'  -.-,,  (3)  j 

f'  -  («v"+«V)-(«V+»"y),  (4)i 

e"=(.y'-+2=y'+.'V)-('y'+2VV+^i,),  (5)T 

ii  y"',  y",  y",  y'    eiitre  loB  öiiDatious  (1),  (2),  (3),  (4),  (6),  I 
B  tieudra : 


ir 


A^ 


ir     l-::i'  t-.=4-  1-..-.4 


\1% 


■|-3^(  ■ 


-."y-./'l 


I  l&  ilcnii^re  colunne  da   dätermiuant  par  -  i    tgootons  j 

B  nBltipli^eB  rcspectivcmeat  par  <"',  J",  ■",  «',  il  viendra  0|fl 
I  propri£t4s  des  coäfUcii>at3  du  bindmc: 


1, 

A, 

'*«. 

A^, 

(j 

0, 

l'. 

u. 

h 

r 

0, 

0. 

»1 

1      ■') 

■•• 

0, 

«■ 

\z\' 

Ul 

.." 

11- 

1  3-'l 

\S\' 

.." 

Cette  ^qoatioii  ost  du  troisii^iuo  ordre   en  f  on  eu 
uimäqnent  le  tlx^or^iuo  ust  ili^niiiiitrc. 

3.    Nüiis  avuuH  iloiiuä  truia  äutrus  d^niuiiBtratJODs  do  ce  I 

me:  la  prcnü^n-,  ilana  Ich  M^moiics  on   K"  do  i'Ata,dtmÜ 

i  ÜPlgiqui.',  r.  XXIi,  rt-produiU'  avco  (juH<|iies  ainöüuratluns  i 

Flcs  Bulletins  de  Brmicllua,  2<"-  scric,  t.  XXXVIII,   U  scui 

Iftuna  cc  müme  toiiu'  dt^s  Uiillotius,  la  trciisi^iiic  dmie  k'  MvseBD-; 

jgor  of  Matbtitiiatics,  New  Scrics,  t.  IV,  p.  177,    Dana  la  preni 

hions  proa^'OiiB  qu'cu  poaaut  u^y'  — i^,  rOquatluu  uc  s'abaisu  q 

1  est  d6tcnDJu£  par  la  relation  li  =  k'— ni,  t  etant  unc  soInäoB; 

Kparttculicri^     Dans  la  scvouilo  vi  la   troiBJ^inr  dÜTHOtistration , 

■inoDtrous  ä  poBtoriuH  «[u'uue  vali'ur  di>  a  du  colte  furnic  C'ndint  i 

Ib  reductiüD  de  räqiiatioti,  oa  que  aaut  {crom  üami  tlans  la  präfiesL^ 

fnote.    Mais  Ics  tiots  prcmi^^s  d^iuuustralious  uut  un  d«^'faut,  oM 

supposcnt  qu'uuü  ^quatlou   U'onlrc  »    a  n  de    soliitious   distiuetai^ 

taudis  que  la  ])räce<lcuU)  ue  H'appuie  que  i>uf  Tfiistcuce  d'uu^  • 

aulutiou  particulieru. 

ÄQvtTs,  12  jui«  lall).  P.  MaustoQ, 


Not«  Ober  VlItcrcutlalirK'kliBngtMi  der  Fumi 

/■  -  i-'iAxY-i-H'v'  +  Qf) 

Ich  babo  mich  zieiulii^b  oft  mit  Üvr  InU>Kratiou  von  DilTLTontial' 
BigldcliunKOii  der  Fonu  <1)  bi'fasBt,  bin  zu  irbucIu-d  Stttieu  Iber  solctie 
iGK'idiQugeD  gelangt,  aber  <-iiie  ruIlstAiidige  Intogiittiun  der  (iMcfasog 
t<lj,  diu  für  alle  SpucialfäUu  piuat,  ist  mir  uocU  nicbt  gehackt. 

Es  gibt   bukanntlicli   vielv   Wegu   eiim   bifrrtnitialgleicbnng   x« 
nipgrirou-     Man  scUt  oftmals  das  Integrale  iu    boBÜmiuter   Korn 


^^^H 

^^^H 

r                       ^^^^ 

^^Bneneii  Grossen  oder  FunctioiiMi  ho  zd  beBtimmeii ,  dass  sie  d^^^H 
^^ptliVlrn  Diffprciitinlgtukhanttüoirii^^  Iditcn;  manchmal  setzt  ma^^^ 
^^^h  (Im  tnU-gralf^  in  liostimnitcr  Form  voraus,  uud  frtl(;t  iiarh  iliT 

1         So  viTsuclit«  ii 

ta  si/lzen;                                                              ^^^H 

l^ft 

M 

^^K  Diffpreiitiiri>i 

1                                             ^^H 

^H 

=  ^"-'•^'•'n  +  atx').                                            <^^| 

^^B  E3imiuati(iii   von  f"'  aus  den  bfideu  GlHelinni^ett  (2)  nod  (t^^| 

^B 

^.'  ^  (u  +  2a^')i.                                                    t^^l 

^^BvcnUHiden,  61]                                                                             ^^H 

^»-*"  +  """' 

-.  l..-t-:?,.j-«u'"l-|-4onj-.'"->l+2a..(»-ll»l"-»l     ^^M 

^Kndnart: 

■ 

^H            ,.(«4)] 

■2»^  >(-l+-laMt'"-»l+2on(»-  1)^"-»).                    ^^M 

^^KAan  hierill 

«J^M 

^^^Rut  man: 

^^H 

^V 

-2«y  +  4...«.,-  +  2«»{«-Il,,                      "t^l 

^^nlewr  lineann  IhlTerciiliiügk-ichuiie  Uer  Ordimiig,  welch«  di^^H 
^^Hder  Gkichuug  (1)  iiat,  gcuUgt  offfiibar:                                     ^^M 

■ 

»-^^["■«"■i             o^M 

^Hii  dtenes  Integrale  ist  Mos  ein  particnlares  Inte^ale  der  01ei^^^| 
^^■■tfi}.    Um  das  volletftndigo  Inttgralu  der  Gleichung  (6)  zn  findon^^^H 
^■Fm  in  dioselbe                                                                            ^H 

K,^,e«>d„. 

>                                a-r^M 

^^ft«l)-f<  >■«{•"    » 

(n-(-2ai»Jäl-)  +  4oflai<"-»)  +  2an(»  — l)il--»f      ^^| 

^^Bea  Usst  ekh  auch  so  scbreibcu:                                                ^^| 

■ 

S*(")-|L[("+2™'W                                ^M 

^^^ 

I  oder  kOrKor  auf  fülgenite  Weise: 

iDieaer  ßleichnng  wird  Gouüge  geloist^t  für  j*ine  Wert«  von  i 
Lfolgender  Dtfforcntialgleicbnng  Iter  Ordnaug  Geuttgc  leislvl: 

ar»-  — («+2<M»>B  =  (7,-1- 6'^+  CV«»+. . .  +<\t'>-' 

luDd  hiorans  folgt: 

1         X   t      J  ^^,  .«         .W 

1  kann  das  Integrale 


/ 


L  ^i+*>+J^'+  -+Jf-^"-^ 


^nch  M  scbieiben: 

|,deiui  aas  der  Gleichung: 

I  /•c.+e^-|-c,»^'+...+R.^'  ,_^j„_  /"^i+Ä^  , 


ga+^+^sg*+--+yii«"~' 


I  folgt  durch  Differentiiren: 


■  ir,+2-gs^-t-...+(«-3)Jg-,^-^    ^^,  I 

~  a«  ■*  1 

ga  +  g,x  +  giir'  +  ---  +  gwg"-' 

g-,+ür,x+j:ait'-j-...-|-An^-» 


iDividirt  man  beidcrBoils  durch  «-<"'  uud  befreit  die  Gleichid 
I Brachen,  so  erhält  man: 

...-|-(»-3)^--:'-8  — (H-l-2«j''KA'»  +  ü;'+Ä6*»+...  +  Äij| 

lEntwiclcclt  man  den  rcclitcn  Ttil  der  Gleichung  uud  ordnet  du 
B'Sach  Potenzen  von  x,  so  erholt  man: 
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C-^C^+C^+.,.  +  CnS^^  -  (i^-njr3)+aj[jr,+(l-.n)jrj 

+x»[(3-n)Äe  -2aJr4] 
+«*[(4— ii)jr7-2aÄ5] 

+ 

+«:»-«[— Sah—  2aJr«-2] 

bieraoa  folgen  Dachstehende  Gloichangen: 

Ci  «=  JTj  — nJTj 

Q«(2~n)jr5-2aJr, 
Q  =»  (3— ii)Jre--2aJr4 


Cn-Z  ■«  —  4Jrn— 1  —  2aKn^Z 
Cn—2  =■  —  3  JTn  —  2aJrii.2 
C-i  —  —  2ai5i-i 
Cm      «a  —  2aKn . 

'     A«  diesen  Gleichungen  lassen  sich  der  Reihe  nach  sehr  leicht 

An    An— 1    An— 2    An— 8    •    •    •    A^    Ag    Aj    A| 

A  Functionen  der  willkürlichen  Constanten 

t/j    t/n   63   .   .   .   C7n— 1    Cn 

^^^nchnen,  und  hat  man  dies  getan,  so  gestattet  m  folgende  Schreib- 


«äse: 


< 

V  welcher  nun  K^  K^  K;^  .  ,  ,  Kn  willkürliche  Constante  sind. 
Da  nun 

^  80  hat  man  für  y  folgenden  Wert: 

^  dies  ist  das  vollständige  Integrale  der  Differentialgleichung  (6). 

Professor  Simon  Spitzer. 


Zur  Theorie  der  A-nzl^huDKn^etioti«. 

Eine  Kreislinie  (Fig.  1.)  sei  dtv  Art  mit  Muso  belegt,  i 
[Hrbte  dorselüen  in  eiuini)  liclicbigoii  Punkt«  uui|;i<1{phrt  propot 
lern  Quadrat  dor  Vorliindnngsliaio  dieses  Punktps  mit  f^invni  i 
Igeu  Puükt«  S  ist,  der  in  der  KroUflciiu  von  ilcni  Mitti'Ipnnkl 
preisL'B  nm  die  Gröitso  r  absiebt.  Ks  ist  die  An/ii>liiiiig  der  a 
tassc  belegten  Kreisliuic  auf  ciucu  I'uiikt  /'  iimorhalb  des  I 
I  bnatimmeD. 

Vorbinden  wir  doii  I'DDkt  P  mit  H  und  eoiiBtriiiroii  wir  » 
frerbindniigsUiiic  einen  Funkt  T,  wuR-hi^r  die  Bigcuacbaft  bcsttBl 

PS.Sr=r*—a', 

I  den  ßadins  doe  gegebenen  Kreises  vorstellt.    Dunb  ' 

hno  brliobigc  ScLn«  gitzogca  «erden,  wckhe  den  Kruis  ii 

t,  K"  flubneidel.    Die  V erbind uni^sliulcii  KU  und  K'ü  Nr.ltiiciitcn  n 

1  Kroisliuio  in  den  Panktcn   E  und  i.'.     Denken  w 

\  K'  als  Linieae1eni«nte  des  Knnses,  so  entspricht  jedem  I 

piemont   K  ein   Linienßloment   JC  und  JLsiem  I.iniendemcnt  i 

inienelcmont  £*.    Denkt  mau  aicb  durcli  T  alle  ini^i^llcbCQ  i 

~XK'  gezogen,  so  werden  die  c.orresimndiri'ndi'n  LinienfleuienM  j| 

E'  nauh   und   »ach    Uil*   ganze  Kreisiieripberie  ausoiachcn. 

TorauBgeechickt  wollou  wir  nnnmohr  i'in  Anziehuugsgeset.;«  xa  C 

legen,  nonacb  eich  KWoi  Massoupunkte  proportional  ihn 

und  umgekehrt  proportionul  ihrer  Entfornnng  von 

ander  anziehen. 

BfizeiL'hneu  wir  mit  ■  die  Uicbte  dos  Linienclementes  i 
äie  Aozicbnng  F  desselben  auf  den  Punkt  /'  ansgetlrackt  dur 

llach  dem  zu  Grunde  gelegton  Dichtigkeitsgosetz  ist  nun 


jWobei  C  eine  constanto  GrAase  bedeutet.    Uionlnrdi  geht  An 
mck  für  *  über  in: 

C.E 
'  EP.SE* 


F'^ — - 


Wie   aus  der  FiRiir  ersichtlich   liegen  die  Elemente   E  \ 
Darrhschnittslinie  gleich  geneigt.    Ca  sie  weiter  in  demselben  Strahloa- 
winkel,  dessen  Spitze  S  ist,  liegen,  bo  gilt  die  Fraportion: 


i  4 


MiaeiUm. 

E.K^8Ei8K    oder 
K,SE 

Dieses  io  den  Ausdruck  F  eiugesetzt  ergibt : 


E 


I 

I 


C.K.ßi: 


CK 


SK,  EP.  SE^       SK.  EP.  ES 

Nehmen  wir  die  Relation  (1)  zu  Hülfe 

PS.ST'^r^^a* 

■iY^leichen  damit  die  leicht  erweisliche  Gleichung: 


»  folgi,  dass 
nd  dsss  weiter 


SE.SK 


•2— a« 


PS.ST^  SE.SK, 

A  JPES  CO  ^  TKS    und 
Winkel  P  =  Winkel  K. 


l    An  (3)  wird  also : 


F  = 


CK 


CK 


EP.  P8. ST       EP. (r^--a^) 


Dm  Element  K  ist  nun 


TK.io 


oder  da 


cosg) 

KK*  «  2aC08tp, 

TK.2aw 
KK' 


ir« 
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(2) 


(3) 


(4) 


B^ksicbtigen    wir  noch,   dass   nach   erwähnter  Aehnlichkeit  der 
J^wfecke  PES  CO  A  ^^S  die  Proportion  stattündet: 


^  seht  (4)  Aber  in: 


EP:P8=  TKiKB, 

^^       TK.P8 
^^=~K8~* 

2aw .  KS 

^^^'KK\PS.{r'^-a^' 


^  die  Anziehung  des  Elementes  E'  ergibt  sich  ebenso : 

,  2aw .  K'S 

^  "^^'Ke.PS.ir^-a*)' 

^  die  Anziehung  sämmtlichcr  Elemente  E  erhalten  wir: 


£P=Ci^, 


2an.K8 
Kt.PS.ir^—a*) 


(5) 


Inud  für  die  Auzi(>huDg  sUmmllii-hiT  Elpniuite  f- 


(mtfiUhl  die  Fioportion : 
SF 


ficriii.'liskbtigt  man  weiter,  ibss 

Winkel  EIS  =  Wink'rl  TKR  und 
Winkel  t^l-a  —  Winkel  TK'S, 
>  ßiuli't  rjiaiL.  ila-is  rtie  KcsulUntc  K  mit  tten  Crirtiiioiionlcv  J 
1  Urricok  bildet,  welcbcs  dum  Dreieck  A'A''.S  älinlicli  i^ 
jBosultanti'  R  ist  dnliix  iiai^h  FS  Kerichtcl.,  uud  itiru  GrOue  i 
fcch  aus  der  Proporti  ou 

SP:R=  KSiKK"     oder 
KICZF 


Dii^s  eiiij;efflhrt 


Ä  =  - 

1  (5)  liefert 


KS 


PSir*- 


I*) 


Ist  daher  eine  Kreislinie  dpr  Art  mit  Masso  bck'gt,  dtl 
Dichtigkeit  in  einem  beliebigen  Punkte  umgekehrt  proportioi 

r  VcrbiudQQgHliuio  von  diesem  Punkte  nach  einem  a 
fegeuou  Punkte  8,  m  wirkt  diese  Kreislinie  auf  einen  Punkt) 
uieni  dos  Kreises  grade  so,  als  wSre  in  S  eine  Masae  anges 

wobei  C  eimi  noch  wintcT  lu  bestimmende  Cofl 


(r' 


.»)' 


ptidenli'-t. 

Der  genau  gleiche  Satx  gilt  snch,  wenn  S  itinerballi  uud  /^fl 
lislb  des  Kreises  lieiit,  die  Coustaut«  C  hat  jedoch  hierbetl 
Midem  Wert  «ud  der  Nciiner  wird,  da  n>T  ist,  a' — r*. 

Um  die  Consfftiiti'  fiir  den  ersten  Fall  zu  bestimmen  den 
hofl  die  Masse  i»  als  eine  elektrische  Masse  auf  der  Kreigpei 
BDSgebreilet  und  siitzen  diese  mit  der  Krde  lU  leitende  Verbi 

S  beßndlieher  Massriipuukt  m,  wirke  nach  dem  angegeM 
besetz    Terteilend   auf  die   Kreispcrliiherie   au<l   es   ist  alsdann  ^  ' 
BrCsse  von  m,  ku  heatimmen.    Zu  dem  Enii«  bemerken  wir,  dass  ( 
piesen    Fall   das  logiirltlinitfarlu-  Puteutial  \ou  m,  in  He/u^  auf  eiueu 
im  lunem  des  Kreises  plus  dem  lopiritlimiseiien  Potential  der 
k-Icgung  ni  in  Qe^tug  auf  duu  gleichen  Punkt  im  Innern  hUikH  KnU 
iit  oder; 


ntglogr—  inloga  =  Ü 


I  kaim  sirh  dabcr  fllr  licii  Fall,  tlass  S  ausst-rlialb  und  J 


leiluilb  lipfit,  in  S  c 


I  MaHHt'iipunkt 


dcükon,  welcher  li 


ttibe  AüElelmng  auf  dneu  Puukt  P  im  Inuvra  ansUbt,  wie  di 
•  dw  Krt-isbolegung. 

Aof  dieao   Analogie   zwisftifii   Acr   Kugol   imd  dem  Kroisu  I 
CJtRamann  in  den  matlionmtiscltr'n  Aiinalcn  durdi  eine  kurze  Notfl 
Btoeriisain  gcmnuht.    Offenbar  abt-r  ist  dtcsus   Rt^snlUtt  ein  anU 

nfflinl*>B,  da  der  Wert  von  ,  —   von  dem  Worte  der  den  Grössen  I 

«nd  r  zn  Grande  gelegten  LUngciieinlicit  nbliäiigig  ist.  Setzen  ^ 
Wipirfs weise  a^=l,  so  wird  dieser  Aandmck  gleich  Null  ctc  Der 
finmd  dieser  £igentOnihi:hkeit  liegt  in  der  Eigenscbaft  des  logaritli- 
tttocben  Potentials  in  Dnendlicher  Entfemnag  nicht  Null  zu  wordoi 
TO  di»  bei  dem  gewöhnlichen  Potential  der  Fall  ist.  Ans  diesei 
Bmde  Ist  auub  die  Gleichung 

«•ilogr  —  mioga  —  0 
Ml  richtiit. 

Ui'gt  in  d<^ni  xwcitr^n  Fall  diT  Pnnkt  S  innerhalb  und  der  a 
pregene  Punkt  P  ausserhalb,  so  ist  die  Wirkung  der  angpgebein 
''»''ffinig  der  Kreisperipliorie,  wie  sich  leicht  aus  dfn  Greun'f 
SUkd  ableiten  lässt,  grade  so,  als  wBre  die  ganze  JUasse  in  deo 
PiBtoe  P  vereinigt, 

Ijegt-H  beide  Pnnktc  S  und  /'  ausserhalb  oder  innerhalb  (Fig.  2.), 

W  »Ihk'  man  einen  Punkt  S,  auf  der  Verbindungslinie  von  5  mit 

B  Uitt<rl|>nnkte  C  dos  gegebenen  Kreises  der  Art,  daas  die  Propor- 

tfindet:  CS.  CS,  =  ff' 

r  Punkt  Sj  wird  innerhalb  des  Kreises  liegen,  wenn  S  bubs^ 

«Iben  sich  befinitet  and  utn^ekelut.    Bedeutet  E  {iin( 
iHpbvrio,  so  ist  leicht  die  Proportiün  nachzuweisen: 


SE  ^ 


daher  ist: 


,  so  wild  rüeser  Ausdruck  für  die  DiiJ^ 

0^5«  1  nach  deri  Betrachtungen,  welpie  zn  I.  geführt  habe 
der  Rielituiig  S,£  und  die  Wirkung  der  i 


J9i 

i  Resultante 


m 


'  Anfang  zu  Omiide  gelegten  Ddp^ii»)!  üt  liaber  so  gn>as,  als  wono  ü 

ilüin  Punkte  S,  die  Maaso  -'- — ^  oder     j- - ,  wmceiitrirt  «Irai» 

jo  nachdom  beide  l'unkti^  ü  und  /'  iniierhall:)  oder  ausacrball]  dir 
Kri-l!t|)iii-i])Iicrie  su:\i  bitiinK'ii.  Uierbii  bi-deuti'!  r,  di'3  Kiitfi.^niai)|( 
de«  Piiukl«a  A,  von  diia  Mitk>l)iitjiktit  di'a  ICroiat^g. 

In  dem  Vurhcrgeliuudea  iU  gexvigt  wtirdk^ii,  witi  i(a<:U  dem  Tof 
bilde  der  io  dem  lluiidbui-L  dir  thcurctischiMi  fhysik  vnn  TboiOT 
trau  &  Tait  (deutsch  vim  Ur.  U.  lliiltiit»du  und  ti,  Werl.Uiim)  Dil. 
I  2.  Teil,  p,  10—22.  angt-g^^benuii  Metode  iiiUr.e  lUier  das  loguriüifflltthq 
Potentiul  eKinentar  abgeleitet  wenleii  kOuuen.  Man  kann  aber  u^ 
gekehrt  zeigeu,  dasH  wenn  dicso  Satze  cxistiroii  sollen,  diu  ^in'M 
der  Üicitif^keit  da^uuige  sein  niiit»,  wdcbes  wir  iibou  detlnirt  htbAg 
NubeDbci  bemerkt  liefen)  die  Qrecu'scben  Sätze  dieses  Uesclz  ü^ 
mittelbar,  »s  kanu  sidi  «dso  hier  nur  um  eine  andre  Ableitung  baniMi> 

PjB  sdeu  (Fig.  3.)   l  und  2  /.wfi  gUdubc  MoHsrupnnkte,  welldM| 

I  Jedoch  iu  tliror  Wirkung  eulgegeiiecaet/.te  Viim-icheu  zukonirnea  UOilM 

Bestimmen  wir  das  logiiritbmisclio  l'oteutial  beider  Pinikti!  in  B«W 

anf  uiuen  Punkt  0,   welebcr  um  p,  von  1   und  um  py  von  2  iUnUBi 

»o  laulbt  iLeses:  lu^^,— lug^,  i|l 

AVaideu  wir  nun  laiitir  solebe  Funkle  (■,  bi-i  tvelebi-n  dieses  I<^ 
rithudscbu  Potential  konstant  and  iviar  gleiuti  logC,  su  erlmlleu  wIC' 

1.6(&)  =  l.gC     .d.r     ^  =  c-,  ,: 

velches  oitien  Kreis  darstellt.  Die  Niveaulinie  oder  die  Linie  ^ot« 
jogarithmiaehen  Puti<ntials  int  für  unseru  Fall  also  ein  Kreis.  Bl^ 
man  auf  dieser  Linie  eine  Massenverfdlnug  an,  die  gleich  der  siliäi 
Inten  Kraft  ist,  so  wird  int  Innern  des  Kreises  das  Niveau  cobbU^ 
Üiesu  absolute  Kraft  ist  aber; 


1 


I 


-  cos ((!,»)  — ^C03{gjn), 
welrhur  .\usdrack  Dbcrgeht  in: 

^+  CiIzTjJL* _  J?'  +  ^,'-r,' 

I  Wenn  man  Fig.  4.  bemcksiclitigt,  Denken  wir  uns  nun  in^ 
I  Ausdrucken  dio  Division  forflborgobeud  ausgefulrt,  so  erhaJ 
'  eine  weitere  Vereiufai^hung: 

2ffp,'  2i?p,» 

Kacb  der  Figur  ist  aber; 

„         ??-' 


B  QÜlt  da-  UiUfIpankl  luiscrt'«  Kreises  dur  Arl,  dais: 
Ii  geht  d«r  AnsUrnck  far  iUi>  absolute  Kraft  fibor  In 


3ff«,* 


-2Äp,^-      '"*'"■ 


ffP(» 


keDietit«  ist  dobor  uacL  der  Potcutialtlioorii'  gleitli: 
I    ß'  — r," 

It  iüsü  da«  Niveau  Im  luncru   dos   Krcinos   eonstant  ecin  b 
Bnf  der  KrcUi)ht:ri|iIicriv  oino  HBBECDVcrtoilung  aDgrordiict  w 
lelcho  mngckohrt  proiturtiauiil  dorn  Quadrat  dir  Eiitfcruuu«  d 
I  L-iuüBi  beliebigen  ruuktt-  U  di"r  Kroiaiieriiibi-ric  i 
r  wirkt  dii^üti  Mass<.'nbcli.'guii|;  auf  iiioGrc  Punktt!  cbcu  a 
Pin  dem  Paukk'  1  oiut;  gewigst:  Mattse  vcrtinigt. 
B  gaiu  gieij:her  Weise  tüsst  aiuli  iciguu,  dass  die  Dicbtc  i 
[  umgekehrt  iiroportional  dem  Quadrate  von  et  »«'i  ' 
■  ^  Wirkuuu  dieser  Belegung  auf  ausgcrlialb  gt^legene   Pi 

fiolt,    als    wilre    im  Puukte  2  mno  bestimmte   Mas 
C.   Büuder. 


a  a"-j-j"  =  t»  rur   »>2  Id  ganzen  Zahlen  nicht  aul 
Mir  m1,  nebitt  einer  uenAn  kurieu  AutlSHung  fUr  ii  ^ 

folgonder  Bcnets    wurde  angeregt  rlnri;h  eine  Ik-mcrkuug  t 

bElcmewtc  der  M»tbcmutik  1.  Bd.  p.  -261,,  wo  es  in  der  i 

t  n.  A.  auch  heisst:    „dass  die    Gleiidiung   ar-'-fv"  =  _ 

l'h  ganxen  Zahlen  nicht  nnfiüebiu'  sei,  bat  Fcrmat  bemorkf^ 

"gemoiner  Beweis  dieser  B«hau|)tnug  ist  surZeit  nicht  bekannt. 

1  lom  Behiit'e  des  BoneiRes  z  =  « — a  undy  =  c — b,  was 

I  erlaubt   at      Ein   2tur   mOgüchor  Fall   ist   der,   dass   man 

^■{•a  und  y  —  ij-^-b  setit.  da  mau  als  x  die  kleinst«  Zahl  neh- 


nlir  bAtton  daher  folgende  2  Fälle : 

*"  =  («  —  «)"+(«— ij»  ...  o<i 
{a^-f-o)''  =  -r«-J-(r+/.)"  ...  a>b, 
.  der  Conformität  halber  x  anstatt  i  geschriebeu  wnrdi 
1  Qrmide  nur  2FlÜlo  denkbar  sind,  erhellt  daraus,  dass 
5  zweier  Potenzen  von  de-rselben  Grundzahl   wieder  Poteni 
irccituii    Orundzahl     vuu    demselben    Graile    Söin 

ISN  als  jcdo  der  andern.    Sollte  dies  nicht  zagegebt 
;,  eo  JtOmilfi  mau  z.  B.  schreibou: 


d^^H 
ase^^H 


Es  wird  aich  jedoch  während  der  CnterBuchuug  ergeben,  i 
■  die  Dednctiun  diT  Ariwil  gleichgültig  sei.  Entwickeln  ' 
leicbUDg  I.  IL  und  III.  und  reducireu  ncf  Null,  so  bat  n 

'"'  {")l»+'')'"-'  +  (5)('''+»V-»-  (j)(o>+4")»»-^ 
...+(_l).(„.+j.)  _0, 

i  rte  Glied  bcisst:  — (— 1)^(o'+jo('')k"^'. 

"-+(;)  (»-»)«--'  + (2) (i'-o')i"-'  +  (3')(4'-=')^ 


+  ...+« 


,U"+...+(i-- 


.■)=0...(.J1 


T  da  a^h  ist,  so  hnt  ma 

-(;)..-.,-ö<.> 


-0" 


S').^-'-...-(o--J")-0  ...  (« 
'"+  (1)  (»+«)'"-'  +  (2) (■.'+'')'-»  +  (;) («•+'')^->+. . 

...  +  (^"^)(„,+4.),— + ...  +(„.+j.)  =a  J 

Wir  wollen  jcduch    nur   <lic  Ruiho  I.    bauptsächlich   in   l^l)te^:fl 
pchDug  nehmen,  da  uian  bei  Ueilie  11.  iiiinior  nur,  wie  aus  der  Ent*^ 
Jiluug   ersichlliub    Hein  wird,    {a'—b')  statt  («*-f  i')   u.  s.  w.  n  ' 
tzcn  bat  und  sieb  büi'bstfus  L'iuigü  Eigünsobnftcu  bezUgliuh  der  fa 
— A')  enthaltenen  Factorün  (a  — i)  oder  (0+6)  urfiebon,   was  j^ 
)ch  IiitT  keine  Bedeutung  besitzt.    Aucli  wird  eine  ZeicbeuandcraiV 
Brzunelimäu  seiu.     AebnlicLes  gilt  von  der  Reihe  111. 

Wie  man  sieht,  bandelt  es  sieb  nur  darum,  za  untt^rsui^hiii,  ob 
)  Gleichung  reelle  ganze  Werl«  als  Wurzeln  besitzen   kann   and 
r  welche  Werthii  von  u  dies  inöglieb  ist. 

Nehmen  wir  zuerst  die  Reihe  I.  iu  ÜutcrHniJiung.  Wir  woUeil 
I  Wurzein  der  Gleichung  J  =1 U  ...  1.  «■,  f,  ...  «■«  hcissoa.  Ans 
biT  Betrachtung  der  Gleiehuug  erkennt  man.  itass  alle  Wuraeli 
Isitiv  sein  müssen ,  was  übrigens  si'huu  die  Bauart  nach  dem  Btn^ 
sehen  Lehrsatz  zeigt.  Noch  besser  erkennt  man  dies, 
3  Gleichung  entwickelt,  uamlicb: 

{3-  — ./■,)(«!-«.,){«— ,^,)  («—.<■,)    ...    («  — »S.)    =    0        Ot 

-{«.,+«■,+  ... +,f^a"-»  +  [«j, «■,+  ...  «N,.,»,)x—ä 

—  JC««"-»  ...  +{— 1)'— i-C'f 
Da  diese  mit  der  obom  dem  Zeichen  nach  confonu  Ist, 
lese  Ik^hnuiituug  zur  Genüge  her>'or. 


Vt!rj[lclcht  mttii  ilifw  Il<>iho  niil  dor  g^tgoticncn,  so  hat  nmii  1 
Ikh,    Mie   oacli  dem  Bat»-  der  uutic»UnimU;ii  Cuofficicutcu   ' 


...£C''-=(|;)(«"+i")  =  o-- 

kan  lieginnt  der  i;igctitlk-Lu  Toll  der  Arlioit;  mau  hat  niUi 
C.r,+«-,  ...+,..)  =_('j')(a  +  ij  oder  Q(«.,+  ...^ 

t-A  =7^  i-iner  gan/eu  Z&lil,  da  a  uud  /•  als  sdIcIi«  angctiom: 

Gellt  mau  uuu  itu  £0"  Ober  und  bildot  diu  Sumtae 
I  BO  orbait  cnan  also: 

((r,-{-  ...  ip«)"  =  ii*(a+4)"    oder  auch: 
(U-/-I-  ...  (Vj-f  2Xf,'«=  «»(o+A)«,     also  ist: 

(»e,»+...M--»)+2.Q(«"+i*)  =  «"(«+*)"     Oder: 


i*+  ...  +"'■.')  =  (i'-l-fi"+2na6  =    eiuer    ganzen    Zahl 
nan  m  uberlegeu,  rar  welche  n  dieBo  2  Oleichongei 


1  sieht ,  geht  di^'S  Dor  für  n  =  1  und ^»  =  3  an;  für 
,  welche  grüasur  als  2  siud,  gehl  dlt'S  uicht.    Nuu  erübn 
I  sagcu,  warum  es  fUr  n  =  2  mOjjlich  ist. 

i  utiitiliiAh  dit!  Sunimi;  iC"'i  "!-"■»)  -=  «  =   einer   gan: 

B  anuk  JCf'i'-l-irj')  =^  fJ=  einer  ganzen  Zahl  seiu.  Denn 

rf,   und  wj  gerade  oder  beide  zugleich  ungerade  sein. 

1  Falle  sind  auch  die  (Quadrate  outwcder  rcBp.  gerade  oder 

^,  da  C2")*  =  4«*  und  (a«±l)«=4.i»'±4n-t-l -4»{»xl)+V 

■1  dieser  Zaiileu  ist  iiuiner  gerade,  was  aus  folgendem 

•v)i    F&r  hdhurc  Wurtu  von  n  triät  dicaea  Gesetz  nie  zu 
['IBr  S,  4,  5  u.  s.  w. 

I  benicrkcii  iüt  nuch,  dass  der  Beweis  geradeso  geführt 
JLniiUi  nicht  annimmt,  da»s  die  Wurzeln  alle  negativ  s'deu,  wie 
I  bei  II.  Iß)  sehen  kauu,  weuu  man  Aber  die  Natnr  der  Wnr- 
idit  im  Klaren  ist. 
ffir  wollen  noch  den  Fall    « =—  2  auEfilhrcui   man   hat   i 
g^— ««{«+««  und  «-."-i-'V^nO'  — l)(«+i)  odor"-,+ 
^)  md  Wi*+u't*  ==  2(a-|-iJi  woraus  man  w^  und  «■»  hostimi 


] 

tenix'    Mi 


1  ist:  (2(i±l)  +  ('2v_hl)  ^ 


nud    Sn  +  gii  — 


Iliinto.     Besser  gon:liii>M  dies   «aat  «^— 2((*+*)ir+(i!^+4*),l 


B  »  =  (ff+fi)±V(a+ft)»-(«»+A')     oder 


l  oder  2(ifi  = 


=  («+*)  ±1 
I  macben. 


Ks  kommt  dahor  darauf  au  'Y'2at'  ^  q  c 

Um  dalier  diese  Gleichung  aufeulüsan,  zerlege  miüi  alle  Qaadrstd  | 
(die  durch  2  toilhar  siml,  also  ausserdem  noch  audero  Factoren  eat- 
lioltL-u  mllsaon)  in  ilire  Facloreii  und  bestimme  a  aud  k    Ein  * 
facher    Fall  ist  jeuer  w»    2a^£  =  u   ist;    was  jedoch   uicbt  t 
z.  B.:  o  »=  3,  A  =  24  also  Vsäi  =  VlU  =  13.     Ebeuso  kt 
I  oder  A  =  1  aoiu  u.  8.  w. 

Zur  Reibe  II.  («)  (ß)  urw&hneu  wir  folgeuilos: 

Nach  dem  Ansehen  kaun  die  Reihe  posiL  uud  negat  Wnr(da  1 
tiieii,   was  Ulis  der  Iteilio  IL  (n)  nicht  so  ersichtlich  ist,  lU  dort  | 

a)  Auch  iiegal.  ausiHllt 

Fttr  ("■,*+. ..+frH')  bat  man.- 

^(,Pj«_f....-f.,p„«)  =  (2n  — l)aä— (2a  +  A)i  «ud  fUr  n  =  2: 

j»_}.2(6-«V+6»— o»  =  0  also  X  =  (a— 6)±y2ö(a-i)  WO  «>l  I 
Wie    man   sieht,   ist  dieser  Ansdmck   nicht   so   bequem,  ilil|| 
r  obige. 
For  die  Beihe  lO.  erhält  man  alle  Wurzeln  negativ  und 

i(V+ ■-+"■-')  =  »(■»+*)'-("-!)('•*+**)  =^  »'+6*+* 

Für  »  —  2:  ir*+2(a+i)»^+(a»+fi»)  =  0  also: 
^^-  (a  +  6}±v'C«+t)»-(<.'  +  S»j  =  ~  (a-i-b)  ±y 
ie  man  sieht,  ist  diese  lotzfe  Form  ebenso  beqnem,  wie  dia  { 
nur  Bind  diu  Wurzolu  uegatlv,  denn  (a+ft)' =  (a' +fc*)-j-2aA^J 
(a_|_i)i;>  2ai  oder  (n+A)  >■  V2nA.    Da  die  l'uteuz  gerade  l 
t  (—/:)'  immer  positiv,  also  die  eigentliche  Qieichung:  (a — J 
^_j,)S  =  x*.    Wie  mau  siebt,  ist  die  hier  angegebene  Methwl 
|Bslimmnug  der   Wuntelwerle  viel  einfacher  und   hetiuemer  i 
Ifshcrigen. 

Die  Aufgabt!  iJist  femer  das  Problem,  die  Quadrate  der  Waj 
t  als  eine  Fuuetion  der  Coef.  der  Gleichung  ilarzustelletuj 
mUch  die  Oleivbuug; 

»--^»■■-^+ii«---=—Gc" -■+...  +  (;  =  0. 

«■.+"-1+ ■■■+"■"  =  '*    nnd    V+---+""*-=-^' -2ä<| 
hssetbe  gilt  fUr  eine  andere  Gleichung,  nur  hat  man  auf  das  i 
(ttcksicht  zu  Dofatneu. 

Frauz  Lukas  in  Wioik'J 


Oktrbteki   IMtr  Jat  Afnfüf  d—  Eltipmib. 


jüeber  das  Potential  ilos  ElUpsoIda. 


A.  06erbeeJt. 


t  deo  oralen  Anföngen  der  Auaijsis  und  antUftischQn  MüchauUc 

I  Problem  der  Aunrboug  eiDL>8  homogüaon  EUtpsoida  die  Auf- 

ikeit   der    Matlicmutiker   auf   sich    gezogen.     Die    Special- 

l^h)  dicsßs  Problems   gehört  jedenfalls  zu  den  an?.iehendBUiii 

B  der  GeBchithto  der  Mathematik,  einmal  weil  sich  die  hervor- 

1  H&t^matiker  vuu  Newton  und  Mac-Laariu  bis  aaf  Oanas, 

t  und  Chasles  au  demselben  versucht  haben,  ferner  weil  Uit 

aFortBchrilt  der  Wit^si'Qsebaft  im  allgemeinen  ein  Fortachritt 

iLösnng  dieaer  Aufgaben  verbuudeu  war,  so  dass  man  jetzt 

I  und  analytische  Lüsungen  von  gleicher  Vollkommenheit 

»  letitcTen  betrifft,  ao  dürften  dieselben  ihren  Ilähepnnkti 

B  AnfsteUang  eines  geschloasenon  Ausdrneks   für  das  PotentUt 

H)ids  «rrciebt  haben,  den  mau  Dirichlet  verdankt']-    Diese 

r  I>Osnng  sclieinl  dem  Verfasser  die  vollkommenate  zu  sein 

i,  veil  tos  derselben  mit  Leichtigkeit  alle  teils  analytisch,  teils 

I  gefondeneu  Satze  abgeleitet  werden  können,  deren  man 

E  nr  LOming  der  l>esprocheuen  Aufgabe  bedorfte,  femer  weil 

i  gerade  des  Potentials  nucutbehrlicli  bei  den  meisten 


4 


9  Ujtnn«  DIriehlct,   Alih.  der  Bcrl.  Akad.  1B39.   —   Grelle  J.  I 

b  T«^1.  auch  Schell,  Theorie  der  Bewegung  and  Krftftc.     Lai])itig  leTthl 


OA(i 


-.rk:    L'6 


.1».    I'«l 


rciblemen  der  mathematiBcli^n  Physik  ist  >).  Dirichlct  linUH«  In  der 
1  citirlcQ  Abliaudlnug  das  Potential  ili'S  ElUjisoida  mit  Uilfu  de* 
„diBcontinuirlicheu  Factor»"  ab.  Ditso  Motliodo  erlaubt  aauli  mrel 
Seiten  tiiu  Erweitt-rnngon.  Einmal  kauu  mit  llilfi^  dors'-lben  daa  Po- 
tential audorer  Körper  von  homogener  Dichtigkeit  gefuudun  «M'di-n. 
So  hat  z.  B.  Mchlcr')  diu  Potentiale  von  Schalen  bestimmt,  welcbn 
(lurcli  FlfchPu  zweiten  Grades  begrenzt  werden..  Auiiererseita  Ist  e* 
möglich,  in  dersolbeii  Welse  dio  Potentiale  Buleber  Elli[Moide  tu  be- 
rechnen, deren  Dichtigkeit  eine  Function  der  Coordiuatcu  isu  Ulise 
Erweiterung  ist  uoidi  nicht  vorgcnonmieiL  Es  ist  dalier  der  Zwedc 
der  vorliegenden  Arbeit  die  Potentiale  dreioxiger  Etlipsoidu  von 
rrariabler   Dichtigkeit   und   dlipsuidischcm  Obertlatjhon   zu  ermitMn, 

reiche  «ich  durch  ähnliche,  geschlossene  Ausdrucke  darstclleu  Iftaaen. 
Zwar  stellte  sich  hierbei  heraus,  dass  es  nur  in  einigen,  spodellen 
Spillen  gelingt,  Potentiale  in  der  genannten  Form  anr^ntindeu.    Doä 

[estatten   auch  dU^sc  schon  eine  Reihe  von  Auweudmigeu   ans  don 

}obietfl  der  Mucbunik,  der  Elektrostatik  und  des  Magnetismus. 


Naihdem  vermittelst  der  Uirkhlet'schen  Mc-thede  die  gesncblea 
Potentiale  aufgernnden  waren,  bot  »ich  nachtrUgtieh  ein  ertiehlitihi 
eres  Mittel  tlar,  dieselben  herzuleiten.  Dasselbi:  besteht  dtfln 
merst  eine  Keihe  von  Functionen  aurxusti'Ilou,  welche  gewisse,  all> 
3  Eigen schaftt-u  haben  und  danti  nachtrllglich  die  Bi-deutwig' 
lerselben  nach  behannleu  Sätzen  der  allgemeinen  PoteulioIthewIS' 
estzustellen. 

X  mehrerwähute  Dirich!ul'&che  Potential: 
für  einen  Snssereu  Pnnkt: 


-/ 


1— - 


f+.  »■+. 


yto>+,)(s>-f.](^+,) 


Paukt: 


r)C+.) 


1]  V*fBl.  KIrcUliolT,  Vurli.unKtii  üliai-  M,.  lim 


Oherhtch:  Ueber  das  Potential  des  EüipMoids,  115 

km  Dum  dch  geschrieben  denken: 

Pa  =/o(<»)+/i(«)«»+/,(<»)y»+/,(»)«« 
Pi  =/o(0)+/,(0)««+/,(0)y«+/,(0)««. 

r 

bt  die  Gleichung  des  Ellipsoids: 
^    K  bedeutet  s  die  podtiTe  Wnrzel  der  Gleichung  dritten  Grades: 

0?*  w*  «* 

ffianns  ergeben  sich  zunächst  einige  Hilfsformeki.    Setzt  man: 


»ist: 


da  2a; 


8a5       a'-f-*  P 
??       ^y_   1 

da         2z      1 


(2) 


dz       c*  +  <J '  p 

7  >oll  nun  zunächst  die  einfache  Aufgabe  gelöst  werden,  eine  Func- 
**von  tf:/(tf)  zu  ermitteln,  so  dass: 


BDdet 


4/'=0 


man: 


dx       da   Bx 


*«Uii8t: 


-/-^(a'+(i)'+©i+£-— 0 


Obtrhtck:    Utbtr  liat   I\,ltnUal  df$  KiU 


(  ilen  GleicLuugcn  (3)  ixaA  (4)  oripelit  sli-k  daoD : 


,»_|-tf-t- 6*4-0-1- r»+a)       ^ 


,ii-j-ff-|-fi*  +  ff-f 


^1- 


Bedeutet  —k  die  IiitogratioiiscoaEtaiit4>,  so  IM: 

p_  -<-  

y(.'+.){j'+.)(c«+.) 

<^ ^t 

Daiiacli  ist  ilio  gesuchte  Function,  die  mit  Q  liczciilinot 


i^kf  ^ 'L- 


1 

werden  sra^ 

i 


>  Pumtüä  iu  EäipiiiJ: 


(  ayt 


ßl* I 


I  c)  Eine  Ftinction  Q,  «^rniitU-ln,  fio  ilass: 


'■/( 


I  Es  wird  Hich  hcrausBtelleu,  ilnss  iiiäu  liior  «ine  R«ilio  von  FlScU 
tgtiolOD  gofnndoD  hat,  deren  Ob(>rtladiondichtigk«it  nachher  i 

t  Wfrflen  soll. 

I  In  derselben  Weise  kann  man   die  Potentiale  vuller  Elli]isoi<lo 

tehi.  wdchf  m  den  eben  hestinimten  Fl ächeu Potentialen  in  i 

BcziehuDgcu  stehou.    Als  Buispicl  soll  diejenige  P^ntwicld 

1  werdnu,  welehc  auf  ilaa  Diriclilet'sche  Potential  fahrt. 

i  Fnnction  P  gefundnii  werden,  so  dass: 

4f-0 


H-2i/">+A+/ki-i 


•3i\g\.  man,  dasa: 

ix        a'+«'p'rf« 
I  lUfis  analog'«  Bczlehaogen  fUr/i  nnd/g  bestehoD,  so 
päben: 

'^-'  [•',la>  +>i<r  (.■+"^»M-«^<'+«lJ 


Obtrbtcki    L'tb4T  dtu  Poltntial  ita  Kllip*oid: 

■Et  man  die  Klammera  oiDzeln  =  0,  so  ergi^bt  siuh: 


■  ~J  y(.'+.)  I 


,_/^         -^  1- 

'■  /  ■/(»■+.) (j'+.i (•■+.)  »*+• 

t  -  r        "^         — '- 

"    ./  V(„i+,)(s"+.)(<^+.)  «■+■ 

1  nborzöugt  Bich  Ideit,  dasa  dann  auch  der  zweite  Teil  d«r  I 
isg  Tonchwindet,  da: 

8/.,     8/., 


/.+/.+/.  — 

£b  wird  sich  nactibor  als  iiütwciiJig  bcraiiaslollon,  die  in  t. 
mag  (5)  dargestellte  Fanutiun  <j,  wt-lchn  ja  obonruUs  der  Beding 
3  >^  0  genUgt,  liüizuzufügoQ.  Die  Fiuictioii  P  lal  dann  in  dor  'fl 
B  Dirichlcfache  Potential: 

1      aH-'_^Hl'__'^'.,. 

y(<.H-*)"(iM-')(cH-«) 

i  ähnlicher  Weise  findet  man  Incfat  die  folgondoD  Functioneu:! 


'■■  y    Vis 


i>L 


V(<.M-.)(S'+')(«H?) 


*     S^       y(oR+-*)(ft^+-.)(e'+«l 

(_ 

r,  -  l-!>J-r 


(y(aM-<)(»"+<)<''+>))'  ' 


RTetterv  l^Bonittro  tii  diesor  Form  lu 
igi-n.     Mau  niQGs   dalit^r  fUr  auüei 
nckelaugCD  obcrgelicn. 


iidet],  iH  mir  Ua  J« 
PoteiitiiUb  zu  Reiht 


m  die  Bedmtung  der  KBfuudeiiün  Fuuctiuuon  betriSI 
i  «w  iliror  Ablettmig  nach  alle  dw  DÜTercotialglcfchfliig: 


(Baaeti  also  auge»ehon  ir^rdtu  nls  Potoutlale  von  Husboo,  well 
alb  ilcfi  Eilipsoida  itder  auf  der  OherflUcfae   desadbeo  U( 
1  Ofacrtifluho  ist  bei  aliuD  FauctioBou: 

0  =  0 

l  dieser  Wert  für  alle  iiincrco  Ponkl?   bcibehallen   werden. 

II  lil(^Ibeii  die   nUmtntlirbL'D  Fuuulioii<<D  continairlich  beim  Eintritt 

^Ptndttefl  3-,  ff,  I  iu  ilaa  EIli|«uid.     Anders   verhält  es  sicli  abiT 

1  ersten  Ditren^utialqi]oticnt<;ii.     Wenigstens    haben    dieaelbca 

n  Functionen   Ü  eiu«  DlBcontinuitat,    «tthread  sin   b«  allen 

loaen  J'  «untinnLrlicIi  bletbeD.    Uicrnoeb  sind  *Ua  die  Fvnctioiwn 

cbenimtentiale,  die  Functionuu  /'  Potentiale  von  Mastseu,  welehe 

Ifipsoid  coatiuutriich  erfüllen. 

Ea  soll  znnächst  die  OberflUeheniHchtigkeil  der  FnnctloneD  C 
not  werden.    Dies  geschieht  nach  der  bekannten  Formet: 

J    y{a-«+,)(i»+,)(ö*+.) 


"1 


ler: 
!__..     /*  ■?! (  «    4.   h     I      I-  1 


1^ 


<(rb*cit.-  UEUrditt  Pulmtiid  Ha  EllipniA. 

und  cntsprecbend  das  innere  Potential  mit  der  Oreose  o  =  0,  so  iet: 


1/?T?T1'' 


0« 


In  derselben  Wolee  erhalt  man,  wenn  man  deu  Potentialen  Q,  und 
g  den  Factor  nnbc  giebt: 


V?^4^^ 


b)    Die  Massendichtigkeit  für  dii?  Kwoitc  Reibe  tou  Fui 
giebt  sieb  mit  Uulfo  der  bekannten  DilTorontialgleicbung : 

AP.  =  — 4«P- 

iGiebt  man  ebenfalls  den  FnncUoneu  F  den  Factor:  nabc, 
Bau: 

für  /> ;  p  —  1 

4. 

Die  Achnlichkdt  dnr  cutsprcchonttcn  Potentialf  /'  und  tt,  i 
r  Flüchen-  und  Massondichtigkcit  Itoss  daranf  sclilii 
ifigljch  sein  würde  von  den  Potontialon  P  einen  directen  Ueb( 
,  den  Potentialen   Ü  m  finden.    In  der  Tat  koiiu  man  i 
ler  Fnnctiouen   P  ünerst  Potentiale  ellipsoidischer  Schalen  vonl 
^chcr  Dicke  ausdrucken,  und  dann  diese  Dicke  unendlich  klein  « 
Usen.    Da  man  auf  diesem  Wege  neue  Ileihun  von  FlächoDpota 
totdeckcn  kann,  so  soll  derselbe  kurz  besprochen  werden. 


Du  Potontüü  einer  Schale  von  enctlictii^r  Dicke,  cingeechlosaen 
1  don  EUipsoideo  mit  den  Halbaxen  o,  b,  c  and  o,,  A„  c,;  wo: 

o>«„    Ä>6„    <.>c, 

1.  die  Somme  der  Potentiale  dur  ElÜpsoidc.,  das  grÖaBßre  erfüllt  I 
ir  Dichtigkeit  -\-l,  das  kleiaere  mit  der  Dichtigkeit  — 1.    Also 


%)  flir  eiDtm  Punkt  in  der  Hasse  der  Schale: 

/*i     '*       y*       '* 

/■t_  _-i ?■ !L^ 


I  t)  ikr  einen  Pimlct  innerbiilb  dos  kleineren  EUipsoids: 


Vfa'+,)  (S'+.)  (.■+.) 


'  '  '/   'V(",'+.)  (»,•+.)  <«.■+;) 

ditigkeit  üor  aufgestellten  Formeln  kann  mau  sich  lcii.ht 
LiUst  man  die  Axen  a^,  b,,  c^  wachsen,  bis  die  Schale 
Ifiiiu   wird    uud   also    in   eiuu    Oln^rflflcht^    Qhergt'ht,  so 
._    I  Grcuzwcrtu  der  Potonliak-  P  nud  P"  Flächen iJolL'iitialQH 
'Hierin  ist  es  ah«T  nfitig: 

[  *)  diu  conslaiite  Massenilicbtigk»it  in  dem  Maatse  unendlich  g 
'  Q  ta  lasHi'n,  als  die  Schale  utifiidlich  dtluu  wird^ 


tcib.'    Utber  diu  Polrntlitl  cli»  ElUfuiiidt. 


b)  eine  Beziebang  zwUdion  den  Aien  a,  l>,  > 
tusteUcn. 


tUKl  o,.  »1, 


Nimmt,  man  die  EUipsoidc  als  (thnlidi  an,  so  dase: 

I  iiud  pebt  dur  constautoD  Dichtigkeit  den  Facl«r:  y^^ 

I  selbu  fdr  t  ^  1,  oacudlicb  wurden  railBste,  sü  gebt  nac 

I  fachen  GrenzbetravJittuig  /'  und  P"  über  ia  das  lassere  nwl  1 

[  FlächenpotoQÜa]  U. 

Ebenso  geben  die  KOrperpoteDtiale:  r„  P|,  /"idieli 
I  tiale:  Q„  Q,,  Q^. 

And^e  Fljlcheii|)0teiitiale  erhalt  mau  ilagegeo,  wtmu  n 
[  Beziebungon  Ewiicbco  dcu  Aien  der  beidei  KItipsoide  feBtsdtxt^d 
I  z.  B.  die  beidcu  Eliipsuido  coufoeal,  su  crbAlt  tiiaa  aua  dci 
I  tialcn  P  und  P"  die  Ptächoupot^ntiale : 

a)  ^  oiueu  äusseren  Punkt: 

'  /',_  ""_    »' t 


y(,.+.)„.+.,„.+.,-^ 

Die  eidcbendicbtigkeit  ist  in  dicRem  Fall; 

In  derselben  Weise  erli&lt  man  neue  Pläcbenpotenti^o,  ' 
I  bei  ;*,,  I'j,  P^  fthutiche  Grenxbetracbtuugen  auGteltt.  niennid 
I  gleich  eine  nicht  untutoreasautc  Aufgabe  gelöst.  Ks  ist  R&du 
I  Ob^rflAcfaeudiebtigkeit  deBjeuig<;n  Flächt-upotentiala  ermittelt,, 
\  fiasscren  Punkten  dii-selben  Wertf  bat,  wie  das  Korperpottii 
I  Daas  eine  derartige  Belegnug  einer  gcsdilosseueu  Oberflllc 
I  möglich  ist,  bat  Onass  bekauuilicb  zuerst  bewiesen  ■). 

I )  Onuta  Work«  Dd.  V,  AllgcncinG  Lohn&tte  tir.  S.  Sil 


I  Oipfh*»k:  CU«r  rfM  MmIm;  rfw  jeH^MMb. 


kicb  diß  AnWfJiiluiigcn  der   gv  fände  neu  FanctJonen,   aaf 
um  St:hluBs  *.-iugolicn  woIIdu,  keine  woscntlicli  Duao 
itliallen,  so  wird  doch  die  Art  iLror  Ableitung  dnrdi  dio 
näe  EenntniBS  der  Potontiale  erheblich  lereiidkchL 

Ef  üolIoQ  die  PoWiilialL'  iweior  homogeoer  Ellipsoide  mit  glelch- 
:  Ason   a,  d,  c  und  qj,  A„  r,  iu  Bezug  aaf  äasserß  Punkte 
Die  Gleichongeu  der  b^dcoi  EUipsoide  seifln: 


t  AH,  dieselhuii  Boi«B  confuual,  i 


/ 


in  Bezug  auf  ciucu  Jtiiasscivu  l'uiikl  ^,  ; 


J '    - — ='—<U 


y(p+ .)<»'+•)  («■+•) 


'l-ri-r^ir^-fl 


+'»+■"»■+'■+•" 


''+"+' 


iL 

>t 

die  SübflütutioD : 

eile  Integral  dem  er^teu  gleich,  ho  dass: 

(Ä7) 

1  3^  die  Massen  diT  EUipsoide  bedeiiU>Q,    Die«  ist  der 
"ruck  des  bcriibmli'u  Mar-Lauriu'soben  Satees,    Sind 
btdileD  Ellipsoido  ähulicli,  so  crhilll  man  ohcufalls  rincn 
aU,   wenn  man  ihre  Potentialo  in  Bezug  auf  zwei  Punkte 
licht,  welche  man   als   fthnliih   gelegeu   bezeichnen  kauii,    Ue- 
MD  wiedor  mit  V  und   1',  dio  PütßntisJe  der  beiden  Ellip- 
^welche: 


Obtrbtrt:   t'iber  ilai  thteiiHat  dar  ElUptaiAt. 


nnd  berechDet  V  in  Itoiug  auf  eiiieu  Puukta;j(^, 
auf  eiueu  Punkt  x,  v.  :„  wo: 


80  tiudQl  man,  wenn  man  in  tleni  zweiten  InUsgi-al  die  G 

i'j'  —  c  macht, 

iIbbs  ilio  Pötoiitiate  bis  anf  den  conatanton  Factor  t*  D)m 
d.  h. 

die  Potontialo  Ähnlicher  EUipi^oido  in  ähnlich  gclegenon  I 
terscbeiden  sicii  nur  durcli  den  conatautPii  Factor  e".  Alle 
Lehrbüchern  der  Mechanik  vurkomtnenilon  Salze,  besonders  i 
AusdrQclie  fur  die  Componeuten  nach  den  drei  Axen,  laasen 
leicht  aus  den  gefundenen  Potentialen  herleiten,  dass  hier  nioi 
darauf  eiugegangen  zu  worden  brancbt 

Die  Keuntniss  des  Potuutiala  Q  und  aeiner  01 


V\ 


löst  die  eloktroBlatixche  Aufgabe:  „die  Verteilung  der  fi 
citfll  auf  der  Oberfläche  eines  leitenden  Eilipsoida  zu 
Die  Verteilung  nmas  bekanntlich  eine  derartige  aein,  dass  das  I 
für  jeden  inneren  Punkt  einen  constanttn  Wert  bat  Dies  Ii 
der  Tat  die  Function  Q. 

Mit  Benutzung  des  Potentials  Qi  (Gl.  6)  kann  lolcbt  dt« 
Aufgabe  gelüst  werden:  „die  Verteilung  der  freien  Cloktric 
einem  abgeleiteten  Ellipsoid  bestimmen,  welches  von  elek 
Massen  inducirt  wird,  deren  Potentiai  eine  lineare  Fauot 
Coordinaton  iat".  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  erfordert  liok 
eine  OberflUchonverteiluni;,  sii  dass  die  Summe  der  Poltfsti 
induciretjden  Massen  und  der  iududrien  Elektricitilt  für  Jeden 
Punkt  verachwinden  muss.     Ist  das  Potential  der  ansseraajj 

so  kann  man  Q,  als  Potential  der  inducirt«»  Eloktriii 
Setzt  man  noch: 


—       nie    /' '^ 

/' A 

/' ll» 
.    (.»+.)  y(V.'+.)(/,'+.)(o«+,) 


Q,-:,.A^+ß.a,+Y.a 

p-f-Q,  =0.    Also: 


t  erbftlt  mall  die  OberiUcbcndicbtigktiit: 

L«-|- 


K  it        L  y        _    ^ 


Vf+f'+? 


(30)  J 


fleblitwslirh  mag  docIi  die  LDsuuft  des  anologon  Prulilems  für  J 
tUon  von  Magnettsitius  in  einem  Elüpsoiti  von  weichem  Eison  ■ 
t  W(>rden,  wcichu  Aofgabe  zuerst  von  F.  Ncumuuti ')  mit  Hilfe  \ 
»cntwickc'luni^eu  gelöst  woriiou  ist.    Das  Potential  der  inJn- 
■  Uaset^u  sei  wieder: 

V=  Kx  +  Ly-{-Mi. 

I  für  jeden  Punkt  im  Innern  der  Eigenmasse: 

ip  »3  (,x-\-jl!/-\-Y»,  80  ist: 
Potential  mit  dieser  Oberflächendichtigkeit  ist  aber  die  Fuuction  1 


[  SuUI  mau: 


■i)C(flii<.  j.  xxxvn  s. ; 


^H 

1 

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 

126 

Obtrl-tck:    Uebtr  da,    PoUnlinl 

j<.  ftfii«. 

/rS-2i"^^+^^* 

+yC'); 

■ 

wo  A, 
erhllt 

B,   C  die  Bedentnng  der  Gleichungen  (29) 
man  ans  GleichDng  (31): 

haben.     Hier 

" 

r 

l+2fcC 

2f.     1 

^  l+2ACf 

Da  die  magnetisoheii  Momente  nach  den 
moln  dargestellt  werden'): 

drei  Aieg  dureh  die  i 

Me~=  —  kf    ^ tiiC'iyrh,  Ute 

.  so  ist: 

■ 

—  l^. 

1 

M.-    '■■" 

^ 

^  1-1-  2tC 


XI. 
tJntenincbntigeii  ilbor  »Igebrulsch«  Ulelcliungeu. 


Alfred  Sieget. 

Metume  im  S.  IZtT.  i.  tn.  Bd. 


Artikel  IV.  (§13-8  !'■) 

Bpuclrlle  Duhaiidlang  des  Treunaiigs-Probleros, 


Wir  liaben   in   S  10.  eiue  allgemoiue  Methode  angeeeben,   i 
I  WarKCla  von 


.oB-  +  <i,a:"-i+...a 
..bb  boliobig  roeJI, 


,  poBitivem  oder  nogatiräj 


k>0.  »„  «■ 
I  treunen. 

iie  iiähere  Ik'lrachtuug  des  geomotriscben  TrenaiiiigBVPrfahre 

aS$.  IIL  QDd  §  3.  Krit.  II.,  aus  dem  das  aritbmetische  bcrvorgeÜ 

I  «11101111011,  dass  die  Trcnaung  in  iitg,  Siune  weuig  braQctibar  ii 

jridiliesat  nicht  aus,  dass  sie  sich  ia  cinzelDcn  FÜlon  »üt  Vort 

1  lässt 

Kb&ftigen  wir  aus  iiii  Folgondeo  eingeheuder  mit  der  Trouuung 

lUvoin  Siuuu  und  atolleu  uus  die  Aufgabe  <!«□  Parameter  a 

Pl)  so  zu  bostimmeu,  dass  der  jedesmalige  Fortschritt  bei  i 

Ininig  müglicbst  ^rass  wird.    Wir  werden  an  Beispielen  ; 

I  Verfalirin  rationeller,  d.  b.  scbndlor  zum  Ziele  fdbreiil 
1  in  §  lü.,  wo  wir  a  oder  *  wilUilu-Ilcb  aunahmeiL 


128  Siibrl:    i'Hfrmclmnyr-   übrr  al^irai.iJir   Ultickm^ffti. 

Um  die  Hsaptunicmdiaiig  nicht  anfinhaltrn,  Terweben  irir  ia  { 
Betreff  einiger  Ncbonbereclianngen  inf  den  fdgcndos  ArtikeL 


I.  Problem.  Auf  der  pOBitiren  Seite  einer  NIelit 
warzGl  a-,  von  /(t)  —  0  ein  InterTslI  (*■,,  »,+«)  zu  be 
stimmen,    in  wolcbem  h&cbstenB  eine  'Wurzel  liegt. 

Dies  Problem  ist  in  j  10^  Problem  I.,  eotbalten  nad  ein« 
ergibt  sich  ans  S  10.  und  S  2.    Wir  erhalten  folgende 

Specielle  Lösnng. 
Wir  bohaiidcla  gleichzeitig  die  FaHo 


I  Ax,)^0 


Bestimme 


■  oder  >■  Eiponent  dos  ersten    ! 

nx-\-r)  =  r„x--|-c,^-i+...^„_,= 


I    Gliedes  s 
+  r-  =  0 


Sithtl:    ünierMuehunffen  über  aigthraucht  Gl€iehwtg€n.  129 

c  _  a(s— 1) 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formehi  lassen  sich  die 
eOen  Wvneln  sncoessiye  trennen.    (§  10.,  Problmn  IL). 

IL  Wir  begnügen  uns,  wie  gesagt,  mit  dieser  Lösung  nicht, 
iBdem  gehen  einen  Schritt  weiter,  indem  wir  x  als  Function  von  m 
tanbellen. 

Ans  3)  und  4)  resultirt 


9 

Bd  wegen  5) 


»■<■)  -  (0 

i/w 


Cn.^,a^ 


'-<-«^E"-' 


oder,  venn  zur  Abk&rzaDg 


(«-1)  r   M  =  ^r^W 


S)  (»— 1)  r    rS^  =  -»^mW  oder  kürzer  -  F*), 


]/fM 


Uor  ist  e  eine  der  ganzen  Zahlen 

Tl,     fl  — 1  ,    .  •  .    ^ 


C«— •  


«1 


*)  E«  ist 

r 

Fr.r(<J)=.j/IlI 
^^  ikatm  Werte  werden  wir  häufig  Gebrauch  marhen. 


Der  Exponent   e  ist  Im  Allgemeiuen  ablifLngig  von  a.\ 
äch  von  voruheri-iu  Übersehen,  ilaas  c  eonstaul  bU'ibt  für  (       ^^ 
von  Wertuu  der  uuabliUngtg  VäHabelii  a.    Fuaiieu  wir  uur  Kolcbeu 
Auge  uud  nehmen  <■  constaut,  z.  B.  =  Minimalwert  (I.  1  )  U 
^o  in  4) 

X  ßS)ilicite  &la  Fnnction  von  3  dargestolk 


Zicbcn    inr    m   EnrlKun^,    n-lo   vine   «ülrhe   ünnlellaiig   »idt 
Dnrcfa   die   Atinahinc   c  ^=  i,    (i^  MivKluialnrrl)   crmrlili-n 
allgemeinen  Formel 


I  Hu.«] 


CH 


iliUn^-l);  M'urdi'. 


lu  beiden  Fällen /(3',)^0    führt    Ons    die    Ma 
von  X  auf  die 

Uütfsaufgabe  1.:  Gegeben  ist  eine  vollstaadigd 
von  ganzen  Fnuctlonen*)  <on  a 

A„  =  Cod",     A,  =  C,o',     ^,  —  C'jfl*  .  .  .  ^. 

wo  ('„,  f-'i  .  .  .  Cm'^0  (endlich  oder  »gross).  VnS 
Werte  der  Variabein  a  ist  dus  kleinste  GHud  .4  ( 
bestimmtes 

^  =  ^,? 

Wenu  Poton^ien  fehlen,  so  können  wir  diese  mit  '. 
tivL'u   Coef Hute  Uten    versehen    ehigeschaltet    denken;   dlrooj 
Hiebt  in  Betracht 

L  ö  a  Q  D  g. 

Die  notwendigen  und  hfnreicbeudcD  Bedingungen  daaR  1 


*}  Wir  ompfcliUn  dirau  ntir!  ilir  MgenAo  Aiif|-iil»'  fOr  ilis 
Fanelfonrn  A„.  A,  ...  Am  r"  Itinen,  wciclie  in  rrnptji  liiiervnil  vo 
niiit  •ti'lig  >fnil  ontl  tue  welMre  Ri|^ntelt>(h  txNiUicn,  doa«  illgvini 

ai-bili^"*  i'itiiiial  in  joneni  Inicrvnil  null  H-inl. 


Sitbtls   Gnttmehungen  über  algebraüeke  b'Mehm^M. 
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1)  A 


2) 


IS« 

a  s 

*Q*    r'ci'    Kq 


■^n     »      « 


§^ 


(1) 


1/5 


8 


8)      —  ^,     „     o< 


•••    V  Cm 


n.  8.  w. 


Es  treten  hier  die  reellen  Wurzeln  a  je  zweier  der  Oleichnngen 

oder  geometrisch  anfgefosst,  die  Ahscissen  a  der  Durchschnitte  der 
dnth  diese  Gleichungen  dargestellten  Curven  auf. 


Bezeichnen  wir  allgemein  den  Wert  yon 

a,  fOr  den 

At 

-^. 

mit 

i 

«•»g 

(»)  / 

und  in 

Consequenz 

mit 

0«^ 

d.  h. 

f-g           g- 

■f 

k 

«•.ff 

=  fl,^  = 

■H-v 

(7/ 

^bUden  das  Schema 

i 

A,= 

Ca» 

CoaO 

C^a^ 

^         C,a« 

Cia« 

C4Ö*   .   .    . 

4)- 

Coa<> 

* 

«bii 

<«(H1 

«0« 

«0>4      .   •   • 

A  = 

Cia» 

«110 

« 

«11« 

«118 

0114      ••   • 

(8)    , 

^- 

Qa« 

^10 

a«n 

« 

«i»a 

O^      .   .   . 

^s- 

Qa« 

«810 

^n 

«Sit 

« 

Oj^     .   .  . 

^- 

040* 

«4»0 

*4il 

«4if 

«4?« 

♦         .   .   . 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

•         •   •   • 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

•         •   •    • 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

•         «   •   • 

9* 


82 


Sitlull   Vntrrvtthuit^i  tU'r  nigtkm 


ti'lriekuugni 


WofiD  a11|^meiu  Im  Durchachnitl  Üerjcuigcn  IIorlzuDlal-  nnd  VM 
reih«,  wolche  brüUj^lii^^ti 

A,  und  A^ 
^•ntspricbt : 

a..v     stellt 

Es  sei  in  jeut-T  Horizoutatreihi> 
der  kluiiistn  dur  Werte  vor  dorn  •  mit  n,' 
„    grösste     „        „    hintor  „    •    ,.    o. 
Obig«  Lösutig  (I)  nimmt  t'olgcndct  Gestalt  an: 

1)  Die  notwendige  und  hinreicbundc  BcdiuguDg.  i 


seiu  kaiiu,  ist 


A  =  A 


2)  Ist  diesi!  Sedinguug  erfüllt,  SO  ist  A  = 
vou  II  im  Intervall 

und  nur  rur  Uieao. 


UUlfsuufgab«'  11- 
Itfer  Werte  A„,  A,,  A 
ftntegral  (0, 


Den  Vorlauf  v 
A^  .  .  -  Am,  als  Va 
tKustullcii. 


Wir  vuratcücu  uuti.T  «   stets  -j-'^- 

£b  Mnal  sich   iu  jedem  belifbigtn  Falle  die  Aufgabe  i 
p6seu,  dasB  die  luUTvall«  in  {&)  der  fieiLc  uacli  fUr  >  =t  0,  : 

b»»ümiiil.  wi^rdcu. 

Bei   grüäsLiiT   Oliuderzabl    wird   im   Allgemeineu  <Ue  1 
äurch  folgende  Betravbtung  wt^sciitlich  verein faclt. 

Jedem  ^U  ontsprittit  uulwcdcr  eiu  Intervall  (a.,  a*')  odd 
t  entspricht  »Ikt  uiuj^eki'lirt  ciu  iiivm  bestiuuntvs  .li. 
folgt  lei<:bt,   das»  sidi  aäirnntllcliu  luti'rvalle  aneinniider  unscfl 
Ider  Atifangswerl  des  ciut'u   Ko^liicb  Endweit  einue  audcru  j 


(■■')  urhiUton  wir  in  fülgeuder  Wei<e.i 
liaben,  sei  i 


Die  rutenalle  {n, 
Um  I 


neu  bostimuiten  Fall   vur   Auge 

ijwHeii  wir  a  die  poiilllvi.<n  WiTte  In  u<-Raiivcni  Sinno 
),dBrcblaufen,  so  ist  naeh  dem  Vorigen,  wenn  von  don  W( 


*)  SMiit  i.  LCaniig. 


„  tsl:  für  n  üwisi'hcü  «„'  —  »   und  a„  =  Oo^  das  A  —  ^«'^ 


-^   = 


«    •<  - 


t  (■in  Intfinrall,  dt.'s3i>u  Eiidwort  o,,^  ist    DGiiRclbon 
L-i^d  finden  wir  in  dem  Schema  (3)  ia  der  4teii  Horizootali 
f^iem  *,  das  ilim  bosogtoo,  zu  suchcDdeo  lotcgral  onUprecl 
i  Ag  und  das  lulcnall  aullist  nach  Obigem  licifrenzt  dl 

fiu  grOuetv  n^'^  ig«  (=  "0,3)  ui)(I  das  klpincrv 

Wir  bcnK-rken ,  daas  ilaa  Schema  (3)  f^edacht  wird  nnd  nur 
igen  Werte  doasclbcii  aiiszurecbncu  Hiud.  So  ist  ad  I)  die 
uing  der  Werte  in  Her  2lea,  .Stou  ...  HorizuuUlroiho  DbcrIlUsalg. 

IVir  golitti   r.atn  ailgi'moinon  l-'allo  Über  nnd  kOiincu  auB  darauf 
11  die  I.i)suii(^n  anzadet]t«<n. 


(Nur  bei  1,  2,  3  Gliodeni  zweckmABsig). 

,')  oacb  HUIfsnafgabu  I.  (1) 


(Bestimme  die  Intervalle  («i, 
BUttcti  fllr  »  ^i),  I,  a  .  .  . 


3.    L  0  s  u  n  g. 

Ntimmu  die  Intervalle  (a,,  a,'),  wie  oben  ad  1)  and  2), 
Iftlgonder  Satze. 

Saifssatz  1.     Bei    !  ^^"       nehmendem  a  fogt  anf  oil^ 

1    Potenz,     v.tn     .>     in    A,  =  C««'     stetB 


ir  7..  I).  ad  2)  ti^,j  iü  <ia,u  verwandeln,    «pringen  wir  I 
t  (8)  ans  der  Iteu  iii  die  3te  Ilorizontalreihc  Über). 

HülfBsatz  il.     Ist  n.  =:o,,f,  8ü  ist  o(' =  «,,,  =  a.,< .=  «,  U 

Eolgt  iu  nt^gativeiii  Sinne  anf  A,:Ai. 
■All  EriaateruiiK  und  Anwendung  diene: 
»HttlfsaofBabf  11".    Die  Uborbanpl  möglichen  FttHo  i 

piificlren. 
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Siibth 


Igt  speciell,  wie  oben  f 

«  -  4,    (^    C^...C^ 
80  baben  wir  folgende  Znaunmenstellnng. 


CluiISatloii  der 
FlUs. 

Iidlcei  der  ^ 

belwacbnn- 

dems. 

Sjnboliide 
derFlUe. 

Toiiom...oM">l  der  grUntt: 

I-    "». 

4,0 

-«(«1 

U-    <ta 

4,»,0 

-'»MI 

m.   a„ 

1)  •«>■■» 

4,8.0 

AuMt 

»).«>"« 

4,8,2,0 

-4t*AM) 

IT.«)  ■»,, 

Tob  o„,  o,„,  o,„  Bei  der  gOaBtt: 

1)".« 

4,1,0 

^(#.1.0} 

»»>« 

4,  3,  1,  0 

■4{«a/)) 

»«,» 

»"«>»« 

4,  2,  1,  0 

Aisam 

2)  «.»>«« 

4,  3,  2,  1,  0 

^WAIW) 

Die  Intervalle  tod  a  mit  den  zngcbOrigen  ^  ergeben  sich  au 
der  2tQn  Colnnme  nacb  HOlfsanfgabe  I.  (2),  z.  B.  ad  Fall  III.  1): 


Sind  Co  .  .  ■  Ct  oder  ist  ein  Teil  dieser  Coofficienton  < 
)  follon  die  entsprechenden  A  fort. 

Ist  E.  B.  £ü  "  '^  1  so  in  vorstellenden]  Falle  III.  1): 

0    A^    ot^    A,    X. 


*)  Iit  voD  i>o,i  .  .  .  nQ,«  :  (10,1   der  p'Oute  und 

I)  °t,i  ^cr  iweitgröMtc,  ao  liegt  Füll  IV.  I)  vur, 

9)  00,8    „ ,.     IV.  I)  oder  IV.  S), 

8)  «M    »  „  , IV.   I)  oder  IV.  3)  I, 

n  dabd  004  <  004  «  00,9  <  "<«)■ 


Sirhils   ünUmtkunjlrn  ihtr  alythraUihi    OSfrhunyt'i. 

Denken  wtr  uns  dio  Cunc  ;/  —  A  für  -j  ">  it  coiiatruirt.    l>io>| 
lUba  BotxX  sieh  aas  Bogen  der  Curvmi  ^  =  .-l(,  J,  .  .  ,  /usamracu. 

Diu  ollgeiDOiao  Olaisitioition  fttr  utu  licüt'bigL'S  m  lässl  aicli  nafti 


X>io  MaiLimalti('stimi|iuii(;  von  z  (S  13.  U.  4))   Tahrt  ana  wcito 
Ka(4io 

Baifflxifgabo  111.    D<3U  Vcrlanf  der  Fauutioii 


=.,«==.-.yi 


Losung- 
Ir— e  =  2,  saF=  couBt,  =  1. 
^  Jedem  aodurn  Fatlo  ist  das  Vuneicbcn 
B 
n  Oadvirten  F'  idoiitiscti  ii>it  dem  der  orsteu  Derivirten  voa  J 

».(■)  ■ 
±Um  wir.  dass 
»,(.)  -  (.— l)'(l  +  2.+S.>+...(r-l).-'| 
».'(.)-■■('— IXs-lK-', 
so  ergeben  sich  suceossivc  folgende  AnsdrUelce  mit  dem- 1 
selben  Vormeheu  SJ: 

1)  ».(•).. (.-l)-i-(.-l)'lP/(.) 

J).(lr-)).'-r.='->  +  l|-r(r-l|(.-l)'..'-! 

»)  .ll+2=+3,"+...(r-l»^->)-(r-l)(r-.).'-». 

Der  letzte  Ausdmck  ändert  hßciistens  einmal  sein  Zei^co,^ 

weoB  s  von  0  bis  i  übergeht  nnd  ist 

r(r-l)(.-a)j 


1)  »r  .  -  1  ; 
Hjflrs-i.  1 


.<r:^a 
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Aus  (3)  folgt: 

Ist    l)e22<r.8oSJ mrl<»<» 

3)2<«<r,    „«=+    „    1<.<^., 

WO 

die  Wurzel,  >  l,  von  (1)  2)  oder  (IJ  3)  bezoiclu 

»  also  dieselbe  Bedeutung  hat  v'm  in  g  14. 
Das  Voneichen  !S  belehrt  dus  über  das  Wachsen  und  J 
f  TOn  f.    Diese  Function  nimmt   J  -  l   }  •  wen«  *8  =  ± 
Ist  a)  e  —  1-  =  2,  so  iBt  F  constant  ^  1, 

b)  e  ^  2  <  r,  80  nimmt  Fuh  von  fr..(l)  bis  fr«(4 
(Es  ist  /;.i{l)  —  00,  rrMl)  i 

c)  c  =  r  >  2,  so  nimmt  F  an  von  /V.r(l)  =  O-il 


Iw 


«..(») 


=  K43 


d)  3  <  e  <  r.  so  niminl  F  /u  von  F(l)  =  (>  bU  J 

und  ab  von  F(*,.,)  bis  F(u 

F  =  Max-  für  I  ="  j^,. 

Bd  der  Andösong  namerischer  GlcicliuDgen  wäre  die  jedeJ 
I  BcrechBong  dvt  Wurzela 


[  zü  Ecitranbend,  Wir  worden  daher  im  nächsten  Artikel  ^  die  'V 

=4i4i    "i^t  «».6;    «irf,  »i,e,  >j^ 
I  Nlthiirnngswerte   angeben   aud   zeigi'u,  wie  fllr  die  wcittTi>n  Wni 
L  durch  eine  klMae  Nebenrechnung  ein  orster  Nälieruiigawort  gefundW' 
I  werden  kann,  mit  dem  man  sich  in  den  meisten  FtÜlen  b(^Dl^ 


Stitmmts    Cfafmxntiti-^  äbrr  al^hmitfAt   Ohi^onifim, 


Problem.     Das  ProbUm   in  g  13.  mit  ilor  Bcdingane 
tu   löBon,   dssfl  der  Fortacliritt  z*)  ein  Maximum  nirdt.  . 
c -=  *,    anil   r^cunstant  angenommen. 


LöBnng*«). 
l)  Bilde  znuticlut  nach  dorn  bekannten  Schema  (Art.  L  {  2.)  | 

/(i(+f)  =  <%.«-+c,,a*-i+...ft,_,.*+c,  =  0. 
Wir  BiilerscheideD  2  Falle  i 

b)  ^(*,)  -  ^«  <  IJ, 

i  2)  r  —  oder  >■  Exponent  bczUglicb  dt'S  oralen    {     .     ! 
■       ■*'eaeiT  Olfiinliung. 

8)  Bereciine  für  jedes   {  „„„   i  Glied  bis  oiuschlicsslich  des  mit  x 


I  neg.  ( 


C) 


c.  --=  c,  -,  -■ 

mit  e  den  Exponenten  jene»  GUodc3  bezeichnet. 
10  Bttirsaafgabe  U*.  in  §  14. 


Balfsaofgabe  IP.)  anb-hnen. 

IHe  sieb  biordurcb  ergebenden  Intervalle  von  a,  in  wckhon 

Ä^  A.  =  A,-,  =  ±  t, , 
•den  wie  oben  allgemein  mit  (n«,  a,']  bt-zeichuet •••}. 

hWir  kttnnten  unn  weitisr  tortfnhrL'u,   indem  wir  fOr  jedes  der  e 
B  Hm&aufgube  III.  in  g  lö.  lüsen,  die  F^a^  iu  den  cntaprechcndcu 
'uu  i:  |i,',  »,)  bestimmen ,    a.  s.  w.    —    (Es  ist  das   a» 
■.  I,  >  das  a,'  entspr.  »«')■ 


e»rn    vornDs,   dnss  die   Gk'ii'hiing   u-cnicdcaa   3   Wuclig 

t*^  FltT  i^witBC   KalegoHcn  Jet   Glcichong  (i^),   rliiirnkicHsfri   ilurrti   I 
'    1  d«r  Glli^'lei-,  g«Un  wir  in  $  IT.  ilireit  tlu«  EndreaaltM. 
••)  4)  »Idlo  spaier. 
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Einfaclier  gelangen  wir  zum  Ziel,  indem  wir  Folgende«  li 
ZonAcbst  fUhron  wir  eini^  Bexetclinnngen  ein: 

1)  j|  Btatt  *,,r  veno  ein  bestiiiuntea  r  TorHegt 

—  Torteilhaftcster  Wert  Ha»,  ot^i  d.  h.  fBr  deo  i 
von  a  im  InL  \{0,     co)|      dn  Uas.: 


(1) 


.  oder  kurzer,  wenn  ein  boBÜnuntes  •  ins  Aog«  g»- 
fasst  ist: 


3)  Sich  nach  g  13,  II  2)  nnd  4)  entaprechoude  WflrtB  ' 
von  o,  «,  X  Bflion  dnrclt  dieselboD  Indices  beieiGluNt] 

80  entspreche  z.  B.  ot  dem  %,  %  dem  o«,   «  —  Kam 


—  r  ■»  2,  so  ist  a,  also  auch  a  beliebig 
=  2-<r,  „     „»  —  *,'  alBO  a  =  a,' 
=  r>2,  „„^-^      „    l-a, 
<  e  <  r,  „    „   »  =  mittl.  d.  Werte  «„  ■,',  N, 
mitbin  iprl»)  =  mittl.  d.  Werte  (»•■(«),  vK>t'))  vA^t), 


„       iOga=     „       „         „      Jogn,,  logo.',  log«»*). 

Hiernach  liessen  sieb   für  jedes  der  Partialintcrralle  die  r,  bestim- 
men und  schliesslich  k  ^  dem  grüHSton  dieser  Werte. 

In  gewiBMcn  Füllen  können  wir  ans  einen  Teil  dieser  Arbeit  er- 
sparen.   Sind  nämlich  zwei  aufeinander  folgende  Intervalle 


Aus  S  16  (4)  folgt: 

a)veim 

b)     „ 

e)     „ 

(2)         < 

1    d)     „ 

1  log04   eraebe  at»  Art.  V. 


KBuh  tuiaoror  früheren  Dozuichnong  iti  d<-iii  Iteu  Jt  =  A,,  inm 
miU)aA  =  Ai,  so  kßimeti  uutcr  anilunu  folgendo  F&llo  cintTGteofl 

1)  n,  —  iie  oud  gleichzeitig  «t  -^  a, 

2)  o.  =  a,'  od.  II,  „  „  ai  ^  at    bei.  a,' 
ul  1)  ist  in  (<t,(i|'}  -.a^  a%' 

„  3}    „  „        „      :a»  ai  bez,  Og;   es  kommt  also  bicrV 

0-1  bexagl.  tt  nidht  iu  Betraclit. 
Ebschaltnngon  fahren  wir  in  nnsoror  LOsang  fort. 

nach  (3)  mit  RDcksicIit  auf  (3)  die  „in  Betrach^ 


fmit  Hälfe  der  Fornidu  S  Vi,  I  oder  %  13,  II. 

)  Beispiele   werden  das  VorBtcbaode   kl&rur    machcii   nnil 
a  die  Läsuug  eiufachcr  ist,  als  sio  sich  darstellt. 


Beispii^l  I'. 
\  ^)  =  «*^8(fer''+199&r"'  — U937a  +  5UÜÜ  -  U*) 

a  Wnnel  ku  trouncn. 
»bt  vr,  -  0.  c  =  0,  tm  >  U.  „  ^  4,  r  =  4. 
»  Verlauf  von  A  =  J,: 

0    i»    V333    A,    » 

^0—  V333-,     3  =  1.0R2,..,    a  -  0.fW2.V333  =  1,4 

1  0  and  1,496  liegt  also   höchslens    eine  Wurzel.     Nun    ist  1 
I^Oj/U)  <0,  als.)  enthüll 

(0-,     1) 

10  Wnrat'l  (/.wischen  1  und  1,496  Hegt  keine). 

1}  Tlit  Arnilysi*   und   Solalio»  (if  Oubic  nn<l  Biqiindrnik  Equaliona.     Bj' J 
wToDBI,  LonHun   1843,  S.  SIS  um): 

It  TbeoHe  uml  AiiS.  der  bohcrrn  nlgebr.  und  der  triuuc,  Olg-  von  DrJ 
,  Brinnerliweig  I8&0,  S.  S13. 


Beispiel  P. 
Die  3te  Wanel  dor  Torigen  Gleichung: 
(0)*)...«*— ftte»+I90(*i-»— 14937:r+5UUU  =-U  ...  (-i  | 

lU   trOQUCD. 

Wir  sotzcD  f  =  IC,  =  1  und  eriialtcii: 
(1)  ...  IT*— 76i»+17ei;(>!— 11177ii--80ie!  —  U  ...  (3  1 


=  3, 


1 


für  jedoB 
8018 


3,7&l 


^,  =  0,    l  =  a;     uach  5  13,  II,:    ^  -  |/^ 

d»  f{3,lb)  <  0,    80  hat  tO)  zwisthni  1  und  IJS  Iteine  1 

Für  c  —  «,  =  5  ist 

(6)  ...  !.^—6(k''-f948j«—457»T— 29110  =  g  ...  (8  T 

Uatte  (&)  weniger  Wechsel  als  (1),  so  masston  wir  wieii 
geheu  und  die  Wurzel  in  (4,76;  b)  Buchen  * 

Wir  linden,  Hhnliuh  wie  vorbcr,  deu  ueaon  Fortachrit^ 

x=6,2.%... 
Für  c  =  a,  —  12  ist: 

(12) ...  I*— aal"— i(b-'+5367a!— 4oa 

Da  kein  Zoichenwechscl  verloren  gegangen,  eo  bünncn  | 
gehen. 

Es  ist  /(12)  ■=  —  4U36  <  Ü,  also  r 

entsprechenden  Intervalle  {n^a,')  eind:      Ir^-    oo  j     nnffl 

l-^.i'.-iU  ..,,:-  f„.2(J...  -3.7: 


*)  Urc  nach  c  tnoiifurniirlc  GJticIiuii^  lii'EiiHint.'n  wir  )ii  I 
mit  {e),  tlto  diu  arBprOngliihc  m'-t  (0). 

**J  Die  Giialleclilunk;  il»  F«urior'«i.'hcn  Tlii'ori'iiia  in  iirbi 
nicht  oAtig,  iitnr  wid  ilj«  frOlicrcn  und  dio  fotgcndi'n  BoisploT« 

tworkmbsig, 
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Zwiaehen  12   und   15,75   liegt   folglich   höchstens  eine  Wnrzel. 
(Q)  weiter  nach  4  transformirt  giebt: 

06) ...  jr*— 16«*— 306««+394ar+15352  —  0  ...  (2  Wechsel). 

k  (12;  16) 

kt  ibo  geoao  eine  Wonel  enthalten. 


Beispiel  K 

He  3te  Wurzel  von  (0)  zu  trennen, 
k  obiger  Weise  fortgefahren,  findet  man  in 

(16;  82) 


Wie  Wmel.    £s  ist: 

(82)  ...  a?*+4aiH»+46ac»  — 1753a?+104 
/W)-104>0,  also  r  =»«  =-4. 


0  ...  (2  Wechsel) 


e 

=    4 

3 

2 

s 

=    0 

1 

2 

c. 

=     1 

1 
12 

1 
77 

A. 

«     1 

1 
12-« 

1    , 

77^- 

iten 

1  dieser  Werte  A  =»  l 

0 

«ou 

^,  « 12;    a„8 


77 
12 


=  6,4166  ...  («0,2  =  V77  «  8,775  ...) 


1 

=  00  = 

=  12    (da 

6  =  r>2) 

«1 

77 

—  dem  mitti.  der  Werte  t^, 

12  1 

77 
""12 

(nicht  « 

12) 

77 
"12 

(hier  ist  t 

»«2<r) 

77 
"12 

m 


Sitbrt:    UnttTMVrtiuttgra  ab/r  alytbrai'rit   GUirAv^SI^ 

Wir  faOmien  e  ^  S  oder  =  3  nalilen,  (loa  Resultat  tot  li 

/4\^       "■  g*    104       UM       la 

^    '  \2/462  "77'    **  ""  77     a*         77fl»  ~    {' 

B  77 

a,  =  B  =  0,U7  .  j2  =  ^0,46. 

Da  /■(3a,4)<0,  dagegen  fl^2,  >  0,  eo  beiludet  sieh  die  3te  Wmii 
tn  (32;  33,4). 

die  4te  Wurzel  in  {32,4;  oo). 

Beispiel  11. 

(S  10.  Bspl.  I.     S  2.  Bspl.  Ha,  (3)). 

a-B-fGa-S+Sir*  — 5a=  — I5a^*  +  0.flr  +  ö  =  0. 

Mau  findet  r  =  6;  für  *  —  U  sind  die  Intenalle  (o«,  a/f, 
zugehOrigon  A—'k,: 


0  =  0,6;    »  =  1,82;     »  =  U,492<0y') 
w&hrend  wir  nach  der  Methode  in  S  10  den  erston  Fort 
den  zweiten  =  0,1,  zosammen  0,6  fanden. 

Beispiel  III. 

/(ir)  =  it'»  — 2iB»'  +  »r«»4-3ii:»+6a'«  — 3x*-|-»"  +  l  =  0*^ 
Es  Boi  f  so  zu  bcatimmcD,  dass  zwischen  0  und  x  liQcfait 

Wurzel  liegt. 

n  ^  14;  r  =  14;  t  —  kleinster  der  Werte: 

Ao  =  C^a",      At  =  C^a*,     Ai,  =  C^aK    A^  ^  C^a^  A«  = 


/14\ 


..=1    c.  =  (»)       c.  =  ^ 


(■/) 


-=j/(,V)-y(,j)-=[7(,^« 


•)  Dia   Aufl    il.  htMacn    i 


ISfiS.   S.  SS   nnil   nninbrl.   Lchrb.   d.  bDh.  Maili. 


I   P.  V.   J-'tinnk,   a  J.,  WH 


K"  * 
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Ar  grtote  dieser  Werte  ist: 

1 


y9i 

Der  Yerianf  von  ^  —  i^  ist  aldo  : 

0  oq  00 

»  1  i 

•  =  11^  «  y^— ,    ^  —  -jj  =  911  =  <jo,^(«),    s  =  1,3569,   a =0,68667 
V91  ^ 

ci.««  0,345  und  da/(0,245)>0,  so  liegt  zwischen 

0    und    a;  — 0,245 
keiae  Wnrzel. 


f  17. 

LttBang  des  Problems  in  §  16  für  gewisse  Kategorien 

der  Oleichnng  (c) 

(ffcp  welche  entweder  1)  «  «  2  oder  «  r  oder  2)  ä  =  2  und  «  r). 


Durch  die  Pnnkte  seien  Zeichen  angedeutet  gleich  denen,  xfr. 
welche  jene  sieben.  Diese  hier  durch  Funkte  getrennten  g)i 
Zeichen  kfinuen  auch  zasammen&llen.    Wir  erhalten  so  für  die 


kQbiscben  Gleichangen 
Bftmmtliche  Formen  mit  2  nnd  3  Wechseln: 


+-++  ad  1);  + +  ad  1)-,  ++-+  ad  2)  und  +- 

ad  3}. 


(Fflr  die  Formel  mit  krinen  oder  einen  Wechsel  ist  «  — •  amp 


■SMift  BUmMdbntym  «hr  iJiffhrahrlif  Gln'rlhiHjfit. 
deutet  in  obiger  ZireammeiiBteUung: 

r  =  Exponent  des  enton  nog.  Gliedes  tou  (o) 
,»,*»)  =7  (r  —  l)t'—r.'-l-fl. 


BeispieJe. 
<■     i'/TBäöä 


P  Baiapiel  l*-,  «16}: 

Die  Oleicliuiig  (U)  bat  also  zwischen  16  und  24,46  liöch-f 
Btens  eine  Wurzel  and  da  /(24,45)  ^  u  so  Idtiuo  sotcho. 

^)  a^— 2«»— 3«'— 136^+769  =  0    (2  Wechsel) 
o  =  ai=0;    i  =  x  =  |/^  =  1/256,33  =  4,  ... 


Die  nach  4  Transformirte  ist: 
=  0  (Iteiae  Wechsel) 

Es  folgt  also  einprseita:  In  (0;  4)  liegt  höchstens  eine  Wuraol 
und  da  f{i)  =  3O9>0  Bowio  /CO)  =  769>0  so  keinei| 
Andrerseits:    In  (4;  k)  liegt  Icoine  Wurzel ^    beides  zosara 
i«n  gefaBst;  ilie  Gli>ichuiig  hat  keine  positive  Wurzel;  dUA 
1  (0;  4}  „angezeigten"  beiden  Wurzeln  sind  imaginAr. 


'  +  14r3^69ar»  +  «  +  31»l 


p.)  BdBpicl  I*. 
)  lOOu*— 2or*-3«^+i»-0,77i+l  -  0    (4  Wechsel) 

«  =  *,  =0;  a  =  ^,95(.)=.10',  log9>5(i)  =  3i  i.^«-0,2 
Die  nach  0,2  Traneformirto  hat  keine  Weclisel ,  also  sindj 
in  (Oj  0,2):  4  imaginäre  Wurzeln  augezeigt.  i 

|4«*—W0it»+3996a!- 14937  =  0*) 

«  =  «,  =  0 ;  X  =  |/^^  =  7,88,  /(7)  >  0,  also  enthält 
(0;  7)    eine  und  nur  eine  Wurzel.  | 

I  1)  «*—3aE»+700a*+15132ic— 1804827  =  0**) 

ito,  Bniinbrhwcig  1850.  S.  901.      **)  cliviicl»  S.  SSÜ. 


Sii-hr.h    UnUrtuckangtii  ibrr  algebraitclit  Glfi<JiitngtH, 

'1804827 


«      i/i'ii 


=  31,1;  /-(SIXO. 


Also  hat  die  Gleichnng  in  (0;  31)  keine  Wurzel. 

•2)  Büispiüi  P  (5)  in  §  IG. 
nd  r,.     iJcisiiiul  1''  (12). 


Wii'  sind  iici  der  vorliegenden  Trenn uiigs- Methode   wieder 

die  Lüsuiif  von  Gleichungou  der  Form 


aujjewicseii,  oder  grnaaer  auf  die  Bestimmung  von 

z  >■  1,      so   daS8    ipr{')  =::  p, 

nährend   früher,  als  es  unr  darauf  ankam  von  einem  Werte  Xf 

einem  grosseren  j-j+i^  fortznsdireiteu,  nnbcltümmert  um  die  Gros« 
des  Fortschritts: 

=  beliebig  >•  1  gewälilt  und  dann  a  berechnet  werden  konnte. 


I  AnOtHJ^Ag  ihr  PtahuHin  WnW   tfhlMl  ««e.  ] 


quemen  AafRnduDg  der  Fuohtiouen  kleiner  Wiub^ 
ans  Tafeln  von  5  Becimalstellen. 


L.  üraf  von   Pfei 

in  Onu  den  frei. 


El  Band  42  dus  Arcbivs  erschien  8.  306  a.  S.  oin  Aufsatz  i 
llMroSeml  d'w  Änweudoug  der  Sekanten  zur  ÄufßndoDg  i 
VlangeniäQ  und  Bogen  kleiuer  Winkel,  aus  Tafeln  von  Ö  De- 

1  Icli  anf  die  in  joucm  Äufs^t?.  entiialteneit  Eotwiukelnngen 
R  Böhme,  will  ich  der  Bouut/ung  der  Maskiilyn'siihen  Begeb,  nnd 
It  dem  Gebrauch  der  Sel^autea  eine  allgemciucrc ,  und  wie  ich 
t,  praktischere  Anwendung  geben,  als  es  bis  jetzt  geschehen  ist, 

h  hiBen  sich  nämlich  bei  &stelligen  Tafeln  die  Funktionen  aus 
11,  aud  diese  ans  jenen  niittoisl  Verzchnfachnng  der 
i  dorch  nnr  einmaliges  Noctaachlaßen  leichter  nnd  1 
IT  finden,  als  es  auf  irgond  eine  andere  Weise  möglich  ist, 
K  die  Tafefn  darauf  eingerichtet  sind. 

mtlich  lauten  die  Maskelyn' sehen  Kegeln  fQr  kleine  Winl 


oder  logarithmisch: 
■sinvK  logx+JlogcoBx    und    loglang a-  =  log/  — llogcos«, 


oder  beiiuciner: 
llogsiu»:  =  logjT— JIogBeCiT    unil     luglangr  =  loga+S« 

Die  gtwöhiilicbc  AnweuiJaug  dieser  Rcgclu,  welche  auch  bei  7- 
itlligt'ii  Tafeln  gehrauclit  wird,  und  uuU?rlialb  der  ZaLlculogoritb 

i  auil  T  sich  tindot,  im  iu  folgeudun  Foriiiclu  ausgedrlli-kt  t 
Pier,  üstvUigc  Tafelu,  Eiuleitung  S.  27): 

logsiiii  =  logaT-|-ilogC<IBI— 5^il'H2ai, 

und 

loglanga:  ■=  log*— Ilogeoan— 5,3144251. 

Bequemer  für  die  Anwendung  hoi  ristoUigea  Tafeln  wüi 
B  folgflndon  Forniüln  sein,  bei  denen,  wio  gesagt,  stete  etst.'J 
aliges  NacbsthlagüD,  and  die  Addition  weniger  Ziffer 
,'  weuu  die  Tafeln  dafUr  eiiigeriditet  waren;  und   zwm^' 
r  LogaritlimuB  gesucht  wird: 


ulOx 


^  lüe8iu"a;4-ilogS' 

nnd 
ogain  10"ir+  i  logaeulü"«  —  n+! 


,,-_,  ,    lugsociO"« 

1U-„_„_J.-— — - 


wenn  dagegcu  zum  Logaritbnus  der  'Winkel  gesucht  wird,  Jel 
"dem  logsin^r  oder  logtaugx  gegeben  war: 


logtang  lO'j- 


lU-x+J. 


-  logsinx+M4-!Iog! 
oder 
J0glaugl0"i  =  logtangj-f  li  +  IlogseclO"* 


logseclO"g 
10*' 


igBecll>a! 

lU»" 


^_  1U|I 

^Hogi 

^^^B      Das  Verfahren  berulit,  wie  man  sioLt,  hü!  einer  Vorzchnfu 
^^^Hbs  Winkels  und  auf  einer  UniwandlüiiK  und  ZurUekverwao(UaB{ 
^^^^fnus  und   Tangenten  in   Dogen.    In  Formel   A.   und  B,  gebi^V 
beiden  ersten  Glieder  deu  Logarithnma  des  Bugcns  des  verzehufaC| 

Winkels.    Davon  n  Einheiten  iu  der  NeunzilTor  abgezogen,  gieW 

jrf>garithmus  des  Bogcna  des  einfachen  Winkels.    Das   viurto  i 
dlicb  verwandelt  diesen  Bogen  in  seinen  Siiiua  oder  seine  Tang 


1)  Die  Formeln  A,  B,  C,  T>  sind  so  gestellt,  dass  ein  ne^^al 
Iferth  von  logscclü"^  vermieden  wird,  dagoBou  ist  r-^  diesest 
■es  nnr  eine  sehr  kluine,  oft  voTBchwindeiule  Ziffer. 


itti'ntr   irTril./.  mit   Tafeln  von  5  bectmtiltltlUn. 

I  In  C  and  D  giebt  das  ersie  und  letzte  Glied  den  LogaritlimiitS 
}  des  oinfacbou  Winlcots,  die  Erhölmiig  der  KotinzilTor  um 
ibelteii  giebt  den   Bugcu   dCH  verzohufachtun  Winkcia,  und   dio 
ttiou  dt'B  dritlu»  tilibdca  verwandelt  dioscii  Bugen  in  si'iuc  Tan- 
,  wie  diuses  noch  iiOlior  gcielgt  werdou  soll. 

In  Worten  ausgedrückt  ist  da§  Vorfabruu  daa  folgpiidc. 

La  nnd  0.    Wonu  der  Winkel  gegeben  ist,  und  die  Fuiiktiuii  go- ~ 
twlrd. 

)  Hau  T«rzchiifucbt  den  Winke],  bis  er  (als  leiclit  zu  merkende 
Grenzv)  jtwischeii  2niKl"    und  20000",  also  zwiBcben  83'  9DPj 
und  5"  33'  20"  fai».     Man  könnte  als  Grenze  auch  180U"  a«^ 
ISOOO",  also  i"  und  5«  wählen'). 
I  S)  Hon  BQcht  logsiu  des  verzehn fachten  Winkels. 
S)  Man  nddirt  logsec  d(iB  verzchnfachti'u  Winkels. 
4)  Man  vermludcrt  die  Kennziffer  um  soviel  Einheiten,  wie  oft' 
man  den  Winkel  mit  lU  multiplicirt  bati«. 
I  1  logseclOx 

'  6)  A.  Wird  der  Siuus  gesnclit,  ao  addirt  man  noch  —  n  -    -qq — • 

wenn  man  den  Winkel  mit  10  mnttiplicirt  hatte. 

k-S)  Die  Grenzen  sind  nillkübrlich,  des  leichteren  Merkuie  wogen, 
Sie  reichen  in  ßstelligen  Tafeln,   wenn  in  den   beiden 
Wa  Graden  die  Funktionen  von  10"  zu  10"  angegeben 
la,  Tiel  weiter,  und  zwar  von  0«  17'  30"  bis  8»  37'  43".    (s.  den 

1  Aufsatz  §  13,  Anmerkung). 
[  Es  wurden  näTuUeb  über  17'  StV'  die  Sekauden  und  ihre  Üruch- 
i  den  Difterenzcn  von  10"  zu  10"  noch  richtig  bestimmt, 
I  dcn^n  Veränduningen  nur  iu  der  letzten  Ziffer  liegen  und  Ö  niulit 
irsteigen.  Es  lüssl  sieb  darum  durch  Intorpolation  leicht  der  rieh- 
0  Faktor  für  die  Sekuadeu  wühlen,  a.  Bsp. : 

logsin  0«  17'  42.0"  =  loglang. 

logtaug  =  logsin  17'  40"  =  7,71088 

40,8X2,6  -  106  pp  2,ß^^ =        106 

log  lang  =  logsin  =  7,71194 

Genauer     logsin  =7,7119428 

logtang  =  7.7119485. 

Man  sieht,  dass  hier  noch  ein  Schwanken  in  der  6teu  Dedmalo 
■tattnndet  (vergl.  Bsp.  16j. 

Iliesea  verschwindet  bei  grösseren  Winkeln  und  insbesondere  bei 
'  nnd  mehr,  z.  Bsi>. 


5)  B.    Wird  die  TangoLte  geaudit,  ao  addirt  Buin  in  gldcbcm 

Halte  man  den  Winkel  mit  100,   mit  ItJOO  iimltiplidrt,  » 

aioueeclOOx    .  ._ 

verschwindet  bei  Sstelligen  Logaritlimen   5 — ÜXX)  ' ' '  "" '" 

aioRBi'ciixwx 

'^^'S"""   3     lOÜUTJOO 
C  und  D,    War  die   Fniiktion  gegeben ,   and  wird  der  Winkel 
I  gOBiicht,  so  findet  man  den  verzchnfaciitcn  Winkel  anf  folgende  Ärti 

1)  Man  eriiöLt  die  Konuzitter  aof  8.  sodass  der  Winkel  üwischen 
()"34'30"  und  5*42' 30",  also  zwischoB  2070  und  SOb«f 
ftllt*). 

2)  Mau  geht  mit  dur,  bü  veränderten  Fiiuktion,  gleichvlol,  ob 
sinx  oder  taugir  gcgobeu  war,  in  die  Tangciitcnapalte  di 
Eucht  ilogsßu  neben  der  zunäcLst  hühcreu  Tangente  und  ad- 
dirt OS. 

Zu  C.    War  siuz  gegeben,  so  addirt  man,  falls  dio  Kennzilltir 
■         .     „   .  ■  .  .    llogseclOi 

um  eineEiuheit  vermobrt  wurde, nocli   0  '     iiy,  '  ■ 

Zu  D.    War  tiagit-  gegeben,   so  addirt  mau  iu  gleichem  Falte 
2IogB6clftr 


logain  0"  30'  17.4"  =  7,94ö02 

log  Bin      30' 10"     =7,94325 

pp  7,4"  =         177 


logsin       30' 17,4"  =  7,94502 
Der  genauere  WcrtJi  ist  =  7,9450198. 

loglwg  0»  m'  17,4"  =■  7,946(M 
logtang      30'  17"    —  7,94326 
24,0  X  7,4"  =         178 

log  taug  30'  17,4"     =  7,9-i504 
Der  genauere  Wertb  ist  —  7.9450366, 

Nach  der  andern  Seit«  gelten  die  Maskclyn'schen  Regeln  ftlr  fi 
I  stfllligp  Tafeln  bis  8"  37'  43"  well  erst  hier  der  Fehler  eine  faal 
I  £iuhe.it  der  5teu  Stolle  orreielit  Bei  5"  42'  30"  erreicht  der  j 
'  noch  nicht  eine  Einheit  der  Gten  Stelle- 

(Vergl.  den  citirtcn  Aufsatz  uub  Archiv,  Band  42,  J  4). 
•)  S.  Anmerkung  2. 


I 


i>  S  ÜtcmohlflUn. 


W»r  dkftcgf'ii   (Ho  Kcnnxlffw  nm   melirero   Einbtiilcn   v 

ironlea,  »o  giobt  m^stelÜKeii  Tafeln  5      ino(,Q—  koinc  bcdcutuw 

afforBehr.  Ebniso  vorscLwiri.lcl  bei  Tsttilligcn  Tttfdn   \  '"iJ^J^,^ 

Ich  gpbo  zur  Erläab^ruiig  Jer  Forniüln  sogloicb  einige  Beispiele, 

nd  tunr,  der  bi^suTon  Urborsicht  wegen,  auch  mil  7Gl<!lligcn  Loga- 

^Hbud.    Bei  TstdllgCTi  Logaritbinüa  eiad  die  Maskelyu'scheu  Kegelig— 

^^^fa  3^  14'  10"  giltig ,  weil  sie  erst  bi(T  oiuuD  Fehlor  von  cjnej 

^^^Bj  ESnheit  der  Tteoi  Stelle  geben.  V 


selbe  Beispiel  mit  Ssd^ligen  Logaritlimen. 
I  1.  b)    r  =  15'  12,23"  =  912.Är'. 


I)  Dorch  die  ZabloDlogarithmcn  gerechnet: 
<•  12^"  =  912,23"  (Nach-  >  log  =  2,9601044 

Bdilagen  bei  91223)    1 
(HidiBchlagon  bei  013)  B    —  4,685673* 

1^ T    —  4,6855776 

logslDxTT  .   ~  r7'\  -7,6456778 

logtaDgiT I  -  7,6456830. 

Ii  tKnimallges  Nachschligen  erbeten. 


E10-a-=iar-=9122X"a'*3i'  2,S" 


1  Attfflnila'iy  iUt  Fwiittonen 

logsina«  32' -=8,84643   ' 

p,.  2,3"     = 
ilogsec         = 


lognn  16'  13,23" 


—  7,64568 


--      +0,8 


logtang  15'  12,23" 
Beispiel  2.  a)    Gegeben  Iogsinx  =  7,&4&6777,  gesttcht  « 
logsinx 


J.logseclO"«  =  J.IogBeclO 


» 


logtuiiglO"ai(="  lOc)  = 

logtang  2"  32' 2,3" 


-  8,6459624. 


Bsp.  3  {vergl.  1.  a)).  Gogebeu  logtang*  =  7,6456820,  j 

logtang«; =  7,6456820 

"  =  1 +1 

JlogBoclOa: =  2833 

2  logaeclO"«!  _^  ^2  logaeelOa: 

3"      10»"  3       lÖÖ       I  "•*** 


1  logtanglO*!  =:  logtanglO»  = 
logtang  2"  32'  2,3" 


=  8.6459625. 


)&U3  beiden  Werllieu  folgt  «  =  15'  12.23". 

Diesolbcu  Bi^iBpielo  mit  5Btplligen  Logorithmeu. 
Beiapiel  3  (vergl.  1.  b)    Gegeben  logsin  =  logtangx. 


logsinx  =  logtanga 

=  7,6 
+  1 

4568 

J.seclfte     .   .   . 

28 

soclOir 
*■   100      ■  ■  ■ 

00 

logtangl0*{=2"32'23") 
logUng  2"  32' 

feixeo  ~ 

E  286 


=  8,64596 
—  8,64585 


^-2,3 


PP  2.S" 


I  >    I     I  ir  r    I-       I  t     ■         ä*B  ■•  • 

fen.    Sbi 


■t  SdkaMe  ta  4»  !h  «e  I 


I  di«  ZahlwkvirillRMii  (Bidi  Braaidier  S.  XXTj. 

I  -;,MU8» 

T  «r  ly  ly  I -  4,6eSS;76 

•^  =  «%^    1  «^o-^ 

9  in  dm  SckmuJeiitaiiKmteii  T,&l66i7S&  •!•  die  Tu 
'  13",  dum   in  di^a  Zahlcnlogarilhmcn  T  Ar  lA'  12"  K>l  S 
t  die  Zalü  913.23  bei  d<^  lifzaKlichen   I,o(;ariltiniMi  uacb 
I  iicnU>D.    AIm  da  drelm&Uges  NachschlAgcn, 
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Pf  etil  Zur  htfügmtrmt  Auffhdimg  dtr  Fimktwiie» 


Das  Verfahren  «         -tc^ —  ^^  Jlogscc«  zu  BOtzen,  rechtfertig! 

sich  durch  die  Erwägung,  dass  bei  kleinen  Winkeln  die  Dififoreiisei 
der  Sekanten  beinahe  im  Yerhältniss  der  Quadrate  der  Bogen  wachsen 

Es  seien  nämlich  a,  6,  A  die  Seiten  des  Funktions-Dreiecks  de« 
kleinen  Winkels  x  (s.  d.  Fig.). 

Es  ist  dann  secx  »  t  und  bezeichnet  man  die  Difforons  von  jj 

o 


~     b     ' 
b^-2bd+^  und  auch  Ä«  —  ft*+a«,  also 


und  b  mit  dy  so  ist  sec«  =  --]r-'  ""  l+I-  Es  ist  aber  ä'—CH-^O*« 


Bei  der  vorausgesetzten  Kleinheit  des  Winkels  verschwindet  ^ 


neben  2bd,    Es  ist  darum  a'  »  2&<2,  woraus  d 


2b 


und  schlieasUd 


a 


8 


durch    Substitution    seca:  =  1  +  öi»  folß^ 


Es  stellt  hier  «rj  denjenigen  Worth  vor,  um  welchen  in  kleinea 
Winkeln  die  Sekante  grösser  ist  als  1.  In  diesem  Werth  ist  aber 
öTji  eine  constaute  Grösse.     Setzt  man   darum   für  a  verschiedene 

Werthe,  a:,  .^rr,   föö«  •  •    fö;»*'   ^^   müssen   sich   die  Werthe  von 


a 


X' 


1      x^  1        a:*        1       »• 

g^jdemgemäss  verändern  in  ^^.  iöö'2&«'   lÖÖÖÖ '  P  •"  iÖ»^  b*' 


Das  von  den  Sekanten  Erwiesene  gilt  aber  auch  von  den  Loga- 
rithmen der  Sekanten,  weil  diese  bekanntlich  bei  geringen  Zahlen- 
unterschieden im  Yerhältniss  dieser  Unterschiede  wachsen  und  ab- 
nehmen. 

Als  Beispiele  mögen  folgende  Werthe  dienen: 


10000" 

-=  20  46'  40" 

sec  =  1,0011764 

log sec 

^  0,0005106 

1000" 

«  0«  16'  40" 

sec  =  1,0000118 

log  sec 

-  0,0000051 

100" 

-0<>    1'40" 

sec  —  1,0000001 

log sec 

=-  0,0000000,5 

10" 

=  0<>   O'IO" 

sec  =  1,0000000 
femer: 

log  sec 

-0,0000000 

ktfiHrr    Wink 

«I,  aui   ThßU  »ou  i  D,^«atittttm. 

1 

—  6«  33'  20" 

—  0»  33'  20" 

—  0»   S'20" 

8«  — 1,0047194 
Bec  -  1,0000470 
sec  =  1,0000006 

logaec  = 

log  860  = 

log  Bec  = 

0,0020448 
11,0000204 

0,0000002 

—  0"   0'  20" 

8oe  =  1,0000000 

logBOC- 

o.ooax)oo 

1  licit,  das«  in  7BU'lligon  Logaritlimon  der  Wiukel  5' 33'  2 
r  die  lifgol  giltigü  Greuze  biireila  (IbLTScüri'iWt,  wenn  man  ( 
I  20ÜÜ0"  Dud  von  2\Mi'  vergleicht. 


I  wUrdo  hiuruach  zweukmOäsig  sein,  Öslelligc  Tafdu  etwa  1 
idcT  Art  aDzaordDeii. 

ri)  Es  tDOsatc  bis  zu  S"  60'  dio  Verwaodluug  in  Sokuudcn  nt>l 
1  Graden  und  Minult'ti  Htebcu. 
9  Gs  mOSütoD    bi§   zu   1^  60'  dio  LogaritJimcn  üt^^r  Sinus  i 

Tingenton  von  10"  zu  10"  angegebon  soiu. 
Ü  Von  3*  0'  bis  zu  5*  eo*  gcnOgeit  zwar  die  Minuten  für  < 

Bcclimiiig.   iodcsa  dOrfto   dio   Angabe   vou   10"  zu   IV 

qncmcr  sein. 
U  Bbenfills  bis  5"  60'  mUsste  *  des  Logaritlimus  der  Sckantif 
I  ugegoben  a^ia,  und  zwar  bi»  iu  die  ßte  Stella  "). 
3  Von  0**  0'  bb  0°  -20'  würden   dio  Differenzen    der   Sinns  uaj 

Ttngeuttii  besser  wegbleibt^n ,  um  Verwirrung  zu  vc.micidoi 
I  weQ  aie  fUr  die  Rt^chiiung  nii:lit  brauchbar  sind. 
Q  Es  könnten  bis  zu  5*60'  oder  mindestens  bis  ku  1''60' 

Logaritfameu  der  Cosinus  fQglicb  abgektlret  wenlon,  i 

itt  s|iareu. 
)  Diu  Spalte  ixec  bleibt  besser  von  den  Qbrigen  getrennt, 

tle  Kwischeii  diese  gestellt,  die.  Harmuni«  stOren  würde, 

lio  für  die  untere  Bezeichnung  der  Winkel  von  iß"  I 

Dtcht  passt. 

i  wiQ  hier  f\a  Hnsterbibi  geben,  wie  derartige  Tafeln  wo|| 
Atet  werden  konnten : 


}  E«  mltueii  'i  der  Sekanten  atigegebeu  worden,  weil  sieb  i! 
i  die  ganze  Sekante,  ftla  der  negative  Cosinna  leicbt  e 


I  9to  Decimnle  ist  nothwendig,  weD  sie  bei  den  Sekundei 
I  berOcksicbtigt  werden  kann. 


I 


Pfttli  Zur  he^tmfrtn  A^ßlilJang  dir  FunkfiniMt  m 


D     Tang      ßo   Colang 


jCosfn'  u 

1 9  aal 


■u    n    y  b    a|, 


8  3l)Ct<9   , 

Ö3t.7K0  ; 

H36K70  ; 
I  t*369bU   ■ 

8i7U5U|; 
I  b  37140   ; 

B  37229  I 


^^^bt  Minutend 
■■mÖÖJ82J|2 

9     i&eeo ,  83,0  2 


I  ö  I     Cotg      De     Tang       Sm^ 


Von  2"  0'  bis  5*  60' 
it  Minutendifferonzeii ,  wenn  nickt,  wie  oben,  mit  10"  DifforcawJDV 

40. 


1[_J£840 


i&eeo ,  83,0  21 

15720 !  84,3    22 
1578U  I  84,8    23 
1640   85,5    24 
66,1 1  25  I 


D      Tang.     De    Cotaog. 


I  ' 


■  8.88783  I 
I  Cotang.  I  De 


ICosiu  , 

I  9,99 

I  1,12047  i...876 
!  l,118«ü!...875 
■  1,11713  [..,S74 
1,11.147!, „873 
1,11382  L.872, 
1,11217  L..871  i 
T.ing.    !  Sin.  1 


IM 


Ich  gebfi  sQgleil^h  noch  ctuige  Beispiele  mit  BeDotzong  des  t 
stchi'üdcn  TabdlonstUcks. 

Bcinpii'l  4.     Geandit  lojjsin   und  lugtAng  vou  x>=0''8': 
"t  482 ,46". 
||0b  —  4824,6"         1"  2^  20"       |  lo);  siu  =  8,3G86>< 

-1"  20"  24,6"  4,6"  pp=  41,4 

Jscc  =  3,9 


f  1    BOC 

ftä'ioo 


.575;  =0,04  vorschwindet)- 


logsina;  --  loglangn 


i=        +0.1 
—  7,M9Ö3. «) 


6)  Mit  Zahlentogaritbmen  gorcchnct. 


463,46 

bei  482 


log  =■  2,6834613 
8  —  4,685574.') 
T  —  5766 


logsin  =-  7,3690358 
logtang  =  7,3690369 


kleiner    Winkel,  aus  Tafeln  von  b  DecimaUtetUn, 
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ol  5.    Gesucht  log  sin  und  logtang  von  0  «  0^  26'  21^' 
10a:  =  15812"  =  40  23'  32". 


a)    Mit  Miuuteudifferenzcn  gerechnet. 


D  = 


4«  23'' 

87,5  32" 


log  sin  »  8,88326 
pp  =  87,5 

^sec «-         42,5 

-1, 
-t-im=       -0,4 


100 
+  3 .  loc 


+  0,8 


Qo  26'  21,2" 


i 


log  sin  »  7,88456 
logtang  =»  7,88457. ') 


b)    Mit  Zohnsckundendifferenzen  gerechnet 


>,6 


4«  23'  30" 
2" 


log  sin  »  8,88408 
j)p  =«  5,6 

^  sec  »         42,6 

-1, 
—  1   — _       _04 


+1 


100 
sec 
100 


+  0,9 


log  sin  «  7,88456 
logtang  «=  7,88457. ') 


h  Zablcnlogarithmen  gerechnet 


26'  21,2"  =  1518,2 


log 
8 
T 


3,1989868 

4,6855706 

5834 


logsina; 

logtanga;    .   .   .   . 


7,8845574 
7,8845702 
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P/eili  Zur  bequenuren  AuffUdfmg  der  PunktioMn 


Beispiel   6.     Gegeben   log  sin o;  »  log  tang«  —  7,36903, 

sucht  X. 

1+logsin  »  8,36903 


^sec  = 
sec 


h 


100 


7,9 
0,1 


lOc  =  4824,6"  =  10  20'  24,6" 
X  =  482,46"  =  0^  8'  2,46".  ») 


logtanglOa;»  8,36911 

870 


PP  4,6" 


41 


Beispiel  7.    Gegeben  logsino;  «  7,88456,  gesucht  x. 

a)    Mit  Minntendifferenzen. 

1+logsina;-»  8,88456 
I  sec  »  85,5 

+  i.?^-       +0,4 


10»  =.  15812"  «  49  23'  32" 
X  =  1581,2"  =  0«  26'  21,2" 
(89  X  60 :  165  =  32) 


logtanglOc  «  8,88542 

453 


l>p32" 


89 


Gegeben  logtanga;  =  7,88457,  gesucht  x. 

l+logtanga;  =  8,88457 
i  sec  =         85,^ 


Wie  oben  .   .   . 
b)    Mit  Sckundemliffereuzen  . 

(6X  10:28  =  2)  lOx  =  4«  23'  32" 


logtanglOa;  =  8,88542 
536 


ppr  = 


ir  =  0«26'  21,2"  wie  in  a).  ») 


8)  Durch  Zahlenlogarithmen  gerechnet. 

Nachzuschlagen  in  den  Sekundenlogarithmen 


neben  7,36862.  Man  findet  für  8' 2" 
in  den  Zahlenlogarithmen    .   .   . 

und  schliessl.  0»  8'  2,46"  =  482,46" 


log  sin  =  7,36903 
S  =  4,68557 


log  =  2,68346 
Es  ist  ein  dreimaliges  Nachschlagen  nöthig. 

9)  Durch  Zahlenlogarithmen. 

logtang  «-  7,88457 
T  «  4,68558 


«  -=  0<>  26'  21,2"  =.  1581,2" 


log  »  3,19899 


Mf£»r    WinM,  « 


i  tWfrln  fWH  3  fJteimnliltHtit. 
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I  sioht  ans  deu  BeUpieleD  7.  a)  und  7.  b),  dass  das  Resultat 
bndert  ist,  ob  Müiuteu-  oder  Zcbnsekuiidendifferejizen  angewendet  1 
)Qrd«n.     Nur  die  Borrclinung  der  Sekunden  ist  bei  LeUteren  be-1 
[Hemer  und  kanit'r. 

Ich  will,  der  Vollständigkeit  wegen,  die  Recbnang  mit  ^en  Funk- 1 
Hauen  einiger  sebr  kleinen  Wiukel  geben,  nud  zwar  zu  7  StolleoT,f 
l   seclU"! 


«^  bei  5  Stellen  das  Element  g 


-  nicht  hinreicbend  deutlicllJ 


Die  &8telligc  Rechuang  crgicbt  sich  durch   Abstreichen  derl 
I  letzten  Ziffern,  welche  ich  dnrcb  ein  Comnia  getrennt  babe, 

^apiel  8.    Gesucht  logsin  ==  logtang  0°  0'  10" 

"_  20  46' 40" logsin -=8,C8540,47 


logsin  =  log  tang  .   .   .   .    -=5,68557,49 
Iftspfel  9.    Gesncht  logsin  und  logtang  O''  1'  40"  ^  KXV 

20  46' 40"      logsin  ^8,68540,47 

isec  —  17,02 


3  10000 

_L  ^     See 

>"  s  innofi 


—  0,2 
+  0,3 


logflin  =  logtang  .   .   .   .    -=6,68557,49 
r  bei  logsin  eine  Differcn«  in  der  7tcn  Stelle,  welche  mehr! 
R  B&lft«  beträgt.   Die  letzte  Ziffer  hoisst  richtiger  8,  nicht  9.  '**)  4 


Bepicl  10.    Gesncht  logsin  und  1 
■Qc  =  10000" 


<g  lang  0»  16'  40"  =  1000" 
logsin  —  8,68540,47 
JsBC—  17,02 


—  17,0 
+  34,0 


„1  logsin  . 
\  logtang 


.    =  7,68557,32 
.    —  7,08557,83 


[  Eine  Einheit   der   7ten  Stelle   entspricht  bei  1'  40"  i 
Irtmloudeu  Bruehtbeil  von  Tööiä 


^H^        um  einen  Belag  zu  gellen ,  wie  scharf  sich  die  Rficlifili>t^^| 
^^Vileiii  gcgßbcuoQ  Tixrfahfcn  rohrcu  liUat,  ilieue                            ^^H 

^B        Beispiel  11.    Oesncht  logain  =  logtaug  0«  0'  10^1"     ^H 

^^M                logsiu  -^  logtang  Ü"  0' 
^^H   Es  war  logsin  -^  logtaug  0"  0' 
^^H                                 Düfercnz  füi 
^^BsfaH  sifilit,  ilasa  die  5to  Decinu 
^^KieiUn  enthalt. 

J^^f        Beispiel  13.     Gegeben  1( 
■       sucht  r. 

m     (s -1000000  """'=''""»»"0 

^K                      lOOOx  -  2°  46'  4ir 
^H        Beispiel  13.     Gegeben 

10,0()1"     .   .   .    =  5,68561 ,8^^H 
10,000"     .   .   .    ^  5,68557,«^^! 

-  0,001"     ...    -            *^^'^^M 
ile  bereits  eine  Differenz  tod  4w|H 

>gBiiia;  =  logtang^E  =  5,68ß&74^J 

3+log3iii  =  8.68557,4^^H 

34,(M^H 

log  lang  =  8,G8591,&^^H 

loßtaug  ^  6,685574^^1 
2+lDgtatig  -  8,68&57,J^H 

sec                       I^^H 

3'ioooö               ^H 

^H                       lOOx  ^  30  4G'  40" 
^H                                             1'4Ü" 

^^H        Beispiel  14.     Gogegeu 

log  lang  <=  8,68691,6{^^H 

logsiuj!  ^  7,68&573!^H 

1-f-logsin    ^  8,68&57,a^^H 

34J^H 

,   1    sec    _          +1^^| 

^H                    lOr  =  2"  46'  40" 
^^1                                    16' 40" 

^^m         Beispiel   15.     Gegeben 

logtang  -  d,68&91,6^H 

logtang^  =  7,6g557^^H 

1  +  Iogtang    =8,68567,^^H 

S4v^^H 

2   sec                   n^^H 

3 '100    ~            0,^^^ 

^^B               Wie  im  vorstcbeDdeu  Beispiel    logtang    =  ä,68&91^^^^H 

iafial  IS.    Ei  ^r  »ä  >■« 


BW)6ar  =  a"  irr       s»b-         h«K=fe 


<,fcwfc»ir  liiBHiiiM  fc^Mä^ra^artMi 


r  ■"  II  If II    T^efa  ««IC  tan  «k  Ti  tA  ii  a^ 


Batbi>M>ittfeh  »  Btlfssittrl  Mis,  *«»  tick 
bi  die  M«k«  »«hmi^K  ••lUe.  }it«lli(«  Taf«l>  iB  4a 
[ifcneB  irt  ciBOCKktea*). 


I  te^  mb*  C  6>dK. 


iBwiibngnf  7tfril^T«S>laMik>lickk  Mck  4m  Crtkota. 


■  Bllldit  £  ud  r  ««her  MiriiiliM.  ak  a  )Hit  «McMefet, 


Zalfcala«»»^H 


Ii]ife  qtadi  dicsm  Voadi  beniu  Is  der  Aamerkm  n  f  13. 
b  ged«aiiH>  Aahattes  ba  Aidih,  Bttd  43,  ■ 


_-Jf^ 


Ikuodoiilogaritlimeii  sehr  weitläuGK  rät  Es  wUrdc  eine  s 
diuulig  uiiiu  kleine  negative  Correktar  nOthig  maclicti,  da  dia^  ^^ 
yywiclieü  Hegeln  nur  bis  etwa  lUOUU"  (geuancr  bi»  2"44'l(y  = 
jO")  einen  Fehler  geben,  welclicr  kleiner  ist,  als  ÜU-  Hiilfte  äer 
\eii  Decimale.  Uebfr  diese  Grenze  liiimua  wQriicu  jenu  Kegeln  deji 
Bgeu,  uIbo  ans  H  und  T  ein  wenig  zu  gross  geben. 

Diese  Correktur  erreiclit  bei  h°0'  erst  fineu  Wert  von  i)5,61I 
r  liebenten  Dorimalstullc.  Der  Werth  ändert  sich  sehr  langsam. 
\  der  Fehler  bei  4"  51'  30"  schon  04,999  der  7len  Decimnle  bulr&gt. 

rgl.  3  9.  des  mehrfach  citirleu  Aufsatzes  im  Archiv,  Hand  42.^ 
b  kommen  also  hier  auf  8'  30"  Äouderuug  des  Winkels  nur  i 
r  7t6ii  Deciniole  *;. 


•)  Die  Rechnung  nach  der  gewöhnlichen  Form  der  1 


lugsin«  =  lQgtc-|-^logcoBe — 5,3144251 

und 
logtangi  =  logj; — Ilogcoaa:  — 6,3144251 
"scheint   wohl  fftr  den   gewühnlichcu  Gebranch    tÖlUg  worthltM. 
gebe  als  Beleg  für  diese  Behauptung  da»  Beispiel,  welches  Brom 
in  seinen  Gstelligeu  Logarithmen  S.  'J7.  anführt,  jedoch  mit  latxi 
«garithmeii. 

Es  werden  gesucht  logein  und  logtaug  von   1" 'A>' 4b,i 
l  man 

loga^tl"  20' 45,207")  =  3,0853123    .... 
5,3141251    .... 
logeos^  =  9,999  802      —10. 

ilogcosj;  =  9,9999601      —10. 

logK  — 531...  —  0,3708872    .... 

llogcosa  =  9,9990202      —10. 

log  Binar  =  8,3708473    .... 

logtaugj:  =  8,3709679    .   . 

Mau  niuBs  bei  A.,  B.  und  C.  also  dreimal  nachschlagen,  daaa^ 
,  die  dccadischc  ErgUnz-tiug  nehmen,  bd  C.  durch  3  dividireu  am  < 
t  XU  tiadeu,  B.  von  A.  abziehen,  D.  verdoppeln  fttr  F.,   zuletzt  G. 

I  Addition  vuu  D.  und  £.,   U.  durch  SubtracUun  aus  F.  und  1 
Funden;  alles  dioses  mit  Zahlen  von  8  /ifferu, 

Auch  hier  würde  folgcnile  Abänderung  der  Formeln  bwind 
■ja-,  vorausgesetzt,  dass  die  TatcLu  für  kleine  Winlcel  die  !  d/etm 
tttcnlogantltmon  enthielten. 


kleiner  Winkel,  aun  Ihfeln  von  ö  DeamdUtetten.  153 

logsina;  -=  log«  — Jlogsecac+logl" 
logtang«  =»  logÄ+ilogsecfic-f-logl" 

Dasselbe  Beispiel.   Gesucht  log  sin  and  logtang  von  1<^  20' 45,207". 

loga;(l<>  20'  45,207")«  3,6853123 

logl"                        =  4,6855749 

— iseca;                    =»  —  399 

+ 1  sec«                   =  +  798 

logsina;  -»  8,3708473 

logtang«       =  8,3709670 

Oder  wenn  die  Funktion  gegeben  ist  und  der  Winkel  gesucht  wird 

log«  =»  logsin«-{-^logsec« — logl" 

und 
log«  «^  logtang«— flogsec«— logl" 

Gegeben  logsin«  —  8,3708473 
— logarcl"  «  5,3144251 
+  t8ec         -=        +399 


log«(— 1^20'  45",207  «  4845",207  -  3,6853123 


Gegeben  logtang«  «  8,3709670 
—logarcl"  —  5,3144251 
+isec  =        —798 


Wie  oben  log«       »  3,6853123 

Es  ist  ebenfalls  zweimal  nachzuschlagen,  bei  8,37...  in  der  Sinus- 
0>ezflglich  der  Tangenten-)  spalte,  um  sec«  zu  finden,  und  bei  3,68... 
in  den  Zahlenlogarithmon.    Die  Rechnung  ist  jedoch  ersichtlich  kürzer. 


U* 


Ba  in !   Utb*r  dtn  S/'üher'tditH  fuakl. 


xm. 

reber  den  Spleker'schen  Panlrt- 


I. 

F  sei  oin  Symioetricpuukt  des  Dreieckes  ABC,  seine  Normale 
auf  JJC  —  a  werde  mit  pa  bezeichnet,  Ist  A'  die  Mitte  vou  liC,  also 
A'B'C  das  Mittendreieck  vou  ABC;  so  bat  auch  da»  Dreieck  A'B'C 
eiüen  Punkt,  dcssun  ÜeKieliuogeu  für  dassdbe  difselhen  sind,  wie  die 
von  /'  für  das  Urdreiock.  Im  Allgomeiuen  fallen  diese  beiden  Pankte 
nicht  zusaitimcu ,  wir  ueiiuen  alsu  den  dem  Punkte  P  cutsprccbenden 
P'.  Die  Normale  von  I''  auf  B'C  ist  dann  lp„.  Der  Punkt  /*' 
wird  aber  für  das  Urdreicck  ein  anderer  Symiuutriepunkt  pa'.  Und 
wona  ha  die  Höhe  auf  a  bezeichnet,  so  gibt  die  Figur: 


woraus  sich  zugleich  ergibt,  dass  Urdreicck  und  Mitlendreieck  blo8 
einen  gemeinsamen  Symmetriejmnkt  besitzcu.  Ist  also  i'=  P',  so 
nmss  pa'  =  pa  sein,  d.  h. 

ha—pa        „  2F 

pa  =  -~2  ~i       3pffl  =  — 

Dieser  gemeiBsamc  Syrametriepunkt  ist  also  der  Scliwerpuukt,  Für 
P  als  das  Um-  und  Inkrciscentnim  ist  i"  schon  untersucht  worden, 
im  ersten  Fall  vou  Fenorbach,  im  zweiten  später  von  Spieker  (Archiv 
LI).  Wir  wollen  also  den  Punkt  P'  für  P  als  das  Inkreiscentram 
den  Spleker'schen  Puukt  nenneu  and  ihn  mit  K  bezelcbaeD.  Es  er- 
folgt  zunächst : 


IIa  in:   Ueber  den  SpiekerWhen  Punkt. 
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vo    Q    der  Inkreisradius  des  Urdreicckos.     Die  Coordinaten  von  K 
—  das  Urdreicck  zum  Fundamentaldrcieck  gcwält  —  siud  dann: 

bc(b+e). 


IL 

Das  Fnsspnnktdreiock  der  Ecktransversalen  des 
Bpiekcr'schen  Punktes  hat  zam  Flächeninhalt  den  Ans- 
dj^nck: 

27I(a+Ä) 


n{2a^b+e) 


.F 


■^  -AT  treffe  BC  in  A^.     Die  Coordinaten  von   K  und  A  sind  bzhw. 
*^(6+c),  caic-^-a),  ab{a+b)  und  1,  0,  0. 


Somit  ist 


^8  ist  aber  auch 


AK=b(a+b)xb  —  e(a'{-c)xc  =  0. 


J?C=a?a-«0. 


Sind  nun  xaa^  xob^i  xac  die  Normalen  von  A^  auf  abcy  so  folgt  aus  den 
Gleichungen  für  AK  und  BC 

2F 


^0 


Aa  = 


^(2a+Ä+c)' 


\^ir  erhalten  dann: 


abc 


.  Ad  Alf  kc 


/S^A^B^Ci^ 

0  c(a+c)     bia+b) 

c{b+c)  0 

2n(a+6) 


0 


iI(2a+*4-<?) 


.F. 


m. 

Das  Fusspunktdreieck  der  vom  Spieker'schen  Punkt 
auf  die  Seiten  gefällten  Perpendikel  hat  zum  Flächen- 
inhalt den  Ausdruk: 


H^HHHIHüC^lHH^H 

166                            Hnin:   Utbtr  dtn  Spidtfiditn  Puikt. 

1 

■ 

Ag  sei  der  Fuaspunkt  der  NorDialPn  von  E  auf  BC, 

^  ^CB  -    y,     1 

danu  ist: 

1 

-^^V-i" 

^ 

""•=1'-^ 

■ 

■ 

-        4a'J<          «^ 

■ 

Es  iat  also; 

■ 

A  'l.J'.ci  -4^^.  •£='(*+«)(«+«) 

■ 

-4^>^''<"'+»''+<"+"') 

H 

-Jw-=^i""-^"»+"')- 

»■■ 

Hain:   ücber  den  Spieker^t^en  Pitfüct. 
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V. 

Die  Abstände  der  Eclcou  eines  Dreieckes  von  dorHar- 
mo  sikalen  des  Spieker'schon  Punktes  verhalten  sich  wie 
dl  ^-reciproken  Summen  je  zweier  Seiten  des  Urdreieckes. 

Die  KA  trifft  BC  in  A^,  Die  B^  C^  treffen  die  B  C  in  Punkten 
eiim^r  Geraden,  der  Harmonikaien  von  K.    Die  Gleichung  der  Har- 

ziikalen  des  Punktes  ia  ist  ^  -  »  0.    Der  Abstand  eines  Punktes, 
Normale  auf  a  mit  pa  bezeichnet  wird,  von  der  Geraden: 


zum  Ausdruck: 


N 


wo 


2^1—  l^V— 22:a,ftiC08y. 

Es  ist  also  die  Gleichung  der  Harmonikaien  von  K: 

2:a(a+6)(a4-c)a?.  —  0. 
2F 


A  ist: 


Pa 


Pb 


Pi 


0 


I^er  Abstand  a'  des  Punktes  A  von  den  Harmonikaien  von  iT ist  also: 


Somit  ist: 


2F(a+b)  (a+c)  __  2FIHa+b)       1 

'~'b+~c 


N 


a'iVie' 


N 


b'-\-e'  c-\-a' a-^-b* 


f 


VI. 

DioEntfernung  des  Spieker'schon  Punktes  von  seiner 
Htrmonikalen  ist  zu  bestimmen. 


t        «0 


Nach  V.  erhalten  wir  dafür  ^"l'^" 

^+g    9 


Hier  ist 


a,p.-(o+&)(Ä  +  c)(c+a).| 


r 


alBo 


108  tfain;    l',Ur  rf™  Spiiktr'tdira   flinh, 

Nun  ist 

Dio  Eatnicklung  gibt: 

Sa,*  =  Xn'ln+bj'ia+c)*  ^ 

Feroor; 

£a,h,cöiy  =  £ab(a+b)(a-\-ü)(t,-i-o)(b-t-a)tM 
^n(a-i-b)£aHa+b)ct>6Y. 
£b  ist  aber: 

n(a-i-b)  =  2abc+£ab(a-i-b) 
£ab(a-^-b)ct>ay  =  £a* 
£a,b^co&y  =  2abo£a^-\-£a*£ab{a-\-b). 
Es  reilucir)  sich  ilomnacb  N*  auf  don  Ausdruck: 
£a^-{-^a*b*^—  a:o'(**+  ci^. 
Die  EDtfemnag  des  Spieker'schen  Pirnktes  von  SGiner  Hl 
ist  also: 

_        Zn(a-\-b)  9 


Die   VprbintimigsgtTadon   der  Eckon    eines 
mit  den  Bcrührnngsponkten  des  Spiekcr'schen 
schneiden  sieb  iu  ciuom  Punkt 

Ist  A'  (lio  Mitle   von  BC  und  borQhrt  den  Inkreis 
dmccks  die  Seite  B'C  in  vi,,  so  ist: 


B'C,  =  i('.4i  =  —^ 


C'At 


'  C'B,  = 


Mit  icao,  rut,  r^(  seien  die  Normalen  von  A^  auf  aba 
Das  Verhaitnisa  der  von  A,  und  C  auf  ^C  gezogenen  Ni 
A^B' :C'B'.  Nun  ist  aber  liio  Nunnale  *on  C  auf  AC 
halben  Hdhe  von  B  auf  JC,    Es  ist  also: 


.A4j  ^      *4i — ei* — «-(i^ — *^ 
-Bä,  =  —  ■(»— c>*— *•(•— «^«i. 


h  *r  Tcrtödngaimde  des  PnktM  Am»  jtmm  T^imM  «W  NO 


%,  ta   «CfakCB 


;  Sdle  rOB  dta   wgtfcBriy»    kwomv«    IV- 


,  dm  di«  Pukt«  JSKD  Uxwt*i*e>i  tH  M 


£a{h-c)r,—fl 


IHbii,  Febnur  1875. 


:    l/tber  dm  SrhBtrfiti'da  dt*  ÜnUA*. 


XIV. 
Ueber  den  Schwerpunkt  des  Dreleeks. 


■  ■Werden  die  Mitten  der  Seiten  eines  Dreiecks  mit  den  Gei 
ecken  verbunden,  so  schneiden  sich  diese  in  einein  Punkt,  den 
zigen  Symmetriepunkt,  der  dem  Urdreieck  nnd  seinem  Idittendrc 
zugleich  angehört.  Ist  a  die  Seite  BC  des  Dreiecks  ABC  nm 
die  Mitte  von  BC,  so  schneiden  sich  die  AA'  iu  diesem  Punkt, 
wir  mit  S  bezeichnen  wollen.  Er  ist  zugleich  der  Punkt,  der  d 
seine   EcktransverBaleu    das  Dreieck  in   drei  gleiche  Dreiecke 


Die  Normale  von  5  auf  t 


ist  5  --■ 


wo  F=- A-IBC-     Somit 
vonn  das  Urdreieck  zum  Fn 


£c,  ea,  ab  die  Coordinaten  von 

mentaldreieck  gewählt  wird  oder  kürzer:   der  Schwerpunkt  ist 

Symmetriepunkt  be.    Die  Harmonikate  des  Punktes  la  bat  die  ( 

cbung 


U 


=  0 


Für  |o  =  bc  wird  somit  die  Harmonikale  die  unendliche  Gerade 
Dreieckebeuo.  Es  kann  also  auch  S  als  der  Symmetriepunkt  del 
werden,  dessen  Harmonikale  im  Unendlichen  liegt. 


.  Schneidet  die  Normale  von  1'  auf  a  diese  Seite  in  j4, ,  so  t 
man  das  Dreieck  AiB^C^  das  Nomialenfusspunktdreie^k  de«  Pnn 
P  aennon. 


Hain:    Ueber  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks, 


171 


Znnichst  ist: 


^^ACi-^ 


i>  jte  die  Nonnale  von  P  auf  a  und  r  den  Umkreisradias  des  Ur- 
reieeks  bezeichnet 


Fflr  P=S  ist  also: 


Bai,Q-^^,  wo 


I  ibd  die  Seiten  dos  Normalenfnsspunktdreiecks  des  Schwerpunkts 
bh  Rechtecken  ans  den  Seiten  des  Urdreiecks  nnd  dessen  Seiten- 
dbirenden  proportional. 

Es  ist: 


BA^^—  CAj^  =  BS^^  ^^  —  9  («»*—  '«*)  — 


c«— 6« 


ist: 


J?^,  — C4i  = 


3a 


^Jlj»- 


3a»+c»— 6« 
6a 


3a«+6»-£« 
^"^^  6a 

ttilkeiecke  A^B^C^  nnd  ABC  liegen  nur  coUinear,  wenn 

UBA^  =  ncAi 

n(a«  — 0  =  0 


ilveon 


folgt,  dass  nnr  in  einem  gleichschenkligen  Dreieck  die  CoUi- 
dw  beiden  Dreiocko  besteht    Das  Normalcnfnsspnnktdrcicck 

Bdiwerpnnkts  eines  ungleichseitigen  Dreiecks  liegt  nie  mit  dem- 

«eoDinear. 


172  Hai«:    Uebtr  dtn  Seiaerpunkt  da  bmtda. 

ni. 

Das  Rechteck  ans  derEntfornnng  des  Inkrelecontr 
von  einer  Seite nhalbireodcu  und  auB  der  letzteren  >e 
ist  die  Ilillfte  von  dorn  Rechtecke  ans  dem  Inkreis» 
und  der  Differenz  der  beiden  andern  Dreiecksoiten. 

Die  Entfemnng.  eines  Pnnktes  fa  von  der  Geraden 

Oia-B  +  ftiirj  +  eia'e  —  0 


wird  durch  die  Formel 


^ijn+hb+Sih 


ausgedrückt,  wo 

VfCÜU 


■Wi* 


^  GAB  =  « 


Für  5^  =  bib  —  exc  ist 

und  bezoiclmet  <'«  die  Entfernung  des  Inkrcisceutrums  von  SÄ^  s 


Steif:  nf  ÄK  T:^ntt  Aw  Pte- 


htiarix«-n  I>r<^:erl  titt  $titt  ii«  mitlitte^  Tt*>fi'T* 
Male  i«ifl<fc»a  it»  Mtitt*  Sfii^a,   ««  ft-kartAf«  «ii'-i 


1^   kinlGtta  dcrDnäeckMiin  ««ritt  ««fdi^JMMikMlMTMil^« 
SeOUt     Diese    Nomaleo    biMon    «ii    Drniwk, 


piiiiitiii  1 


im  bestimmeD  i 
Dfe  Hhte  Ton  BC  sei  a'  =  0,  r,  *.     ^  CMM  —  « 
Hb  Glüchug  der  vom  Ponkt  1«  auf  dio  Q<v»dp 


Momalen  Ut: 


-a,cos|J— A,C0Bai~|-''^  ( 


=  ic»  —  eC( 


Bo  ist  ilio  GluichuDg  äe.r  iu  A'  auf  SA  Scukrf 

Das  Dreieck,  wolchca  die  Geraden 

bilden,  bat  Küm  Flachen  iu  halt  den  Ausdruck: 


aieF 


tt,   4,    . 


o.    *.    «.1 

n,   Sj   0, 

a     £     0    I 


Ob  h  < 


flj  6s  c, 
fl,  6,  c, 
a    b    c 


Die  Determinante  des  Zftblers  wird  in  nnscrm  Fall: 

Sabc{6a*b'c'+£aH*(aß-\-b*)-£a'^ 
Jede  der  Determinanten  dea  Nenners  reducirt  sicli  auf; 

iSabtF' 
Somit  ist  der  Fl&eheuinlialt  des  zu  bestimm  enden  Dreiecks  j 

12288 /•* 


P  Bei  ein  Punkt  in  der  Ebene  des  Fandameutaldrcieck 
Normato  auf  a.  Der  Schwerpunkt  dos  Dreiecks  UPC  » 
Drdeck  BaSbSc  iat  zu  bestimmen. 

Ist  A'  die  Uitte  von  BC,  so  bat  man  zanacliet: 


d  PA'B' 


Die  Coordiuntcn  von  &,  sind: 


Hain:    üther  den  Schwerpunkt  de»  Dreieck»,  175 

eieck  S„SbSc  liegt  mit  dem  ürdreieck  coUincar;  denn  die 
[meiden  sich  in  dem  Symmetriepunkt  bc(2F-\-apa)'  Somit 
lit  jedem  Punkt  P  ein  Punkt  P\    Man  findet: 

PF*  ==  £a(bpb — epe)xa  «==  0 

Tieichung  leistet  anch  der  Punkt  bc  Genüge,  somit  liegen  die 
P,  P\  S  in  einer  Geraden.     Fällt  F  mit  S  zusammen,  so 

P'  =  P. 

in,  den  14.  Februar  1875. 


XV. 
Heber  Sjmnietriepnnkte  des  DreleclM,,J 


I. 

Mit  a-anxe  Boien  dic^  Coordinatcu  oinoa  Puiiktcs  X  I 
iund  zwar  dio  von  ihrem  gomeinachaftlicheu  Factor  bcfrellfln  ; 
I  drücke  fUr  die  Langen  der  NonniilcD  von  A'  auf  dio  Seiten  a 
\  des  xam  Fundamenlaldreicck  gewältcn  Dreiecks  ABC.  Wir  i 
^  den  Punkt  mit  den  Coordiualen  i-ai^br^  kurz  mit  a-a  Ijczeichnen,  | 
i  und  /r  bloss  durch  cjklische  Vertauachung  von  abe  ana  t^M 
L vorgehen,  X  heissl  dann  ein  Symmetriepankt  des  Fundameilts 
('dCks,  wen»  iTu  eine  nach  b  und  r  symmetrische  Function  ist 

Sind  Kanre  die  laufenden  Coordinaten  einer  geraden  LiniBH 
MfSat  ihre  Gleichung: 

Oja-a  +  Siaj-l-Circ  =  0 

)  wolUin  wir  diese  Gerade  kurz  mit  a,  bezeichnen,  wenn  h^ 
f  durch  cykliache  Vertanschnng  der  abe  aus  n,  erhalten 
äaun  O]  eine  nach  b  nnd  •.■  symmetrische  Function,  so 
die  Gerade  «,  eine  Symmetriegerade  des  Dreieck»  ÄllC. 

Was  die  Einteilung  der  Symmctriepuuktc  des  Dreiecks  l 
I  so  erscheint  sie  am  einfachsten  durch  den  Grad  der  Dimeuslo 
^stimmt,  auf  welche  ra  reUueirt  ist  So  nennen  wir  ulso  t.  I 
I  Symiuetriepankt 

51a* -(-  ifib"  -f-  ^e" 

llM  V,  ^  constonte  von  abc  uuabli&agige  Grossen  sind,  1 
I  VOtricpnnkt  der  m.  Ordnung. 


mtar^efun^üK  tm*T  Ortfiait  :it^««  la  « 


fMtM  der  tnm  OntvMif ,  no»*»n>  melk 
»X.  a  4m  hkrabtwtra».  *«  Fukt  «£«A-fj 

■pmkten  iet  «ndra  Onlnnny  isi  nw  i-M  t 
■  vnlviviK'bl    «onlcn,   Bftmllt'h  ilvr  INiuM  a  wuJ 
ci'ii-'iruirt  aWr  iIm"  H<>lu<   in    tiAi-h  itnn* 

;  thiili<4io«  Diviock.     th^t  l'anht  tlof! 
o  dir  Grete'Klw  VtaAL 


b  aÜitcnieiDe  Form  t'iiii'N  S,vtiiii)iTiric|>»nktoi  iwolter  Oriliiuii|i  lilM 

b',  V,  v'  cousumt.    E«  xurfall"!)  dloiA  SyniiiitiiitKiiunklii  1^ 
e  Claasi'n.  kuvou  wir  rolgcndn  Diwrlill  li(irv<il'hntin|i. 

I  BjBiBielrii-iiookn*  Jor  Form  7>ii'-f  vt'-f  «'.i'  lloifvii 


Die  Vcrbiiiduagsgcrade  der  Punlcte  tpa*-\-'^l,*-\-fii^  nnil  i 
\  die  Gerade 

]    q3ft=-f-llic*-|-l/itt\      t*      _        .   , 
1   (p'^*-|-lf.a»-f  #^,     f«  ,  -  "'('^  - 

)  Paukte  (iiT  Form  ira--f-i;>Ä'+1'e*  Hegen  in  der  Geraden  6*^ 


Für  tp  und  V  gelten 
Igelit  diu  Geruile  i'  — r»  a 


;sülbeii  Hein'Tkungeii  w 
1  durch  den  Puukt  1. 


a  n.    Zii)$lc>i(^ 


'CD-I-  i^nA  llegon    XI 


ntih  alle  Punkte   der  Furm 
läiner  Goraden. 

1*      Die  Verbindnngsgeradc  der  Paukte  ^pbl^•\■^ea-^■^ab  und  fc«   i»ti 
•A(r+H<crj-l-i)'iii   liegen  also  in  der  Gera«!«* 


I    q5Cfi-|-V'ai-|-1i'Sf, 
',  tpab-\-i\ibc-\-t\icay 


pAIle  Funkte  der  F(inn  i 
«(£— c). 

Neunen  wir  die  Piiukie 


mtnctrioii 
r  Satz: 


tikle  I.  Orduuu>j  beitliw.  1.  und  2.  Classc,  au  crgib&j 


DDrch  das  lokreiscontrum  geben  diu  drol  OerH 
ttller  Symmctricpnnkte  der  I.  Ordnung  nnd  der  S.J 
[8.  Claase  der  %  Ordnung. 


Die  Punkte  f-J^g"  Hegen  in  der  Geraden  b  —  c.    EsiEtnftl 

Hier  bedeuten  /,  g  beiioLige  Gyuimetrisclie  Functinucn  von  a,^ 
Mar  niUES  die  Dimension  vun  17  um  1  kleiuer  sein  als  die  von  ^  ^ 

Die  Poliiro  des  Punktes  ia  in  B<aag  auf  den  Umkreia  dea  F*«* 
damoutaldreioi'ks  isl  die  Gerade  l>^c~\-cit,,  aomit  ist  die  Umkreiai}ol>< 
von  f±gu  die  Gerade  /•(A  +  f)±2pfie.    Der  Sehnittimnkt  dieaei  " 


=  ia'-fg(e-b\ 


1  i-UBKtratn  ib»  InkrcbtvBiTwm  Hml  \\vn 
I  WuAe  I^nlit«  lUKJt  III.  xa  ih«   Ocmh'o  «(*     r) 

1  in  ßtwig  k«(  dra  UmkrviB.    Ur  SahtiiU|Hiiiki  lii 
'  t  i.  Ordaiug 


XVI. 
rUcIlriige  zur  Lelire  voni  Tetraeder  und  lou  den  Ee^ 


Herrn   C.   Hetltpig^ 

Ptotvsiot  in  F.rfarl. 


Dio  Eigonschafl  des  Tctradors,  wolchc  Ilrrr  Dostor  in  Nr.a 
des  fi6,  Daiidfs  dos  Ardiivs  bawü-son  bat,  pflfgl  man  iiisolrn 
(^  dort  goBcb ehe u,  anB^udrQcbeti.  als  man  die  luhaltß  der  Qv{ 
lie   mit  den  Sinus   dur  gegonUberlicgenden  ] 
Selbst,  nicht  mit  dunjruigen  der  Sapplemeutar- Kcbou  propo 
yäv  lAsst     Uk-se  AbAudcj-uiig  er£(^liciiit  iiicbt  nwuukniftssig. 
ulimlich  ilie  Horlcituiig  des  Iloirii  Düstur  an  den  Fuiu 
'  ebenen  TrigoDomctrie  nach,  bo  gelangt  man  schliesslich  | 


i  —  l      cosß 

Icosfl      —  1 


+  i'. 


-1      cosAl 


CO»^ 


-1  I 


=  0, 


rorin  dieFfti'toren  lou  — n*  nud  S*  demnach  sinü"  und  sinAfl 
Man  vrtlrd«  bei  dieser  Art  der  Rctrachtung  von  dorn  Cosinufl) 

1  und  den  SinuB  alsdann  durch  die  Gleichung  Bin^'  =  l- 

dofiniren,  ein  GeUaukc,  den  ich  iu  meiner  Abliaiidiiing;  Die  TiiA 

idromctric  nnd  Trigonomctrio  (Archiv  Bd.  55.   Litt.  Beriebt)  i 

jirocboH  und  der  nach  Herrn  Dosier  bei  seiner  RewcisfUhr 

eltnt  bat.    Um  den  obigen  Satz  vuni  Tetraeder  diu-zusteJlen,  1 

lieb  Herr  Junghan  im  34.  Bande  des  Archivs  dos  Zeichens  i 

^ie  Eckenfunctiou  und  ich  habe  in  der  genannten  Schrift  dasBcllMi 

idbobalton.     Ich  glaube  nbtT,  du»s  es  von  Vorteil  isl,  fUr  dieselbe 

^t  uur  den  Kamen  Sinns  lu  gebrauchen,   wie  dies  flclion  J 


_r|aagtian  getan  hat,  soiidern  sich  anch  boim  Scbrcibiin  der  Formeln 

I  Zeichaus  nir  dou  Siuns  zu  licdieDPO,  wiq  Herr  Ilostor  tut.    E% 

k:bt0  sich  aber  omiiffliiim,  nicht  dn»  ^ci<ihi;tj  sin.  sonrli-ni  mt  UutiT- 

_    lu-iduig  von  dem  ^imilliiilichen  Sinus  das  Zoifhcn  Sin  au/uwuiidflo. 

FeriHT  wurde  ich  voradilagpn,  die  von  Herni  Junghau  mit  r  bc- 

ipicbnptn  Pnuctioii,  weU  Bio  fUr  dicjniige  Ecke,  welche  ilupch  die 

Norrnalcu  auf  den  Si^itcnt^heneu  dor  Dräpraiigliohitn' Ecke  bostininit 

;■!  ;i>lhe  Uedeutang  hat,  wie  die  Fuuetion   TI  für  diu  ktzloro, 

113  ilcr  Kcko  anzusehen  nud  mit  Coa  m  bcKpicbuen.    Hier- 

■■  Jiiiien  dii-  fllr  Erkrn  ((cltcnden  Formeln  grosB«?  Acliiiliclikcit 

-..-.  ,..  iij.iiigno,  wplelic  sich  auf  Winkol  i»  der  Kbeno  bdziohoii.    Dies 

*ül    Icli  im  Foigfudcn  iiacluuwüiaon  versuc.bfu,  liidiTU  ich  diu  vun 

Birm  Doator    in  Nr.  XXII,  dos  5C.  Tdia  und  schon  Irilli.T  tou 

''^»Tö  Junghan  (s.  o.)  bLTaBleitetan  Olokbniigen  auf  anderem  Weg 

ohne  das  HUlfBmittcI  der  Coordinaton  —  entwickele. 

Ich  bezcicluio  die  Kanton  eiuiT  dreikantigen  Ecke  mit  □ 

•"*   tlurch  sio  bfdingtun  Winkel  mit  'li,  ac  und  Sc  und  die  Ncignnj 

'"lokd  »wischen  deu  Seitenebcnt-n  au  den  Kanten  «,  />  und  i 

"Üt    Äof,  aJ>c  und  ac/,.    Bekanntlich  verhalt  sich 

&m  ab  ;sia  Iro  =^  Sin  fidi :  sin  liac 

sinnt. Bin 6«c=:  sinAcsiu'MA 

r  bat  man: 

Cosabc  =:  Jsimrii.Binac.sinfine 

B  du  hinter  dem  Zeichen  Coa  stehende  nie  die  durch  die  KkiI 
e  bestimmte   F.cko  bedeutet.     Denkt  man  sich  jetzt  in  i 
'   zwischen   duu   KatiUMi   durch  den  Scheitel  der  Ecko  die 
tg  gezogeu,  so  wird  hierdurch  ^ac  in  ^ '«,*  uud  ^eg  xer- 
man  daher  in  (2)  Z.  irc  durch  dieso  Teile  ersetzt,  ent- 
täl  and  dann  (1)  beachtet,  so  ergiebt  sich: 

I -Cosoie  =-  sin ali . sin a'j . sin bae. cos cy -\- flinfio.  sincy .  sin ocb . cos ay. 

I  das  erste  Glied   der  rccliton  Seite  dieser  Gleichung  abgesehen 

\  dem   Factor  cosfj  mit  2.Cös<%  und  das  zweite  unter  Wog- 

;  des  Factors  tmay  mit  •IXoibcg  abereinkommt ,  so  entsteht 

CüSiiic  ^=  COBoAy.coflcy  +  Cosftoy.coscji  (3) 

BFvrmel,  welche  entschiedene  Aebnlichkoit  mit  der  für  cos{^-|-iJ) 
1  erkennen  lässt,  da  ja  dby  und  bcy  die  Teilecken  von  abv  sind, 

Anf  entsprechemle  Weiso  leitet  mau,  indem  man  von  sinoy^ 

b(ae^cjv),  oder  vou  sincj  =sin(uo— nj)  ausgeht,  die  beiden  fel^ 

n  Oloichungon  her: 


Coaniff  =  C08a6o.cci9^F— CusÄjc.Cosoi?    nud    1 

Cosclff  ^  CoScia.COSfff)  — C'Os/'ffa.COSca 

Wir  wollen  uns  jetzt  in  der  Ebene  Ay  zwischen  den  I 
i  y  eine  noa?  durcU   den   Sclieitol  iler  Eckt'  gc.Lt.'nde  C 
Dann  gulteu  in  duu  Ecken  1»^  und  tay  die  Bexidnu 

cos  ax  —  cos  ay .  COS  X»  ,     \ 

eosusa-^ -r -. ~ —     und    1 

cos  ex  —  coa  cy .  COSiy  \ 

cos  egx  ^= -i -.- 1 

WtSl  aber  dio  Summe  der  beiden  Wiukol  ayx  und  cya:  180*  b 
)  eutatebt  liieraus 

COSax  —  CfiSay.  COSyy       Sinnj 
coscff.cosay  —  coBftT      Bincy 

ferner  votbält  sieb 

sin(i^:Bina£  :=6VDabi/:  sin ayb    uud 

sin  cy :  sin  Afl  :=  siaeiy  :  siuAyc, 

Koraus  mau,  da  smayb  ^  stniye  ist,  folgert: 

sinny siuai.sinoiy 

sin  cy       sin  iö .  sin  cSy 

t  man  im  Zähler  uud  Nenuor  des  ßmcLi-a  aiir  iltu-  recbttiDS 
'  Oleiobung  den  Factor  aiabx  hinzu,   ao  wird  der  Zik 
%.CoBai/x  und  der  Nenner  7,a  2.Cosl/er,  und  mau  hat  daher: 


a  Gleichsotzuiig  der  linken  Seiten  in  (6)  trnd  t")   fuhrt  nun] 
achten  OmänderungcH  zu  folgender  Gleicbnug: 

Cos  abx ,  COB  er  +  Cos  bcx .  cos  ar, 
'=•  Coao&e.coacy.cOBKy-l-Cosiitf.COSny.COBiy 
ich  der  Relation  (S)  lassen  sich  bilden  die  Beziehungen: 


CosAny  = 


Cosia^.cosjie+COBrtyjr.coate  1 
Co8Äea!.cosy«-f'CoBcyir.c08S*  ( 


CoSflj;!;  »"  Coaiijry.coscy-|-Co9jrfy.coS'ij 

1  Bubstitnirc  bicmuf  die  Werte  (9)  in  (11)  nnd  fasse  da«  c 
litte  Qtied,  sowie  das  zweite  nud   vierte  Glied  des  Resultate 


w 

cttmi 


Httlvig:  Beifrist  lur  Id&rt  uam  Ttlraidtr  uad  van  den  il^laa 


eamniuti;  man  rrkrnnt  itaun  in  ilvr  onton  SumiDO  die  rechte  Seite  der 
Glbiuliitiig  (8)  und  in  iIit  zweiten  die  mit  cosS»  inultiplicirtG  rechto 
Soitü  der  Olciduiog  (lü).  Somit  erjjiebt  sieb  ilie  von  Hi-rru  Dostur 
unter  (V)  auffe/ührtir  Glyicliung,  and  zwar  in  piner  Gestalt,  wdcho 
sio  tlcu  Formeln  der  Trigoaiimetrie  alialiuh  mctdit;  also 

Cos«4e=C08air.co8M-f  CosoftE.c.oBfta'+CoBAra-.cna.iT     (II) 
Hierin  sind  oir,  acx  iiud  hex  die  Toilocken  von  uic. 

Zma  mtm  Cosabx  entwickeln  wollen,  so  würdo  man  dies  kd- 
t  nach  Analogie  An  Gloichnngcn  (4)  dnrcta  CosnA.y  und  Cüsnxj^ 
1  bo«tJmni<}n  niussen,  ebenso  Cosaxy  durch  Gcisacir  nnd  Cosory 
\  CosAciü  dnrch  CosAi;^  nnd  Coiazy;  an  die  Stollo  der  lluira- 
ingen  (fi)  uuj  (7)  würen  zn  setzen 


COBfic  —  cosye.  cosiy 
coBKc — coB^c.cosrjr 

Cor  ale      sin  (y 


sinftj 
sinacy 


(12) 


(13) 


COBnw         BiU«y' 

deren  Bennt/nng  man  schliesBÜch  zn  dem  Resnltat  gelangt; 

COBabx  =  C08uAc,C08imr  — Cosaa-c.COSic  — CoBÄ^C.COaoö      (14) 

tbri  encheint  aiir  als  UnterscJiied  zwischen  der  ganzen  Erke  ahe 
~  den  Teileukcn  axc  and  l-xc.    Hieruat^ll  kann  man  ohne  Weiteres 
die  Werte  für  Cniturx  und  Cosbae  bilden. 


[  An  die  vorgtohoudeu  Betracbtangen  lassen  eicli  mit  Leichtigkeit 
i  OBlspri-cheudon  Bcstimniuugeu  Ober  die  Sinus  der  Eckou  an- 
Denkt  mau  sich  nümlicb,  dass  die  ilrei  Ebenen  u,  ß,  y 
6i»u.  Krkc  bilden  nnd  eine  vierte  durch  den  Scheitel  doraelben  gelegte 
*  cllegidben  schneidet,  dass  ferner  auf  diesen  Ebenen  im  Scheitel  der 
*«dio  Normalen  errichtol  seien,  welche  mit  «,  h,  c  und  i^  bezeicüuet 
^<&(ilen  mägeu ;  ao  liestimmeu  n.  li  und  c  eine  Ecke,  die  Snpplenientar- 
^«^le  der  ursiJrUnglichen ,  welche  xar  letuteren  die  neziehnugoü  hat, 
*%s»  den  Grössen  Cosaic,  CoBaf.x  n,  s.  w.  culaprecbou  SinnjJj',  Sinnßf 
**-  ».  w,  und  deu  Functionen  cosiu.  cosf/r  u,  b.  w.  die  Werte  — coscf, 
'''~~— MBjJ^  n.  8.  w.  Weil  nun  von  der  Snpplementar-Ecke  die  Gloiuhnn- 
^«n  (11)  nnd  (14)  gelten,  so  kann  man  also  bei  der  ursprUDglicben 
*^igcnde  Itelationßn  bilden; 


io^y=  — Sintf|i|.coBj'|— Sinej-l.coB/Jg— SinfJj-l.coBBl         | 
i^{=  — Sin«fl}'.cosi)'-}-8inoiy.co8^i'-|-Sin/*lr-co3Bj'  etc  i 


(15) 


|l)cm  Vorstehenden  will  ich  eine  Bemerkung  hinzufügen  über  die 
[dtoog  der  im  56.  Teil  Nr.  V.  und  im  57.  Teil  Nr.  V.  bewiesenen 


cu  Wfakoi 
Ebene  die 

1 
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Formol  filr  das  Volumen  dcB  Tetraeders,  nämlich  doM  wohl  di*  e( 
fntli9te  Art  dwr  Bt-sUiumniifi  dirjonigo  ist,  welche  fi^h  In  meäncr  ol 
crwähQtfln  ArbL'it  Ubur  Tiitractlrü  nie  tritt  init^jeluilt  babp.  Es  ist  ntd 
nichts  nötig,  als  das  durch  das  Grunddreiock  dos  Tflracdcr»  lK"diB| 
PuraliulograDim  zu  constrniren  und  dio  vi i- rix;  Ecke  desselben  miti 
Spitze  des  Tetraeders  m  Terbindcn.  Hierdorcli  cnlstoht  oiu  dem  ' 
sprQuglicboTi  glnicbes  noues  Teirafdci-,  an  wrlchi>m  das  paad 
Tolunion  gufauden  werden  kann.  Die  oiuo  SeitonflUcbc  dotselbeD 
fin  Dreieck,  in  weli-hi-in  Kwei  Seiten  —  gloich  zwei  ticgcnknlitct 
und  0,  des  Tf^tracdtTs  —  den  von  den  letztoren  bedingU>u  Wfako) 
cinachliesscu,  so  daas  dessen  Iiilialt  j  a .  a, .  sin  -4  isL  Die  Ebene  die 
Dreiecks  hat  aber  von  dor  gogentiberliogcuden  Ecke  di^usg" 
stand  e,  wie  jene  Kanten  a  und  a,  von  einander,  womit  ( 
Bede  stehende  VoInmeubL^tiiiimung  er\¥ieseu  ist. 

Endlich  niöchti?  ich  noch  einen  Sata  anfuhren,  welcher™ 
einfache  Folgcrong  aas  einer  ebeufalls  in  meiner  mehrfach  nrwftbn 
Abbandlang  über  das  Tetraeder  enthaltenen  Eigenschaft  dieses  E 
pers  hervorgeht  (Seile  19  oben).  Derselbe  erscheint  als  Anxloi 
zu  der  Eigenschaft  des  Kreises,  dass  die  zu  demselben  Uog 
gcbArigen  Pcripheriowinkel  gleiche  Grfisec  besitzen, 
oud  lautet: 

Alle  diejenigen  dreikantigen  Ecken,  deren  Schei 
auf  einer  Calotte  einer  Kngel  liegen  und  deren  Kanl 
durch  drei  beliebige  Punkte  des  Kreises  der  Grnndebe 
der  Calotte  geben,  haben  einerlei  Modulus. 

Unt<>r  dein  Modulus  einer  Ecke  wird  liier  das  Vorhllltniss  swtsd 
dem  Sinns  und  Cosinus  der  Ecke,  oder  zwischen  dein  Sinns  ei 
Flachen  winkeis  und  dem  Siuns  des  gcgcnUbi<rl  legenden  Llnienwinl 
verstanden.  Die  Punkte  des  Gmndkreisea,  welche  in  dem  i 
Wähnt  sind,  können  bei  jeder  Ecke  andere  sein. 

Erfurt,  deu  'ii.  Febmar  1875. 
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xvn. 

flrenzwerti'echnnng  nebst  Grundzfigen  der  Theorie  der 

Lateralcunren, 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  F.  E.  Thieme, 

eiDcrit.  Gyuiiiusiuloberlehrer. 


x=l 


x=n 


S  1.    Wenn  man  die  Summe  l4-2-f-3  ...  n  bezeichnet  mit   S  x 

n(n  +  l) 
2 


\    dahor;J^,  =  4(l  +  i). 


^    grösser  man  n  setzt,  desto  mehr  nähert  sich  die  Summe   dem 
^*te  J,  man  bezeichnet  diesen  Grenzwert  mit  Lim  und  es  ist  daher: 


Lim  S  -•  =  J. 


Hieraus  folgt  nun  leicht 

Lim  S   -g=i(-)  , 
x=m  n*  \»  / 


^^    m  zwar  auch  unendlich  gross,  aber  —  einen  endlichen  Wert  hat: 

_  n 


8  -.= 


1  — 


_ 
n« 


XsH 


n' 


Fflr  derartige  Grenzwerte  kann  man  einen  besonderen  Algorithmus 
^^^C^ben,  wodurch  eine  der  Integralrechnung  ähnliche  Rechnung  ent- 


]^gg  ThicTaei    GrtnziBertrtiABHng  ntbtt  Grundtttgea 

Etclit,  wolclip  Quadratur-,  Cnbatar-,  Schwerpuulits-,  Gewichts-,  Tr3^ 
lifitsinomniilaij-AiiftraLcii  mit  Loiclitigkoit  löst  und  doch  im  Beroicho 
UiT  ScliUkT  bohorer  Aiisfaltm  (Gymuasien,  Realsebuleu,  Gewerbe- 
sobuk'ii  u,  s,  w,)  liegt 

§  i'.    Es  ist  aarb  dem  binomiBchcn  Lehrsätze: 

(p+l)p.fp-l)_^,^  .      I 

mit   S    xf  die  Summe  H'+if+SP ...  -f «?,  80  ar-  ', 


giebt  sidi: 

1  =  a\p+i-{p+i)'s'^p+^^öjrf-i— . 

jjun  ist  aber 

.5   iP+i  =    s  (k— iJP+i+nPfi 

Tnifit  man  die 

eu  Wert  ein  und  trausfonnirt,  80  ergiebt  sieb: 
l,\l+i,_,'                2.3                 +■■■ 

^ 


*?fiw*^, 


i  a    Man  kauu  dem  Satte  des  rorigeu  Paritgni|.licii  noch  ci» 
D  AuBtlpbuuüg  geben,  indem  mnii  difsollton  Sdjlus.ic  itriweiid< 

I  •b/'a'i*,  woraus  sich  ergielil: 

Li» 'l'^-^r. 


Der  Grenzwert  der  Potenzen  summe  der  Boilie  doi9 
ZtUen,  Bei  es  mit  gauzen  oder  gebrochenen  (daher  ancfr 
fti  irrationale)  Exponenten,  ist  das  Reoiproke  de«  Er^ 
^aUDteß   des  Kenners. 

Ea  folgen  leicht  anch  fulgonde  Sätze: 


I  4.  Es  sei  AMB  (Fig.  1.)  der  Quadrant  eines  Erctscs;  man  toilo  den  | 
r  ATA  iu  n  gleiche  Teile  nnd  es  sei  MC  =    r-,  CE  si 

-  r.  Man  ziehe  CD  und  EF  senkrecht  auf  MA,  FDG  nnd 
I  nud  verbinde  W  mit  D.  Es  ist  EFDC^  EHDC^  EHJC\ 
terscbied  wird  immer  kleintr,  je  grösser  n,  je  Ideiner  also 
.,  80  dass  er  kleiner  werden  kaun  als  jede  angcbbare  GröBSO; 


i  CD 


=.^/. 


kann    mau    setzen    EHDC'^m 


i  auf  den  Grenzwert  übergeht :  Quadrant 


AMH  =  r'Lim 


...K'- 


PiQBadraRt  ist  aber  auch  ^i*n,  folglich: 
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Hätt«  miiii  die  Summe  nnr  von  z  =  1  bis  *  =  wi  geiiOTnmi.'D.  w 
dass  MC  =     r  ist,  so  hätte  mau  die  Figur  MliDC  d,  i. 


'"  r*  j/l  —  ^^  -f  i,J  Ari>  sin  "' 


erhalten,  daher 


Lim  S —  =  i^  [/  1"~,:»  +iArcai 

S  .').  Bei  hin  reichender  GröBSC  von  n  kann  man  deu  Bufpia' 
IJD  =  Sj'  alB  gerade  Linie,  also  A  W/W  als  liin  reditwitikligi-s,  dem  j 
Dreiecke  CDM  ühullfliea  betnichtfU  und  ea  ist: 


'V^^ 


''V^ 


SetKt  man  r  =  1    und  nimmt  den  Grenzwort  der  S 


der  77iforie  der  iMtertUcurven.  jgQ 


^. 


siu- 90^=2  +  cos -90'^^  =  1 
und 

S   sin-90ö^  =  /Sco8'-^— ^90«2; 
$Mri  num  auf  beiden  Seiten 


»afgiebt  sich 


od 


*5    sin -90^«, 

z=zn  W 

2''iS   sin-9(y>«  =  n+l 


,=1  sin  ^900« 
Lim  5 =  ^. 


S  7.  Gegen  eine  einen  Meter  lange  Bande  wird  eine  Kugel  zwei- 
mal hintereinander  gerollt^  man  soll  die  Wahrscheinlichkeit  bestimmen, 
dass  der  Abstand  der  Anschlagi)unktc  unter  drei  Decimeter  fällt. 

Man  teile  den  Meter  in  n  gleiche  Teile,  bezeicline  den  ersten 
Teil  mit  1,  den  zweiten  mit  2,  den  mtcn  mit  m  u.  s.  w.;  der  Ab- 
stand der  Auscblagpunkte  betrage  nicht  über  97^  —  1  Teile.  Da  man 
hier  zwei  Reihen  von  Elementen  hat,  so  sind  Variationen  zu  zwei 
mit  Wiederholungen  anzuwenden,  n  Elemente  sind,  also  ist  die  An- 
zahl der  möglichen  Fälle  n'.  Die  günstigen  Fälle  sind ,  wenn  A  die 
Ordnung  der  Variation  und  B  die  Anzahl  derselben  bezeichnet: 

^  1,  2,  3,  ...  m,  m+1,  ...  n — wi,  n  —  m-^1,  n — *»-(-2,  ...  n—  1,  n 

B  m,  wi+1,  m+2  ...  2ot— 1  2m— 1  ...  2m— 1,  27»  — 1,  2m— 2 

m-f-1,  m. 

ISe  Anzahl  der  günstigen  Fälle  ist  daher 

(3m— l)m  +  («  — 2m)(27ii— 1). 
Daher  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Abstand  der  Anfallpunkte 

kleiner  als   —  ist: 

n 

\n        n/  n    *    \  n  J  \n        nj 

geht  man  auf  den  Grenzwert  über,  so  ergiebt  sich: 

3m*       2m_4m*^  ???_  ^* 


Soly.t  man  ~  =  0.3,  so  pripcbt  sich  als  WahrEchcinlien 
jQf  Abstand  der  Änscilagiiuiikle  niclit  grösser  alR  3  Dedot 
ü,r>l;  diu  WithrsuheiiilLcliki-it  alao,  ditss  dersolbc  grü§scr  ist  0,49*). 

§  S.  Mau  nehme  ein  pKrallE^logramm  eiuua  druiseitigen  Prinni 
uU  Griuidfiäche  g  an;  vüu  oinem  Funkte  der  daza  paralUleu  Eku 
fällt!  man  eine  Seukrechto  h  auf  die  Grnndtiltchc ,  teile  diestdbe  fa 
gleiche  Teile  und  lege  durch  die  Teilpuuldu  Ebnuu,  immllc)  W 
Giniudtläcbß,  80  sind  die  Durcbschaitufigureu  rarallclogrammo,  «del 
sieh  zur  Grundflache,  wie  die  sonkrcchten  Abstünde  von  der  SpUi 

verhalten-,  also  in  dem  Abstände  -h  von  der  iiorallelen  Kaute  iatd 

DnrchBchnittsfigur  -g.    Auf  jede  Durchschnittsligur   stelle  man  e 

senkrechtes  Paralleleupipednin  von  der  ll6hc   -A,  dniiii  ist  dieSsnuE 
aller,  auf  diese  Art  entstaudene  P&rallelepipcda 


Je  grösser  man  n  setzt,  desto  mehr  sehliessen  sich  die  Pai 
an  und  sie  fallen  damit  zu&ammcu,  wi^u  man  n  ^  o«  setzt,  d 
der  RaiuuinLalt  des  dreiseitigen  Prismue  ist 
1=1 

gh  Lim  s  =  yh, 

d.  h.  halb   so  gross  als  das  Parallel e[>i p cdum ,  das   mit  I 
grosso  Purallclogramniengnindfltiche  und  glciclio  Uüho  hat 

Nimmt  man  aber  die  Summation  nur  vor  von  x 

so  ergiebt  sich  der  PrismaBtutx  =  ighil j\=  hil 1  * 

UHU  aber  iai   ftfl —  -J    die    Hube    rfe-s    StnUos    *,, 
g  das  obere  Purallclogranim  g„  daher  der  Rauiiiiiibalt  des  S 

Im 


«  Qi>iii.llr)>r«n  .Wt  W.iliri<i-!irmli<!|>li<Mt>ri!<'hnnii 


I  die  Hfthe  lios  Si'liwfrpoiikts  d<ss  Prismiis  ahcr  der  Gran 
t.  m  flndou,  Iiuatiiiime  itiaa  ilio  Siiiiiuic  tlc^r  Alomiute  in  ncxietiia 

te;  (ler  Alistiiud  des  Paralldopipcdums    ,j//i  vuu  divGniql 

litt  (1—  -1  A,  iliilicr  ilas  Moiwut  glA ^^  ;  von  dcDit;ai>fl| 

a  Ist  dio  Momcntarsummo 

■  d{T  Raumititialt  dos  PrismiiB  ^^rA  ist.,  so  beträgt  die  DO] 
eiiwerpQiibtfi  \  [  =  i''- 

1  Priania  bestehe  aas  eiucr  Masse,  wplcho  an  der  Basis  4 
t  p&rallelen  Kaut«  il,  ist  (d.  b.  die  Oinvichuctnhoit  mogo  i 
i.  d(tr  UcbiTgiuig  von   ri,  &at  il^  Tolge  progressiv,  so  duss  |] 

gikoit  des  ParalleleiJiiieiJuins  -  gh  ist  (/, — ('i,— '/j),  so  istdi 
\  dieses  Kleinentarkörpcrs 

1  den  tircuzwert  der  Summe,  so  ergielil  sieb: 

1  Sr.bwcrpu!ikt  zu  finden,   suchte  man  xunilchst  das  Moinei 

■Iarall(tlepipeduni8  -jgh,  djissclbu  ist; 

[M  mmi  den    Grenzwert    der    Suiniiie,    so  ist    das    Momeul 

|,^A*lrii+i'a);  «Ja  "Iß*  Gewicht  des  Frismiis  l3/i(«/,  +  2('s),  so  ii 
e  des  SchwerpunkU's  Über  der  Grundfläche: 

|-|^(d,+2^-'*l'+).',+".i       'H'+Ji+W 


i  Tkitmc!    Grtutiii*rrttcAiiuiig  nchil   Grunib 

ij  9.  HtLn  flüle  von  der  Spitze  einer  Pyramide  eine  SenkrodiU 
auf  die  Grundfiaclie  g.  Utile  die  Uübo  in  «  gluiclio  TßUe  und  lo| 
(liiri'li  joden  Teiliianict  eine  zur  Gruiulfläcb«  jiarBlldc  Ebene,  die  « 

IlnrcliscLnittstigur  (von  der  Spitze  au  gereclmel)  ist  -^g;  auf  J6 
Burchscbuittstigur  stelle  man  ein  Prisma,  welchi»  dio  Uobä  -A  hl 

Bo  betrag  die  Sommo  aller  n  Prismen  gh  S   -,;  der  GronzvFCrt  gie 
den  Bauininhalt  der  PjTamide  JjA. 

Hätte   man   die  SummatioQ  von  x  =  m  bis  s  =  n  gemucbt, 
ergäbe   sich  der  Rauminhalt  des  Pyramiden  st  ntz  es   JsA(i  — ^V 
i  A  (l  —  P)  ff  (l  +  ™+  ^*) ;    Ä  (i  —  ^\  =  Aj  ist  die  Hftbe  du  " 
midenstntzeB;  be?,eiclinot  5,  die  obere  Flitcbe,  ao  isl 
ffi  =  ^  3'    Vffi  =•  -  V?.    Vs9i  =  ; 
daher  der  Baominbalt  des  Stutzes  i'',{j+v'Wi+3i)  wie  1 

Dio  ganze  Pyramide  bestehe  aus  einem  Stoffe,  von  wo! 
Cubikeinheit  an  der  Basis  <i„  an  der  Bpitzo  <^  wiege;  verflnc 

die  Dichtigkeit  progressive,  so  ist  sie  in  dem  Abstände  -h   von 
L  SliUze  t{,  —  -(äi—<ii),  datier  das  Gewiclit  des  betreffenden  Prbmi 
p^AI  -,ti,  —  -jK  — i/,)!      Der  Grunzwert  der  Summe 

giebt  das  Gewicht  der  Pyramide. 

Um  die  Uolie  des  Scliweriiunktes  über  der  Grandfiäche 
anche  man  das  Moment  dos  Gowicbl^is  des  «tea  Prismas, 

I  stand  von  der  GrnndtlAi;be 


nfll 


(-9' 


»''(..■'■-,7''''  +  » 


-)M\ 


.''.  +  „» ''t 


+  ^•1, 


it(f  t^t»r!r  ittr  t.attratei'irt«.  \9 

r  das  Uomcut  der  Pyramide 

"••lil-l+D  ■'• + ii-i)  ■'■]  -  i"-'i2".+*'.i. 

I  Gewicht  der  Pyramide  war  aber 
jrdic  Hßhc  des  Schwerpunktes: 

Setzt  man  il,  =  «f„  so  ergicbt  »ich  dw  beltanntL^  Aosdnick  JÄi 

1 10.  Es  stelle  Fig.  2.  eint^  Kugel  dar;  AMli  od  ein  Haiq 
B[  iu  dem  Mittel pDDkte  JlfC  scukreclit  auf  dür  Ebeuc  desgclbl 
l  t«le  ^eBen  Halbmesser  in  «  gleiche  Teile ;  DF  sei  der  t 
;  ilnrch  die  Tciliinukte  lege  man  Ebeueo,  iiarallcl  ^nm  1 
1  kaun  dann  EGLK  als  eincu  Ecguistutz  auflassen ;  IIJ'^ 
t  mittlere  Halbmesser,  so  ist  die  Üburilächo  dieses  Eegelstnt 
I  EO  mit  Mr  bozcichuet,  2t,r,7i.  Fällt  man  iu  der  Kbel 
9g  ON  aenlu^ctit  auf  EO,  so  ist 


1  den  Grenzwert  der  Snmme,  ao  orliftlt  man  als  OberOU 
Ealblragel  lir*n,  der  ganzen  4r*«. 

t&ddirt  man  aber  nur  m  Brüche,  so  dass  -  einen  endlichen  WJ 

[  BO  erhält  man  als  Oberfläche  2  -  r'n.     Bezeicliuet  l>  die  Hi^ 

Üigelhanbe,  so  ist  die  Oberflache  der  Kn^-ehone,  da  -r 

ir(r — h)n,  folglicli  der  Eugelhanbe  2rh7t. 

*  Btcttt  man  auf  jeden  Dnrchscbnittskreis  einen  Cylinder  von  i 

*fc»  -r,  80  ist  der  it« 


'(}r^- 


avnn. 


'  Nimmt  man  hiervon  deu  Greiizvort  dor  Suninu',  so  ergiobt  J 

4 
daher  der  Ranrainhalt  der  ganzen  Kug^l  sr*«.    Ai 

die  »>  ersteo  Teile  zasoiumcn,  so  erhält  nun: 

I  Setüt   ma»    '-r=^r — A,  ao  eibSit  mau 

„(r»_r»A-irS-f  r'A-rA»+3r»)  -  ™{lr'- 

zii^tit  man  dii'S  von  der  Halbkugül  Ir^n  al>,  sn  bißilit  Kug{ 
—  rA*«  — iÄ'.i,  iii)  A  die  Höhß  des  Segmentes  darBtdlt. 

Mao  teilo  den  llalbmessor  der  Kugol  In  ?i  gloiche  Teile  i 

I  durcli   die  Teiliianlitc  conccutristlie  KugcJoberflllchuu ,  damtJ 

Ranminhnlt  dt-r  j^teu  Kngdsuhale 


+  1)'      «r»!  Mar»  ,  4e  ,    1\    , 


Bei  der  Snmmaliou  würde  das  zwoile  nnd  ddtte  Qlied  txa 

man  erhält  ah  Raumiubalt  -  g  tH  d.  1i.  die  dauue  Kage 

gleich  dtir   betreffenden  Kagelobcrllaühe  mnltiplicirt  mit  i 
der  Schale.    Die  Dichtigkeit  der  Kugel  nehme  von  dem  MitI 
HO  sie  di  isl,  nach  der  Oberfläclic,  wo  sie  il^  ist,  progresRlT 

bat  die  ictc  Kugelschnie  die  Dichtigkeit  rfi ■(''i- 

Gevicbt 

Nimmt  man  den  Grenzwert  AnT  Summe,  so  erglebt  : 
'    der  Rogel  \T^n.[,!^-\-^i,). 

Man   kann  der  vorigen  Aufgabe  noch  eine  Ansdebotu 
iudcin  mau  auuimmt,  eiuo  Kugel,  deren  Hall)niessur  r  ist, 
einem  Cüucentriiibeu  Uiuge  von  der  Ufllie  A  umgebon,  welcliini '■ 
Masse  erfüllt,  dei-en  Dlclitigkeit  von  der  ObürQlkcbe  der  Kugel  bh  ki 
ÜUMoren  Olieräilelie   des  Kluges  gleidiförinig  vun  d  bi«  Ü  alwitlU^ 
[  Teilt  man  A  in  n  gloiclie  Teile  und  legt  ditreh  dieseliieu  KugdolXM 


I  flAdien,  so  ist  die  Dichtigkeit  des  it\»a  Itinges 
I  Qpiriclit  deuelbeo 


(-0 


d,  iiaiin-  il 


'V  l     i         r\  i  Kr  ir"^ 

—  pi  rVi.ln  —  ^  rÄ Vn  —  ~  A  V«.  I 

t  man  Uiervoii  dtm  Grnizwi-rt  dor  Summe,  so  t-rgiiibt.  aidi  i 
teilt  des  Ringos: 

9  Gewicht  sei   so  gross  ala   das  Gewicht  eines  dieselbe  Kni 
^ibondou  Ringes,  der  mit  ciitom  gleii^liförmjgou  tik  dichten  8to 
t  ist  nnd  die  Stärlto  i  hat,  to  hctr&gt  das  Genicht: 

1  dieses  Gewicht  gleich  dem  gefuudcneii,  so  t^rgieht  Bich:  1 

i[/.*+4rA»+6r*A]  =  (ir'i-i-4ri*-\-\P)U. 

Ipllrirt  man  mit  3,  dividirt  dtirch  r^  tmd  setzt  -  =  a;,  so  ist:  | 


t  man  dies  anf  die  Atmospliäre  der  Erde  an,  so  ist  r  =  8&9jy 
=  aji  Fuss,  h  =  10624  (das  specifischo  Gewicht  des  Qua 
«Bben,  »las  der   Luit  gleich   I   gesetzt),  die  Meile  =  22M2  Pn 
ffierauB  crgicbt  sich  dio  Gleichung: 


r'+i^-i-^x 


'  0,0151018. 


Die  erste  Derivation  dieser  Gleichung  hat  zwei  imaginäre  Warzol 
r  dieselbe  nnr  eine  reelle  Wurzel  hat,  diese  ist: 


A  =  869,5  X  0,0025211  =  2,1669  McUon, 

t  Tsan  die  Atmosphäre  von  der  Oberfläche  der  Erde  gleichföra 
me,  so  mUsstc  sie  eine  HOhe  von  :i,16C9  Meilen  haben. 

I  Resultat  wird  dnrcli  »ine  einfache  Betrachtung  wenigste 
Qierad  bcaUltigt.     Ein  Cylinder,  dosv&n  Gruuilllaclieiihalbmcsfe 
ISS  mid  dessen  HOlie  h  Fuss  ist,  enthalt  eine  Masse,  deren  Dich- 
^t  Yon  uiiteu,  wo  sie  d  ist,  nach  oben,  wo  sie  verschwindet, 
fSrntig  abnimmt;   das  Gewicht  lietrftgt  ^r*hd7t.     Ein   anderer^ 
0]4iiidur  von  derselben  Granddache,  aber  einer  HObe  voi: 


(1   Gnmutrlrtdinvni/  nclifl  linin 

sei  mit  einer  Masse  von  gleiclifitmiigcr  Diebtigkvit  gleich  | 
so  ist: 

Jr«A./n  =  r".2i,  10624 ./ä.  d.  i.  A  -=  49579  l'uae  -  2,17 

I  11.    Es  Bt«lle  Fig.  'A.  das  halbe  Segment  einer  Parai 
deren  Gluichniig  jy*  ^  px  ist    Es  sei  AB  ^  «,  BC  =  b,  dahcrfl 
Mau  tcilo  AB  in  »  gleiclio  Teile  und  es  sei 


errichtet  man  die  Ürdinaten  DG  und  £/',  so  ist 

Od  =  i,  =  5  l/- 
mid  das  versRlminileod  kleiiio  Recbteck 


'|/; 


DBFG  '' 

Nimmt  man  den  Grenzwert  der  Summe,  so  ist  (§  3.)  Ali^ 
Verändert  sich  die  Ditlitigkoit  der  Parabel  von  A  bis  ül 

lional  der  Abseissc,  so  dass  sie  bei  DG  il,  —  C'^i  —  «^j  »* J 

trägt  das  Gewiclit  des  botreffenden  Streifens 


"'■  Vir 


daher  das  Gewicht  des  halben 

Sollen  die  horizoulaleu  Schichten  ihre  Diehtigkeit  prapt 
der  Höbe  sich  andern,  so  teile  man  b  tn  n  gliuche  ToUc,  d 

die  Dichtigkeit  in  der  Höh«  -b:  d^ Wi  — </,).     Ein   horiu 

Streifen  ist,  wenn  die  zu  -b  zugehörige  Abscisse  a^  ist,  -(aM 
Es  ist  aber 

fn  ■—  -jS*      oder      Oh  =»    ,«, 

daher  das  Gewicht  üob  Streifens 


\: 


der  Theorie  der  Lateralcuruen,  197 


d.  i. 


Nimmt  man  den  Grenzwert  der  Summe,  8o  findet  man 

Um  den  Abstand  des  Schwerpunktes  des  halben  Parabelsegmeutes 
TOI  der  Absclssenachse  zu  finden,  bestimme  man  das  Moment  dos 

Stredfens  DEFG  in  Beziehung  auf  die  Abscissenachse,  es  ist  x-abxhx\ 
ea  ist  aber 

d.  i. 

n 


daher  das  Moment  ^oä*— ,.     Der  Grenzwert  der   Summe   ist  io^*; 

«iiirch  die  Fläche  \ab  dividirt,  giebt  den  Abstand  des  Schwerpunktes 
^on  der  Abscissenachse  J*.  *) 

Um  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Ordinatenachse  zu 
i^atiininen,  hat  man  das  Moment  jenes  Streifens 

.  n        n 


6)' 


an 


n 

^^On  ist  der  Grenzwert  der  Summe  Sa*ft,  daher  der  Abstand  von 
Ordinatenachse  Ja,  daher  von  der  Ordinate  BC  {a. 

§  12.    Dreht  man  das  halbe  Parabelsegment  ABC  (Fig.  3.)  um 
als  Achse  herum,  so  ist  dec  Cylinder,  den  DEFG  beschreibt, 

n*^^«*«;  nun  ist  aber 

bx^  =«  -oa  «=  -  bK 


»^       *)  Brandes,  Lehrbuch  der  Gesctse  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung. 
^^1.  2.  8.  204  u.  f. 


r  der  Bauminhall  ileB  RotationsliörperB 

Limni'nä  -j  =^  ^ab^. 

äetKt  man   «   negativ    «ml  fUr  b:  b}/ — 1,  so  erhalt  iiii 

1  iIoNs  die  Über  dem  negativen  Teil«  iIit  Ät)si:SsseiiachBe 
bdlicho  Curvo  bei  dem  IlindrclK^n  dcnaolben  Rotniiouekitrper  i-nuntgt. ' 

Mau  dreliG  das  Segniunt  uro  dlo  Ordinateoacbs?  boram,  so  ist 

r  von  EF  erzuHgte  Cyllnder  -^ — a'hf   der  von  DO  orxengU'. 

^a^/n»  (b  kann  gkiidi  hg  gcaetxt  worden),  folglicli  An  CyUnierriBSJ 
r-^6«;  OS  ist  aber  /'j-=t|/-  ,  dabur  jener  Ring  Sra'fi—  dubArdtf 
KOrpur  Jn'J. 

Setzt   man  a  negativ  nnd  fllr  A:Ay  — 1,  so  erlittU.   man  chmil 

^BgiulLrcn  Ausdniuli.    Dies  erklärt  Rieb  dadun.h,  dasa  man  snnüuMil, 

f  dmri  negnliveii  Teile  der  AbsciBsenanbse  befindet  flicb  clnn  gleiite 

pabel,   deren  Ebene  jeüodi  auf  der  Ebene  der  reellen  Bnnkrodil' 

bt  «*- 

Diese  Krklflmnf;  \vird  durcb  die  Tboorie  der  imEigiiiiU'Cit   oAr. 

Bteralou  Grüsseii  in  ein  boUes   Liebt  gesetzt*;.    Es  wi    VAX  dl» 

^mdamentalebeiie,  vlA' diu  Äbacissnu-,  vli' die  Ordinatfm  '    -     ''  '  •" 

weit"'  Ebene,   Lateral i-Eic uß ;    l',.!!'—  qi  dw  I 
tcid'T,  dalicr  Ai\  diö  (h-Jluaten-  und  XV  dii»  Altscin^  . 
fein  der FuLniamentalobcnc  entsprichtdamiy(coaij>-l-rBiü+,,.      ,  -  ., 
t  der  Lateral  ebene.    AX  lieisso  die  Latoralacbsu, 

&t«lll  nnu  x=/{g)  eine  Curro  in  der  Fundamcntalebean  to^ 
)  wird  derselben  in  der  Lateralebenc,  die  AbBeiaHeuache  als  lAUmI> 
:hsd  genommen,  die  Curvc  x  ^=/^(cos9i-f-isiuqp)  ontaprechco. 

Diese  Curve  heisst  die  Lateralcunc.    For  ^  7  —  90^  «int  ttta 

iatenilourvu  x  =/{jn/— 1),  in  dem  obigen  Falle  also  — ^  =  «  odf» 

j,  -TV 

""S'="J"i  daher  für  dwi  negativen  Teil  der  Abscissenadise  #•■ 
Darans  folgt:  Die  Lateraknrve  der  Parabel  ist  «ied^ 
Parabel. 

Die  Gleichung  dur  Ellipse  ist  a  =  r-Vi*— y*'     Nimmt  j 


•)  CoBrnot.    EkniMiuiMirhiirli  .Ipr  Th*oriu  J«r  Vm 
r.  Sclinnae.  %  T«.  Anmcik. 


der  Thi»rit  dtr  laUriJnuvtn.  ^ 

_     I  Latcralachae  und  geht  auf  die  L&teralcarve  Obor,  so  ergiebt  i 
AV — .>y  -=  "-6"  (i.  i.  Aw  GlcK-hiiug  der  Hyperbel;  Die  Laternl^ 
cnrve  iler  Ellipse  ist  dio  Hyperbel  und  uuifrckGlirt. 

Von    dem    Kreist    y^-j-i*  =  r,*    wird    dalier  die    Lateralem 

-**^ri*  d.  i,  oiuo  gleiehseitige  Hyperbel  aeiii.    Nlranit  r  ab,  so 

I  sich   die  Scheilel  der  beidcu  Hyjierbelaste  d™  Schnittpunkte 

F  -Asymptoten,  und  wird  r  =  0.  so  sind  in  dem  Punkt  dür  Faiida- 

lebone  üwei  Gi'raden,  wovon  die  oiuo  untor  einem  Winkel  von 

die   andiTE^  unter  einem  Winkel  von   135"  gegen  den  positiven 

\  der  Abicissenailise  geneigt  ist.    Die  Olciclinng  i'+y*  •=  0  stellt 

■  rwei  nnter  ciiiem  Winkel  von  45"  und  VA'i"  sich  Bchucidende 

n  dar,  deren  Elieue  auf  der  Pandamenlal ebene  Heukrecbt  steht 

Sic  Gleichung  j*+i'  =  u  lasst  ach  in  droi  Factoren  zerlegen: 

(yeosi«+»s'sini«— «Ky+*)(yco8jj(+iffBiBi«— i), 

i  tuttt  demnach  eine  Gerade  in  der  Pundamcntalebeoc  dar.  di& 
■Wir  eiufm  Winkel  von  13.'/'  gegen  die  AbscwHi  nach-.e  geneigt  ist 
mirt  3!wcl  unter  einem  Winkel  von  4.'»'^  und  1!J5"  gegen  die  Äbscissen- 
fcdmo  geneigte  Gerade  iu  einer  untor  &f  gegen  die  Fandameutolebeue 
"  ten  Ebene. 
f  Hierdurch  erklären  sich  nun  auch  die  imaginftren  Differential- 
Es  ist  n&mlieh: 

\  gowObnIichen  Differentialiinotienten  erhalt  man,  wenn  man  mitH 
"'  '.  und  dann  auf  beiden   Seiten  A  =  i)  setzt;   man   kann  aber 
I  mit  h-\-'^-\-k'^  dividiren,  dann  diese  Grösse  gicir.li  Null  setzen, 
A&lr  mau  uneb  einen  DifTerentialquatienton: 

■r+Tr+il^?B=-'^'(-«+'?)-»'"'-'-"+'™''' 

=  3(ir{cosJr^+isin!rJt))». 

t  die«  demnach  die  Tangent«  des  Winkels  der  gcometriBclrt 
II  der  Lateral cui-ve  in  der  Ebene  von  W. 

'  £•  kA  p  =  är'-|-'tr*+4*+(;  eine  Cnrve  der  Fundamentalebe-ne, 
,  -wena  man  die  Ordinateuachso  als  Lateralaohse  der  Lateral- 
1  ninunt,  welche  unter  einem  Winkel  von  6fi"  gegen  die  Funda- 
ilebenc  geneigt  ist,  die  Latoralcurve : 

fe**{o<»in+;!>ini»)'+(w'(co3|n+»9in5»)+Mco8tjr+i9ini« 
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Setzt  man  a  und  5  =  0,  so  erhält  man  den  obigen  Ausdruck. 

§  13.    Der  allgemeine  Ausdruck  einer  parabolischen  Cunr^^ 

yq  ^pq-^gc^^ 

ist  daher  a  eine  Abscisse  und  b  die  zugehörige  Ordinate,  so  ist: 

b9  ^pq-rar. 

Teilt  man  a  in  n  gleiche  Teile,  so  ist: 
d.  i. 

r 

das  Elementarrechteck  DEFG  (Fig.  3.)  daher 

r 


r+g' 


n  « 


daher  der  Flächeninhalt  des  halben  Segmentes: 


+a 


ab. 


Um  den  Abstand  des  Schwerpunktes  des  halben  Segmentes  "^ 
der  Abscisscnachse  zu  suchen,  bestimmt  man  das  Moment  in  %■ 
Ziehung  auf  diese  Achse: 

1  x^ 

n   « 


daher  das  Gesammtmoment 


_«- «7,2. 


dividirt  durch  den  Flächeuluhalt  giebt  den  Abstand  des  Schwerpunkt 
von  der  Abscisscnachse 

i  ^^b 

Das  Moment  des  Elementarrechtecks  in  Beziehung  auf  die  Ord 
natenachse  ist 


der  Jjmieraiemnmm. 
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r±f 

M     * 

9    ..sx 

das  Gesammtmoment 


Ider  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Ordinatonachse 

(r+2qf' 

Ifan  drehe  die  Cnrve  nm  die  Abscissenachse,  so  beschreibt  hm 
Cjünder 


ab^ 


Imt  der  Rotationskörper 


2r+3 


•  f 


ab^n. 


£s  nehme  die  Dichtigkeit  des  Paraboloids  vom  Scheitel,  wo  sie  ri|, 
K  h^  wo  sie  d^  ist,  progressive  ab,  so  ist  die  Dichtigkeit  des  Cylin- 

1  X 

-abjfnid^ (rfj— d^)^  daher  das  Gewicht  desselben: 


8r 


»r+i 


n  «  n    t 

te  Gewicht  des  Rotationskörpers: 

Ihn  bestimme  den  Abstand  dos  Schwerpunktes  dieses  Könx^rs 
"^der  Ordinatenachso,  so  ist  das  Moment  dos  Elemontarcyliudcrs 


2r+5 
X   « 


2r+2f 
X     « 


n    «  n    « 
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daher  die  Momentenanmine 


if^^-v-^  -  äi^«'''«i''.-.  ■«. 


a(,+,)(a,+ii^'''''b-^+(iir+W-'J. 

.  darch  ( 
werpank 


divtdirt  DU»  dies  darch  das  Gewicht  dea  Kflrpera,  bo  orhi 
AbsUod  dei  SchwerpanktM  Tom  Schdtal: 


Setit  man  r  —  1,  3  ~  2,  d,  —  ^  ~  r,  bo  findet  man  =-  o- 

$14.  Ea  Sri  in  Fig.  6.  M  der  Mittelpunkt  eines  Krcji 
Halhmeaser  r  ist;  AB  eine  Gerade,  am  welche  der  Kreis 
hemmgedroht  wird;  der  Abstand  MC  des  Mittelpunktes  von 
sei  R.    Man  teile  den  Halbmesser  r  in  n  gleiche  Teile  ai 

-r;   DG  soi   -r;  man  ziehe  DE  nnd  GF  soukrocht  auf  ^ 


D£— Ä+r  l/I  — - 


DGt:  =  R~-ryi~- 

Es  soll  1.  die  Oberfläche,  2.  der  Rauminhalt  dos   Rotati( 
gesucht  werden.    Bezeichnet  man  FE^JH  mit  «x,  so  ist 


Die  ven  DBFG  erzeugte  Oberflfiche  ist 

d.  i. 

jRrn 

*)  Brnndu  8.  loe. 
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Iwert  der  Samme  ist  die  von  dom  Halbkn^ise  erscugt«  Obcr- 
■■    •  (S  &.);  der  gauzß  Kreis  craengt.  dahßr  die  Oberfläche 

1  EFJH  arzoxigte  RotatlonaliJtrper  bat  doa  Raamiulialt: 

[  Öivnzwcrt  der  Summe  (§  4.)  ist  ffr'n*,  daher  <ior  von  dem 
pn  Krcisf'  erzeugte  Köri'er  Sflr'n*. 

Setzt  man  R  =  r,  so  wird  ./Iß  Tangeute  nml  os  ergielit  «icli: 
Dbf^rßaclm  dvs  Rotalionsliör|iors,  der  darcli  Umdrobiing  einßs 
Öwe  om  oiDo  Tangente  erzeugt  wird,  ist  bo  gross  als  ein  Quadrat, 
eliis  den  Umfang  dos  Kreises  zur  Seite  bat;  der  Kan mini i alt,  so 
n  ala  ein  Cylinder,  drr  den  Ereis  selbst  zur  Grundfläcbo  imd  den 
hng  dee  Krelsos  zur  Höbe  hat. 

f  II».  Das  Trafibeitsmoment  Piner  Goraden  cinii  Figur  iii  Be- 
lang auf  eine  Gerade  als  Dn^buugsaehse  eines  Kiirjiers  ist  diu 
~^ler  Productc  jedes  Elomentes  eines  Gebildes  in  ih\»  Quadrat 
ihtco  Abetaadea  des  Elementes  von  der  D  ehuiigsacbso. 

i  AOCD  (Fig.  6.)  ein  Rechteck;  znr  Grnndliuie  Ali  =  g 

i  die  DrehniiBsachao  PQ;  der  senkreobte  Abstand  dorsflbou 

Eist  Ey'^n,  und  FG  ^  h  die  Höbe   des  Rechtecks;    man 


■Ibe  von  i'  an  in  * 
l'8D  dass 


gleiche  Teile.  MV  =  HJ  ^ -h  \ 


EM=  a-\ — h, 
I  Trägheitsmoment  von  UKLJ 

1  den  Grenzwert  der  Summe,  so  ergiebt  sich  als  Trilglicits- 
i  Anci): 

I  Trägheitsmoment  eines  Rechtecks  in  Beziehung  anf  eine  zur 
s  g  parallele  Drehungsachse  ist: 


nrlthrbnch  ilcr  Thi'orii'  ilcr  Fntitlioinn.  |  3 
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Thitat:    Ort. 


^,^.^ 


i  1&.  Es  Hoi  die  I>ro|]niigHai:b8o  von  AUCD  in  i 
auf  der  Ebtmo  des  Rci-btecks  und  AJ  =  Jl!  -=  Jy,  Offoobar  etul 
Jude  von  li  nach  ciucm  Paukte  des  Rechtecks  geioguue  Gcruda  nul 
rcdil  auf  der  DrehuugBacbBe.    Man  teil»  wii^ilerum  die  HßLo  k  \ 


1  glüitho  Teile,  MU  ist  -  h  uud  /"Jlf  = 


Dagegen  i/itf=|f^ 


i  von  Af  an  in  9  gleiclic  Teile,  NR  ^  ^3  und  ^iW- 


daher  das  Trüghoitsmomcut  dce  Elementes : 

Nimmt  mau  die  Summe  von  y  —  1  bis  y  =  ^  =  3; , 
das  Trägboitsinoraeut  Jus  Stri'ifGDB  HJXJM 


2    n" 


.V'*  +  .j5ffA'  +  2*^^ff»A. 


daher  des  Stroifene  ffffi«/ 

Die   Suramo  von   x  =  1  bis   f  ^  n  ^  ri    giebt  das  Trf 
momout  des  Rccbtocks: 

Das  Tragheitsniomciit  eines  Reclitocks  in  Beziehung  1 
seukreclit  iu  einem  AbBtande  a  über  ()er  Mitte  diT  Gmi« 
der  EboDC  stehend«^  Drehungaachao  ist: 


§  17.    Die  Drebuiigaachse  des  Dreiecks  ABC  (Flg.  7.>| 
Oruudlinie  BC  (g).     Die  Uohe  AI)  teile  mau  iu  n  gidcho  Tl^ 

CS  sei  AJ  ■=  - !',  JK  =     /(,  80  ist  nach  %  15.  Gl.  (A)  das  TrOghidi 


^» 


■        3 


I 


"vr? 


J'Wt   ^' 


«r* 


*  -'l-'" 


^Tant-zrräTL  -^rsr    va*?  lr«tr-.Tfc-    n   TtoL^liii^   nuf  4lif 


U£'  ^r^  niTL 


-"^*«' 


.V 


>. 


2 

15 


^^-^,ri?--ijm 


Knat  aber 

r  das  Trigheitsmoment 

■  forner 

Z  — AC0tg«-Jj;; 

diesen  Wort  in  T  ein,  lo  orglobt  ilcli  i 


"  pii7Ä[iy*8iu'''+3A»cOBn'G. 
Odpr  wenn  man  ^  DAG  roil  ß  bezoichnot: 

Das  Trdgheitsraomfiit   eines  gleichsclienkligin  Dreicd»  1 
ziehnng  auf  eine  durch  dio  Spitze  dcsBellien  gL'tiüudo  Drßhui 
woluho  init  der  Höhenlinie  des  Dräißcki  den  Wiukel  ß  hüdet,  Ist: 


2"=  7-^ffA[i/coBß'-(-3A*8iBß»] 


g  19.     Es  sei  die  Drehungaachse  dca  Kreisen  nm   M  (Pig.  }. 
tlcr  Uarchniesaer  AB;  man  errichte  MC  senkrecht  auf  AB  und  Uät 

[  den  nchlen  Winkel  AMC  in  n  gleiche  Teile,  so  dass  -d  AMB  =  ^ 

I  ist ;  jeden  Ualbmesser,  wie  AfE,  kann  man  als  ein  Dreieck  tietnditea 
I  durch  dessen  Spitze  M  die  DrehuugsEtclise  geht,  dulier  Gl.  (D)  la 

wendbar ;  es  ist  aber  g  -=  ,j-  r«,  daher 

jT^  wird  offenbar  gegen  h'  verschwinden,  daher  rrbält  mau 


Nach  S  6.  aber  i 


,,Bin-90" 


daher,   das  Trägheitsmoment  eines  Kreises  in  Bezlehnng  t 
Durchmesser  als  Drebangsachse  ist: 

r=i.-'« 


Man  kann  das  Trägheitsmoment  dos  Krdsos  anch  nocb  dnt 
Wendung  der  Gl.  (A)  boatiramen  r=- (/Ä(a»+rt/.4-/.»J.    HIotJ 


es  wird  daher  nh  und  A*  gegen  n  verschwindon  und  mau  r-tb^ 


der  TTieorie  der  LaUraleurven, 
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\ 


daher  für  den  Halbkreis: 


r«-2r*Lim's 

xzzn 


M^ch  ftlr  den  ganzen  Kreis: 

r=4r*LimÄ-,J/l--,-ir«,, 


XSM 


IVich: 


(F) 


{.  20.  In  Fig.  7.  stehe  in  A  die  Drehungsachse  senkrecht  auf  der 
Beae  des  gleichschenkligen  Dreiecks;  wendet  man  auf  EFGH  G\. 
(B)  ftn,  so  ist: 


X 

n 


9* 


n 


n 


Qo<l  es  ergiebt  sich  als  Trägheitsmoment  von  EFGH 

*^6  beiden  mittlem  Posten  verschwinden  gegen  die  übrigen  und  es 


3 


1  «» 


^"■ömt  man  den  Grenzwert,  so  findet  man: 


^^inus  folgt: 


igh'+^g'h 


Bas  Trägheitsmoment  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  ist,  wenn 
^^  Drehungsachse  senkrecht  auf  dem  Dreiecke  in  der  Spitze  steht: 


2-foA[A«  +  ij^], 


(Q) 


f  21.    Die  Drehungsachse  stehe  senkrecht  in  dem  Mittelpunkte 

^t^  Kreises  Fig.  9.     Man  teile  die  Peripherie  in  n  gleiche  Teile, 

^^rbinde  die  Teilpunkto  mit  dem  Mittelpunkte,  so  kann  man  jeden 

^eil  als  ein  Dreieck  betrachten  und  daher  Gl.  (G)  anwenden,  g  ist 

V       2 

*^er  -r«,  Ä  =»  r,  es  wird  daher  g  gegen  h*  verschwinden  und  man 

^cliUt  ab  Trägheitsmoment  eines  Teiles 


I  tfrumw-fnutaviv  nibtl  GnuatT^it 


iiimmt  mau  dou  Grenzwert  der  Sammc,  so  ergebt  sich: 

Das  TiUghcitsnioiiicnt  eines  Kreises,  in  dessen  Mitb 
Achse  senkrecht  stellt,  ist: 


I  21.  um  das  Trllglioitsmoment  der  Parabel  Fig.  1 
wenn  die  Achse  /UJ  die  Drehungsachse  ist,  teile  man  i 
ItC  =  6,  welcher  die  ÄbscisBo  AB  =  a  entspricht,  in  t, 

es  Bei   BK -^  -b  und  JK  ^  -6;  man  ziehe   JM  m 

zur  Achse  nnd  fälle  darauf  KOI'  senkrecht,   so  ist 
niomeut  JKNO,  wenn  Al'^  a,  ist: 


:.-*" 


,  a  15); 


HO  ergioht  sich  als  Trilglieitsmoment  jenes  Streifens 


Nimmt  man  den  Grenzwert,   so  ergiebt  sich  für  ilasselli 
aegracnt 


G4)- 


daher;  Das  Trägheitamoment  des  ParahelBegnie.iits,  \ 

4 
acbsc  die  Drehungsachse,  ist  ^  ab*- 

Steht  aber  die  DrehnugBacbse  in  der  Ebene  der  Pa^ 
recht  auf  der  Abscisseuacbae ,  ist  also  die  Ordiuatnnachsa 
man  durch  Anwendung  von  (A)  das  Trftgheitsmoment  i 
DEFU 


1 A       zi  2 


und  anf  den  untern  Teil  ausgedehnt,  erhält  mam   DaaJ 
momunt  des  ParabcIsegmentB  in  Beziehung  auf  dio  Ordi 


t)-a>,i- 


—  I 


v-^-iZ-^ 


Ite  Tiii^teö^DOBsi:  äs-  PcaJa  s 
«Nu  uf  der  PviiKäiic:«^  »ait=»ac 
■  fit  SsBune  der  t«^  rfcor-yrr.  i  ^  jitu  j|^  ^.»--.-niny  tat  äa  jtiß*^^ 
W  Onfjittteii&clifiC'- 

f  &  Es  &ei  AliBE.  ,Fi£.  l->    sb±  HUq«^  lueu  ^Tt^'Tmr  j 
'^t(BeCJd.L«na  gleich  TcAe.  ■«£  a  «i 


^  ••='-••''('-5,) 

*W-«,    nun  emchlc  senknebt  QKF vai  IlLJ.  lebBe  OE  ill 
^•■«■«i«!,  ind  wende  in  Beiielun«  inf  O/VH  Gl  (i,  )  15.  u. 


daher  dai  Träghoitsmoment  des  hctrc-ffi^iulcii  Strelftiu: 

(die  beiden  auilorii  Teile  von  (A)  fallon  weg),  d.  i. 

Geht  man  auf  den  Grenzwert  über  und  dehut  das  It^sulUf^ 
ize  ElIi[iBe  aus,  so  erhillL  mau,  da 


(Gl.  (F)  §  19):  la^b  d.  h.:    Das  TraBheiUmomt-nl  der  Ellip«'! 
liehuug  auf  dii'  kleine  Achse  als  Drobaagsaxe  ist  Jji*6. 

Elieu  so  wird  mau  erhalten,  dnss  das  Tr&ghdtaraooient  fn  B( 
xiehung  auf  die  grosse  Achse  ^A"  LiL 

Wenn  die  DrchnugsacliBe  in  dem  Uittelpnnkte  dür  Ellipse  B«a1i 
recht  uuf  dor  Ebue  der  Kllipae  steiit,  so  hat  uiad,  um  iliig  Trftgbeili 
moment  vou  FGHJ  zu  bestimmen,  die  Gl.  {!))  S  IG.  auxnwrudeu;  ( 
ist  dann 

1/  ?  1  IE 

5  '^  2i  1/  1 j,        A  =.  -  o     und     n  =  - 1 

daher  das  Trägheitsmoment  des  Streifens: 


2a^b  -  ^  1  _  ^j  4.  ^  bJ»  - 


Geht  mau  auf  den 
der  halben  EUiiise 


)  ist  das  Trügboi 


dahi^r  für  die  ganze  Klliiise  laJ,{a'-\-t*):  Das  Tragheitcmin 
Ellipse  in  Bexii'huiig  auf  eine  in  dein  Mitb'iijunhti'  sinkrecht  stobnc 
Aehae  ist  so  gross  als  diu  Summe  db-r  Tragbeilsniomenl 
auf  die  beiden  Achsen. 


i    1^         r  z  1       äf'  ir* 

^*  finnwevt  giebt  als  Trftgboitsmomcut  d«t  botivffoBdea  Cyliuil«'» 
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odvr  da 

das  TragheitsmomBBt  des  botreffenden  Cylindora: 

§  24.     Es  Bei  C  der  Mittelpunkt  einor  Kugel,   Wfk-bc  den  U\ 
messer  MA  ~  r  bat;   man  Itile  denselben  in  n  gleiche  Teile,  cb 

MB  =  ^r  mi  BC r.     Durch  jeden  Teilpunkl  lege  man  Ebi 

welche  auf  d^m  Halbmesser  senkrecht  sieben,  und  auf  jeden  Du 

scbnittakreis  einen  Cylinder  von  der  Höhe  —  r,  so  ist  das  Traghc 

momeut  des  Cylindera  DEFG; 

4  . 

Der  Grenzwert  giebt   f£''"i  auf  beide  Halbkugelu  ausgedd 

man  als  Tragbeilstnoment  der  Kngel   r-,  r^ir,  oder  ist  M  - 

ist  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  ,-3/r*. 

Man  lege  durch  die  Tci][innktu  concentiische  KugcIoH 
so  entstehen  Kugelschalen  tob  der  Starke  -r.  DasTräghd 
der  irten  Kogelscbale  ist: 

6  [■t-\-t)i~!cO  ^         8  5H  .     ,8    ICte»        ,    8  lOc* 
1&  n5  ""  -  15  ifi  '■^"+15    V'  ■■  +  15  IF' 

i5«»'^^+ii 

der  erste  Teil  ^  -^  r*n.     Di« 


3«»' 


von  dieser  Summe  bleibt  n 
keit  dieser  Kugelschale  sei 

daber  das  Trügheitamomcnt  derselben 


Qcht  man  auf  den  Grenzwert  über, 


ergiobt  sich 


JtU  ist  aber  nach  i  lü.  das  Gewicht  dur  Kngcl   J/»  |r^[r/,+S( 
r  das  TrAglieitsinoiDuut  der  Kugu!,  dcreu  Dichtigkeit  \om  Mittcl- 
0  (d,)  bis  zur  Oberfläche  (r',)  progrcasiv  Bich  verändert; 

I  i  '2h.    Die  GlcicbQQg  citios  E!lips<iids  ist*): 

I  teile  die  Achse  e  la  n  gleiche  Teile,  luge  durch  jedeu  Tcilpu 
E^ne,  parallel    Kur  Ebne,  y:,   so  ist  die  DurcJischnitti 

Hftbe    a  =  -e  oiac  Ellipse  von  der  Gestalt: 

»•,H'»'-*^'  =  «=''V(]-^;)   d.i.   5V.|-«v  =  ««s«(i-;^ 

eine  Achse  dieser  Ellipse  ist  o  |/ 1 j.  die  andere  6  l/l j- 

■^*lf  diese  Ellipse  stelle  irian  einen  Cylindcr,  von  der  Höbe  -  e,  so  ist 

Bumintaalt  desselben   ahrn[     —  ^1,  daher  dfis  halbe  ElUpsoid 

]       2  4 

=  ö"rt4en,  foIgUcJi  (las  ganze  öu/'c«. 

Terftudert  sich    aber  die  Dichtigkeit  der  Masse   des   Ellipaoids 

on  tt  =  0  K)  bis  tt  =  ±  p(rfg),  so  ist  das  Gewicht  d 
B  dliptisrben  Cyliuders 


»  (^ -'!)['',  ~J{«J,-rf.)l - 


nicirl'-  d,  — "", ''i  —  ^1 ''i  +  ^t ''i  4-^»*'»  —  ^ 
'  Oreiuswcrt  hiervon  ist: 

r  das  Gewicht  des  ganzen  EUipaoides  'abc!i[bd,-\-SiQ. 


•i  Pu».u.i.  Tr.il,-  .1«   M^.J> 
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Um  das  Tra$boitsiaoitieD.t  des  ElUpsoids  in  Bezißbuog   auf  i 

Achse  c  zn  bestimm cn ,   sucbc  man  das   TragbdUmumuiit  des  a4 
clliptiscbon  CyliudL'ra,  es  igt  (§  2'2): 


iaSfl(a'+i*} 


(-S)- 


-iÄi"'+''i« ;--";.-+. 


Der  Grenzwert  pebt 


1 


daher  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  KUipaoids  r.  abe{a*  -{~h'} 

4 

Eb  war  aber  der  Banmhihalt  desselben  ^abcx  =  M,  daher  das  Tri 

beitsmoinent  des  Ellipsoids  in  Be^iehnng  auf  die  Aclisc  rTt 
r -flf((i'-(-i*).  Ebfuao  werden  die  Trägheitsmomente  in  Buziulm 
auf  die  Achs^^n  a  und  &  sein:  A 

Ea  verändere  sich  die  Dichtigkoil  dea  Ellipsoids  anf  iKe  H 
angegebene  Art,  ao  ist  das  Tragheitsmoniont  des  xteü  Gylinders: 


(-'■)• 


xvm. 

f  I  a  c  e  1 1  eiL 


l'eber  dait  Problem  der  CtiriidfUJirung:  cIdck  Panktpii. 

i  In  ilur  praktisclinii  Mechanik  hat  C9  seit  lange  als  ein  Problem 

)Ollon,  mittelst  eines  Systems  drehbarer  Staiigi'u   einen  Punkt  in 

^^     ader  Linie  zu  fUlircn.    Dem  tteiliirfnias  bat  man  bisher  tlure.li  eiue 

■*"or<limng  genügt,  welche  die  Bedingung  nur  annähernd  erfüllt.   Nun 

**    abiT  sehon  im  Jalir  1864  das  Problem  in  voller  Strt'ngt;  und  to 

"ofaeli,  als  man  es  nnr  wünsehen  kann,  gelöst  vou  Peaucellior  in 

^omdles  Annaies  de  Mn(b;!maii<iUGS,  2.  s4r.  t  III.  p.  414.     Der  Vt^r- 

^^HvT   zerlegt   es    auf    liüelist    sinnreiehe  Art   in  '2  Probleme.     Das 

r***aDltat  ilor  Verbindung  beider  entaiiriclit  eim-ni  allgemeineren  Pro- 

^■Sm  als  dem  oben  geuaiinteiL     Man  kann  durch  die  gleiche  Anord- 

^^*Jg  einen  Pnnkt  in  einem  Kreise  von   nnerreichharem  Mittelpunkt 

^*^»ren,  der  speciell  in  eine  Gerade  ttheigeht.    Ea  ergicbt  sieh  uAmlich 

^^^gende   Constructioa   (s.  die  für  den  folgenden  Artikel  bestimmte 

Die  Punkte  E,  O  sind  fest,  die  Geraden  Eß,  ED,  SA. 
\  DC  imd  OA  haben  couetante  Länge,  und  zwar 


Eff  —  ED;     BA  —  DA  =  BC  -=  DC 


t  drehen  sich  frei  in  der  Ebone  um  ihre  Endpunkte;  dann  bewagt 

l  C  fOi  Sa  =  GE  in  gerader  Linie,  für  GA  ^  GE  im  Kreise. 

Ich  erneuere  die  Mitteilung  dieser  Lösung,  eiueatoila  weil  sie 
uinter  zu  sein  verdient,  als  sie  es  zu  sein  scheint,  anderntcils 
1  sie  gewiss  instmctiv  für  Schüler  der  Geometrie  ist,  und  dazu 
^Fordert,  einfache  Beweise  dafür  zu  Buchen.  Ich  vormutti,  dass  sich 
übo  von  vcrscliiedeuen  Seiton  angreifen  lusscn,  so  dass  sie  sich  wo) 
1  als  Uebuugaaufgabe  betrachten  Iftsat  Hoppe. 


Boircls  dt»  Peiiue«lUer'8Cheii  Salxes. 


i 


Vier  Stangaa  vül  ilor  LfluKo  o  sind  an  iUroTi  Go^punktcii  dnndl 
IChamioro  dor  Rpüio  nach  v^rbnnduii ,  so  ilass  sie  tirnii  fUioinkai 
tjiBCn  bilden.  In  zva  gegenüln.Tlii'ß(!niien  Eckrnukten  Ü  and  £1 
liat  diRSür  Rbomlins  ebenfalls  durch  Charnieru  mit  zwei  Stangt»  tM 
I  der  Länge  6  verbunden,  liiirtu  andon^  Endpunklo  iu  di-ni  f.-sten  Punkte 
•£  Bo  an  citicui  Obaruicr  angübraclit  sind,  dass  joitu  sich  frei  tun  £, 
Kin  der  Ebüiio  dur  Figur  drehen  kann,  mit  der  BeHctirauknng,  dm 
XliD-fC^n  sei«  mnsa-  Di«  Diagoualou  des  Rhombus  ädiiieideu  aldi 
fin  F;  dif  eine  dersdboii ,  nämlich  CA  gehl,  nötigeufaJls  veriaagwl, 
T  durdii;  und  CS  ist  ßt'.  K/1  =  K/^— £.l»  =  6»  — fl",  also  i;on Staat 
1  Beschreibt  man  also  mit  A  irgi^nd  eine  Figur,  so  beschreibt  C  aIm 
I  imdorc  Figur,  welche  eine  Abbililung  durch  reciiirolfe  Radi«! 
■  «der  eine  inverst'  Figur  der  ersteren  heisst  Beschreibt  iv 
f  beiondcre  A  einen  Kreis  nm  irgeud  einen  festen  Punkt  O,  wa«  bfr 
l- Wirkt  werde  durch  eine  Stange  GA  =  o,  welche  um  Ami  festcu  PubU 
[  O  drehbar  und  mit  dem  Eckpunkt  A  des  Rhombus  durdi  ein  ChamM 
p verbumlon  ist,  so  beschreibt  auch  C  einen  Kreis,  dessen  UittflinUkl 
§K  auf  der  Geradon  £0  —  d  liegt,  und  der  leicht  constniirl  wordd 

.  Es  ergiebt  sich  E/T—  -[i~s^  ""d  der  Radius  ffC=7j¥— pg| 
ff^enn  der  Radius  dos  Kreises,  den  A  beschreibt,  <■  gleich  tl  gewUÜi 
,  so  geht  dieser  Kreis  durch  E  nud  der  reciprok  enisiireehrnto 
Eden  C  besclireibt,  geht  über  in  eine  Gerade,  senkrecht  zu  KO.  b 
idiusem  Falle  eotspricht  also  durch  die  Verbindung  der  7  Stangen 
KdCT  Kreisbewegung  des  Punktes  A  eine  ijeradlinige  des  Punktes  {? 

,.< 


1  beachten,  dass,  wem 
Holcbeo  Teilen   ilirer  Buhneu 


h-~~^a    ist,    sieh    A    und    C  i 


Ü 


reell  bewegen  können,  die  innerbaU 
■eines  conc^ntrisclien  Ringes  liegen,  der  bcgrenitt  ist  durch  Kreise  nU 
■dem  Mittelpunkt  E  und  den  Radien  (a+h)  und  ±(6—0).  Wem 
Wh^a  gcwtLhlt  wird,  so  wird  das  Resultat  illusorisch,  wie  Imcbt  td 
rcrkennen  ist,  AuguSI. 


Lehrsatz,  eine  g'ewiss 


;  sechsten  Graiics  tirtreffoud. 


Wenu  drei  windschiefe  Gerade  von  drei  audoru  go* 
^schnitten  werden  und  durch  die  neun  Schnittpunkte  uin« 
I  Fläche  dritten  Grades  (/g)  gulegt  ist,  die  keine  jener  ^ 


yu,y 


■fagtBE  iD  «Ich  onthult,  so  schneidet  di«  Fliehe  | 
^Hyperboloid   A,,   welches  die  sechs  Geraden 

Utt,  in  einer  HaamcnrTe  R^,  der  eich  onzüblig  viele 
Rflige  Systfmi'  von  je  scuhs  Geraden  einachri'ibi^n 
■bb;  ond  durch  joden  Pnnkt  n  diir  ßaumcure  Ha  ß»' 

l^ftinam  solchen  Systeme  angehOrige  6«rade. 

tott«i8>    Smu   ABC  drei   wiudsi<biefe  Gerade,   ■'1,A,C',   ■ 
nolon  ilcrsi'tbcii.    Man  nehme  auf  li^  einen  helicliigen  Puu 
pu«h  iTDlcheu  die  (ic^neratrivvs  DaaA  />i  vonAigehn.   Dschnotd^ 
1  in  «,  und  A, ;  ö,  schneide  diesdbp  Cnno  nix^h  in 
!  durch  X,  und  l,  noch  die  Geut^ratrices  der  zweiten  Schaa 
;  atrioii   K,  Lf ,  niid  durch  x  und  l  die  der  crstt-n  Schaar 
Man    projidre    nun  die  gniize  Figur  tou  n  an»  auf  aino 
1  Eheuc,  dann  projiciron  sich  die  Geraden  /J  und  D,  io  < 
i  i'   and  dj' ■   lue  übrigen  Geueratrices  der  ersten  Schaar  4 
\K,  L'm  Guado  durch  6,'  (be/Oglich  A\  B\  C\  A",  L');  i' 
«Iteu  Schoar  A^,  U^,  Cj,  Ä,,  i,,,  in  Gerade  durch  d'  (boza| 

.  t'i',  A",',  /.|');  B^  in  eine  Curve  für  .'tieu  Grades  CM 
I  ilnrch  die  neun  Durchschiiittapunkte  v'  t<;ii  A' Is' C 
R'C,'  geht  nud  iu  i'  und  d^'  Doppelpunkte  hat  mit  den  Tal 
ind  K' L'  (da  ja  ÖAT,  Tangunüaleboue  von  A,  in  < 
HC.). 

5  Geraden  vl'fl'C'Äi' i-,'  bilden  nna  eine  Curve  fUnft^ 
^',  «cli-he  mit  Cj'  ein  Curveiibüachel  bestimmL  Jode  Cnn 
BUschela  gelit  (.retcns  durch  die  nenn  Durchschuittspuukt»  | 
Geraden  A'U'C'  mit  je  einer  Geraden  ^,'if,'C/;  uweiteii 
Corvc  des  Büschels  in  i'  und  in  ä,'  Doppelpunkte,  deren 
onveriLuderte  Tangeuteu  belialteu,  und  endlich  drittens  geht 
'Glied  durch  die  zweimal  zwei  Punkte  n',  in  welchen  die  Hanpt- 
en  im  Doppelpunkt  ö',  nämlich  AT,'  und  £.,'  die  Curve  ( 
Irai.  Sleül  mau  die  Bedingung,  dass  eine  Curve  dieBca  BUachtd 
riaen  beliebigen  Punkt  der  Geraden  C\'  geht,  so  folgt,  ( 
.Curve  aufgelöst  sein  mnss  in  die  drei  Geraden  ^i' -ff,' 

If^egelschnilt ,  welclier  in  d,'  einen  Doppelpunkt  bat  und  ^ 
iit«B  im  Doppelpunkte  die  Geradon  K'  und  L' ;  der  also  in  i' 
Goraden   A"  und  L'  zerfäUt;  folglich  geht  jede  der  Gerade! 
Bud  L'   durch  zwei  der  vier  Punkte  (1';  also  schneiden  sich  die 
't   Timgenten   in    den  itwci  Doppelpunkten  d'  und  d,'  wechselseitig 
*len  vier  Punkten  ^'  der  Curve  (-Vi  und  jeder  Punkt  fi'   ist  ("" 


fc^*'  Geraden  KL  wirklich  jode   der  Geraden   A'^  und  i, 

"   !  p,  und  die  Gerade  njtfi'  hat  mity,  ausser  «  und  (*  kein* 


Pntikt  gemrin,  folglich  mnu  jailftr  Punkt  fi  du  Paukt  der  Bj 
Jcurve  ff«  wiiiL    Es  sind  also  die  seciia  Geraden  PKL  D,HiLt 
Vjtaumcurve  /l«  in  dorsi>lbcu  Wciso  eiiigt^cUriflion ,  wlo  die  Gci 
ßC  A,B,C\  V.  n.  Ii.  w. 

Eb  möge  noch  nacbgenicscn '  werd<>n ,  dass  die  R&umrarve 
I  tftt^llclilicli  pxistirt  d.  li.  dass  sie  im  allgemiiinon  nicht  in  Jone  sot 
■  Gerade  aufgelösit  ist.  Zu  diesem  Zwi'i^ko  denke  nmu  aich  durcb  Je 
r.dtr  Girmden  ABC  oine  EIigh»  gelegt,  dereu  jed»  dns  ll)i)orbo)( 
■'k,  noch  in  einer  Gurnden  dnr  zweiten  Schiutr  suimcldot,  etwa 
1i^£,/'],  ffelcli<3  nicht  mit  A,lt,Cj  KUfUiuimenrallcn  aoQeii,  o' 
rdnrch  A,V,C^  je  eine  Ebene  pi>^,r,,  deren  jedp  h,  noch  in 

Itemd^n  der  ersten  Schoiir,  efwa  DK/'Äcliaetdel.  wotohe  nicht 
^■JitC  zusammen  fallen. 

Dann  kann   man  die  drei  Ebenen  pqr  als  eine  Flache  dril 
l'Grades  auffofscu,  die   drei  Ebenen  PtitT,  als  eiuo  iweite,   n»d 

Hyperboliiid  A,  niif  einer  willliilrlicbcn  Ebene  f<  ais  eine  drill".    Da; 
P.dio  27  DurchscIinittsjjKnkto  diesiT  drei  Flfli'hen  wlnl  ein  Nt-ö  » 
lachen  dritten  (jradcs  bcatimmt.    Zu  jenen  siebenuniiüwiirr'' '  i'"'ii^ 
rgohnren  die  nenn  Dunbsirbuittgiiunktu  vim  A  liC  mit  A^  !■, ' 
[i4*^m  auch  die  neun  Uurcli sehn il (»punkte  von  DKl'niii 
bUcnn  in  der  Ebene  ^  liegende  Punkte). 

Irgend  eine   PIttclie  iliesc-a  Ketxäs  hat  abiT  im  AHgemniii 
Lkeiner  der  Goraden  AUC  vl,ß,C,  oder  DKF  0,^,/",  eiata 
[(Punkt  genieinsuliaftlich ,  also  luhneidet  eine  beliebige  FIAclui 
rSetxes  das   Hyperboloid  h^  in  eiuer  Raumi.UTVe  H^,   welche 
D'Spro  ebene  Eigeuscliaft  hat 

Berlin,  im  Augast  lä7&.  F.  Augi 

i. 
Von  den  lateralen  od«r  Imiucinlren  (lerudeii. 
i  1.    Es  sei  in  der  Gleichung: 

x^+Ai!,  +  Bs^  =  i) 
WiiB"^  A^,  woraus  zugleich  folgt,  dass  B  positiv  sein  raiisi 
ftdicstdbo  zwei  iniagiuilre  Gerade  dar,  deren  Gleichtuigra  m 

/iB~~ 


('+'K^^- 


4/5-) 


itiictiit» 


Ea  sei  iB—  A'  -^  f»»,  iE  -  C'  =  v',  so  ergeben  sich; 
\Lv  =  AV—'iIiD    UEii 


"(. 


§  3.    Um  (Uc  Gl.  (9)  coiiittruirbar  zu  machen,  vcrflnden;  n 
Coordinatcn  so,  ilass,  wenn  y  vcräcliwiiiii*.'t,  auch  x  (tldch  N 
zu  (licscrii  Euiio  setze  man  a;  =  if,  +  fr,  y  =  p, -|-|S.    Trä(|t  n 
Werts  in  Gl.  (3)  ein,  so  orglobt  sich: 

^.*-|-^l^.yi  +  -Sy.»+(2n-{-^fi-|-C)r,-|-M«+2i<|J+/>Jy, 
-|-n*-{-^«(J+Ä^'+C'o  +  fl;i  +  Ä;  =  0- 

Um  die  angegcbcui)  Bedingung  zu  erHüleD,  setzt  man: 

tt^-\-Attß-\-Bß*-\-Cu-\-Dß-\-K  =  0. 
Ans  Gl.   (8)  folgt: 

___       Al±C, 


-±\H^ß-v). 


Ui«-,ll>a. 


I 


/4£—C* 
ia—A" 


t  Iiflge  il«r  LatcmlcljiiuD  aad  der  Goraden  in  deDHclben  wird  däberl 
fai  der  allgt'mcineQ  Gleichung  nicht  vcrAnilitil ,  nur  der  PnukI  viril 
äa  Kuderer,  iu  wulchem  die  lateralen  Geraden  die  Kuudamentalclina  I 


I  4.  George  Salmon  giubt  in  seiner  trefflieben  „Geometrie  derl 
Scg^Bchnilte,  frei  biftrbeitet  von  Dr.  Fiedl<!r"  3te  Aofluge  S.  115.* 
die  Gleicbnng: 

daraus  als   die   beidou   Glotchaogeti   d(?r   imagiuaren 


orln  »  riiK'  imaginiln^  KubiltvrnrMd  auH  3  Kii^bt.  Aus  difwen  Glni-  i 
l&iist  aii'b  keine  Construction  abloib>n.  Wendet  man  aber  | 
\  3.  an,  so  ergeben  sicli  die  Glei^rhnngcn: 


(«-lJ+(,-l) 


\ — 2 — !- 


Aangi^u  kauu  man  auch  ichreibcn: 


(• 


'r 


(«— 11— (r— l)|cM30O»+t«m300»|  -  0, 

(»—i)-(i-i)l"»  «*■+'»«  SO"!  — »•. 

Ife  Mdlen  dannach  zwei  lalojiUe  Qerailfu  dar,  welche  die  FandA> 
■MaUkbni*  iu  dpm  l'aulilc  j-  ^  I  aud  y  —  1  sciuicidcn.  1>uk1i 
B  Psait  ab  Asfaujjepankt  dar  Coordiuatun  la^  roaii  eine  G«rado 


■pttr&Ud  zur  Abscisacuachso  (Latoralactise) ;  durch  diescUicn  1 
P  wovon  die  eine  mit  dem  jiüsitiv^u  Teile  der  Fuad&int'U talebene  elnea 
J'Winkcl  von  300",  die  auder»  von  60"  bildet  und  in  jeder  eins  Qti- 
Inde,  neklie  mit  dem  positiven  T^le  der  AbscisBenacbse  eiueu  Winkel 
I  von  tö"  macbou,  so  sind  diee  die  gesnubtoii  imaginiLrua  Gcrudon. 
F.  E.  Thieme-J 


Bomerkung  lum  Aufüatze  des  Herrn  Doator  Qbi'r  i»»  Trie4 

Im  Aufsätze  „Le  tri^dre  etc."  des  Herrn  Prof.  Dostür  (Tai 
[  befinden   sieb   anf  S.  115.   die   bokannlen  Formeln  der  &plij 
p  Trigonometrie: 


,  A      I /8iii(p — Zi)Mn(p — c] 
*"*  2  ""  r  BiBftsiuo 


A      i/sinpsiufp — «) 
cos  ^  =  1/  — ^^— -T— -^ , 


-VBinpsiuCp— o)Bin(p  — i)sin(p  — ö), 


2p  =  o+J+c.    (In  Lehrbüchern  iteht  »  etatt  p). 

Aus  diosi-u  Formeln  erhalt  raaii  analoge  fUr  die  Functionoi 

f  Winkel,  indem  man  obigo  Formeln  anwendet  auf  dos  Sutitilemi 

dreieck,  dessen  Seiten  and  Winkel  a',  l',  c',  vi',  «',  C  den| 

t  ttoneii  genügen 

a'  ■=  n — A,      b'  •=  w — if,      e'  =^  n — C, 
A'  =  Jt— o,      B'  —  Ji— i,       C  =  n  —  c, 
I  flo  daSB 

o'+6'4-c'  ?=  3n  — U  +  Ä+C)    und 
vl'+ü'+C  =  3«  — («  +  A+*f). 

Um  iinn  die  Transformaiion  erGlgenaunier  Formeln  i 
stelligen,  fubrt  mau  gewdhnlicb  die  Abkürzung  ein; 

2S  —  vl+ö  +  C    und 

asr  — >i'-fÄ'-i-t?', 


rr- 
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wodurch  z.  R  die  Fonnel 

^'''2  ^V  "         BinysiDc'  ' 


wobei 


2 
übergeht  in  folgende: 


cos 
Auf  diese  Weise  erhält  man  noch: 


a_  __  1 /cos  (iS  —  B)  cos  (/S-—  60 
2  ""r  sinBsinC 


.   a        1/ — cos5cos(5— -4) 
2       r  sm^smC 

?-         1/    --C0SiSC08(iS — A) 

^2  ^V  cos(5— B)cos(/S— C)' 
Der  Herr  Prof.  Dostor  führt  jedoch  die  Abkürzung  ein: 

2S  =Ä  +-B  +  C  —  «    und 
2S'  =  A'+B'+C'  —  7t, 

wodurch  dieselben  Formeln  transformirt  werden  in  die  Gestalt  (VIII) 
auf  S.  118. 

Meine  Bemerkung  bezieht  sich  nun  auf  eine  solche  Abkürzung, 
durch  welche  die  erzielten  Formeln  den  ursprünglichen  ganz  conibrm 
werden.    Setzt  man  nämlich 

2S  r-^  A+B+C  +  n    und 
25'  =  A'-\-B'+C+n, 

so  werden  leicht  die  Relationen  abgeleitet: 

p'  «X  2«— /S, 

p'  — a'«  w— (iS— ^), 

p'— 6'  —  TT— (iS—B)    und 


woiüarch  die  erstgenannten  Formeln  angewendet  auf  das  Snpplemcutar- 
dreieck  m  folgende  übergehen: 


_  '\/«al8—li)smiS— 
~  V  ainfisinC 


ö       l/ai 


i(S— ^)BmS 
sin  £  sin  C 


-S)sia(S—C) 

Ssin{S-A)      • 


Aach  (IX)  auf  S.  118.  erhiüt  eine  ähnliche  Gestalt.  Da  i 
diese  Formeln  aus  jenen  durch  Vertausdinng  der  grossen  Bacbstll 
mit  den  kleinen  und  links  der  Coftinctionen  mit  den  KuuctiDuon  i 
vorgehen,  so  ist  meiner  Ansicht  nach  eine  olcgautcre  Form  d 

Gleichungen  gewonnen. 


Freilich  ist  unu 


allein  ich  ündu  auch  äk-, 


i  Gren3en  bequemer  als  die  bei  Doslor,  1 


trfer:    Dnttrtuf^iing  tffr  fiaAn  f!net  «aeh  Initritr  4.  fttois  tfe.  2251 


XIX. 

mcliang  der  Bahn  eines  Pnnktes,   welcher  mit  der  1 

angezof^cii  o<Ier  ubgCKtosseu  wiril,   wobei  k  eine  1 

nt«  und  r  die  Eutfemang  vom  Kraftceutratu  bedeutet.  1 


Herrn  Eduard  Kärger, 

^entliehem  Lehrer  an  der  Itcalschiilc  orstsr  Onliiuni;  x 


r  Punkt  M,  welcher  von  dem  fosten  Kraftcoutnim  O  mit  der  1 

t  ^  angezogen  oder  abgi'stossen  wird,  möge  Im  Allgemeinen  bei  1 

9Sinn  der  Bewegnng  in  irgend  einer  Richtang  eino  gewisse  Geschwin- 
Kkoit  Bg  erhalten  haben.    Dann  findet  die  aotweniüg  krummlinige 
^^wegung  des  Punktes  M  nnr  in  derjenigen  Ebene  statt,  welche  durch 
0      Riubtuug  der  Anfangsgeschwindigkeit  fo  nnd  durch   das    Kraft- 
Kltrum  O  bestimmt  ist,  da  ausserhalb  derselben  keine  Kräfte  auf 
l«*.ltt  AI  wirken.     Diese  Ebene  wollen  wir  zur  Coordinaton-Ebeno 
F    SY  nJLblen  und  (i  sei  der  Anfangapunkt  des  CoordinatenSTstems. 
■•^   ÄnfangsL'iitleruüng  des  Punktes  M  von  O  sei  r^y  womit  zugleich 
^     X  hxü   /usammenfaüen  möge.     Femer  bilde  die  Kichtung  der  . 
*^iiigsgeschwindigkoil  pq,  d.  h.  die  Tangente  der  Bahncurvo  in  dem  [ 
^^Qgspuuktc  der  Bewegung  mit  der  X  Axn  den  Winkel  k^.    Daim  J 
-     lllr  die  Anfangslage: 


Betrachten  wir  nun  znuAchst  den  Fall  der  Anziehung,  so  iaf  in| 
'ttk  Punkte  rn  der  Bahn  die  im  äiuue  dos  Badius  wirkende  Kraft  I 

•    —  j.  und  ihre  beiden  Componeuttm  uacli  den  Axcn  der  A'  und  Ym 

i**!  demnach  = ^  resp. -y-     Wir    haben   also    diu   allge- 

^Aea  Bewegungsgleicbaugcu : 


226      Kargtrt  lAderraetwv  Jir  AUa  «Am  miA  mmtm-  4. 


HnltipUein  9)  mit  c,  nnd  1)  mit  y,  ond  labtnliire,  u  kommt: 
Mira  iat  die  linke  Soito  täa  roIlBtiadiges  Dlfferentitl,  nftmliiA: 

foiglicb  kommt  durch  Integratioii  der  Oledchong  3) 


*  xäg  —  y(£E  =  CiU 

Setze  fllr  r,  y,  ^  und  -^  die  obigen  Anfangswerte  ein,  so  folgt 

Qleichnng  4) 

<.  =  roi^8inffo. 

Unltipliciro  ferner  Gleichnng  1)  mit  2th:,  2)  mit  3(/y,  nnd  adi 
■o  kommt: 


Nun  igt: 
olglich : 
Ferner  ist: 


a^äT 

+  2,1,  ^  =  --,(2.d»+2f  *) 

^+^-,'; 

S»dx-i-if<lv  =  2rdr, 

-S 

+-»S-'{(D-+©1 

-(^^■) 

-^ 

-iw. 

I»is 


I 


■    km 


FcM 


Su 


nt 


^  «=  sex  «>^ -^  ',^•^  V  ,,^. 
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>.HU    NorJ.    U-'f 

..,   J    /„,., 

AuB  Gleichung  10)  folgt  dann; 

1 

folgüch  nach  Gleichung  13) ; 

■ 

iir*-3t-r*dip*  =  {% 

•^r+hr^)-^-. 

■ 

Oder: 

c»,Jr'  =  d<f,*{br*- 
folglicli: 

-r»r*+2«r)-, 

1 

'^      Vir*-. 

.»r«+2mr 

9 

Durch  Integration  in  den  Grenzen  r, 

0  uud  r  orgicbt  sich  dann:  ^^ 

»-/y»?- 

-^r.+  2»r 

1 

"fv» 

^ 

wo  der  Abkürzung  wegen   ir*— c*i 
Gleichung  13)  und  14)  folgt  ferner; 

r'  +  27«T-  =  Ä 

gesetzt  ist.     AB 

der  Enifrrnvng  ani/nagcnea  Pmtklri 


Soton  wir  Ana  dos  Gloichangcn  6)  nud  11)  fltr  <.■  aud  i  Uiru  Wurti 
^•40%  ao  goht  dio  OleichuDg  18)  über  In: 


-2mro-' 


-Jmr„-» 


-  0. 


r  DntersuchuDK  dieser  Oloichong  wollen  wir  vorurst  d 
e  cobiacho  Glojchnn^: 

i  ibrti  Wurrdn  nennen  wir  r,,  ri  und  r^,  und  lildou  aoj 
blgtiudeu  Iluearon  Ausdruck: 

T  «Inc  der  conjngirlen  o()iii|ilexen  \V unfein  »ow  j*  =  1,  folglicIiA 

S+l»=-l. 

Dardi  c)-U)sche  VortanBchnog  von  r^ ,  r,  und  rg  erhalten  wir  fOr  * 

\  Werte;  «rhcbon  wir  aber  divu^lbcn  in  die  3tc  Polenz,  so  6 

I  sldi  nur  2  verscbiedene  Werte.    Diese  Boleo  i^  und  (,*, 

t  =  r,  +  !r,+ä>r, 

I  «1*  sind  dahfT  syni metrisch  nach  don  Warteln  r,,  r^,  r,, 
ß  Sanime  und  Prodnet;  sie  mUnsen  sich  aisu  als  ganze  FnnO^ 

i  (k-r  CoL'fKcieniPn  der  gcRebeuen  Glejcliuug  darBtt-Uen  lasHOi 

Ftthrm  wir  die  Kechunug  aus,  so  erliidtvu  wir: 


t^+r, 


-  — (2<i>— 9.fe+37/) 


olvcuto,  doreu  Wurzeln  t'  und  Ci" 


'  Bind,  lautet  demnauh: 


t  arbaltcn  «Ir  daun: 


r=V'-ä±iV,-^V 


Kargiri   UtUrmehung  J/t  fioAn  r 


Nehmea  wir  nan  fttr  r  einen  dtr  drei  Wnnselwcrte,  ao  isl  i 
ttnch  T,  vollständig  bestimmt  dnrch  di^i  Gleicliuug: 


I  Wir  haben  also  folgende  Gloicbungen; 
■   -',+Sr,+l'r. 
•>  -  't+f'.  +  l'. 


I+i- 


•Vä 


3rs 


-"-'P-^-v». 


I  Somit  laben  wir  r,,  r,,  r^   dnrcli   die  Coofiicienten  der  | 
I  Gleichung  auflg^drllckt,  and  ist  ein  Wort  far  r  fixirt,  so  sind  i 
'  olle  Warzuln  ilcr  gogebcui'n  Glcicliung  bestimmt.     Die  Besclil 

dcrHolboa  I>etrnr1iti;iid  aelien  wir.  dass  es  aaf  den  AoBdruck  g 

ankoiDDiL    Dmelcen  wir  diesen  durch  die  Wurzeln  der  Qlcicl» 

so  ist: 

5«-V=-27(r,-r,)*{r,-r,)»(r,-r,)»=-270f 

«0  D  die  Discriminante  der  Oleicbnng  ist;  also: 

[  Nach  diT  ßcschaffcubeit  von  D  haben  wir  nun  in  Betroff  il 
I  zelu  folgende  'S  Fälle: 

[Ist  Z>>-0,  eo  sind  die  drei  Wnrzeln  reell  und  nngleicb; 
D  <;  0,  so  sind  zwei  Wnrzeln  coiyugirt  complc«  und  e 
ß  =  0,  so  sind  alle  drei  Wurzeln  reell,  und  zwar  wen 

P^O,  zwei  einander  gleich; 
p  •=  0,  alle  drei  einander  gleich. 
I  In  nnserem  Falle  ist  aun: 


d  —  0; 
\  dies  eingesetzt,  giebt: 


•=-i:  /-t; 


g  aiiyaogtnm  Punkitt. 
=  21- 


p^,l»—Se 


\=V- 


(»0*— 2iitro-')'      [«„*— 2»iro-S)»| 


! 1/        S7"'"' 27r.'V«»"«i.  J 

•>■,-'        '    (l.,"-2™r.-Jj"       (V-ämr,-")'"] 


H'h  schreiben: 

=.Är(r-r,)(r-r,){r-r,). 

treff  der  Bfischaffcnhuit  Jer  ■War:'i'In  ist  niiti  D  7,n  uiiton 
ut  aber  folgt  DDDiitioltiar  ans  Oleidiant;  19): 

2» 


27  ' 


(fn*— 2mra- 


27™*+  - 


-2mro-äl  • 


l^t  nun  die  BeecbafTenbeit  von  D  in  Frage  kommt,  ist  imr  nütjj 
iwciteo  Factor  /.n  untfrsuchon,  den  wir  kurz  mit  D,  bczeicbnd 
,  da  der  erste  Factw  als  ein  Qoadrat  auf  das  Vorzeichen  vdl 
1  Eintluss  bat 

Ifach  Aufstellung  unaerer  Bcwegungsgleichuiigeii  Hodot  bei  poai- 

l  Wert«  von  k  Anziehung  statt;   bei  negativen  aber  Äbstoasung, 

I  die  Cotnponeüten  wirken   daun  im  Sinne  der  ])OBitiveu  Axen, 

1  erhalten  wir  folgende  verschiedene  Fillle: 


SBrgtrs   Vnttr6tichuity  dir  liahi  t 


k  >  0-,  d.  h,  f»  >  0. 
\  D,  >>0;   dann  sind  &lsD  allo  drei  Wnnt-ln  reell   und  nod 

Ans  der  BodiDgang  folgt,  dass  "Vifä -i  -^  27m*, 

wtBs  positiv  ist.     Da  nan  der  Zahler  des  Bruches  positlf 
muss,  so  raD9B  es  aucli  der  Nenner  seia;  also  auch  - 
positiv.    Sas  Produkt  der  drei  reolleu  Wurzeln  ist  also  n 
Da  fomer  ihre  Summo  gleich  Null  sein  soll,  so  können  I 
alle  3  Wnrzdn  negativ  sein,  sondern  nur  eine;  — r,, 
beiden  andern  r,  uud  r,  müssen  positiv  sein.    Aas  du 
Omndo  ist   dera  absoluten  Werte  nach  die  negative  Iffifl 
die  gräseto. 


Ji  D,  =  0;  dieser  Fall  ist  ein  spccieller 


3  ersten  Falles.    Ist  j 


o        s  5  0,  so  sind  zwei  Wuraoln,  also  die  1 
positivt'n,  Ti  und  >■,  gleich,  wWirouil  die  dritte  nd 
und  dam  aUoluten  Werte  nach  doppelt  so  gross  t 
positive  Wurzel  ist,   wie  aus  Fall  L  1)  und  der  S 
der  Wurzeln  folgt    WUro  aber; 

ß)  -f-\^ —  S  —  0,  so  hatten  wir  drei  glciclic  reeUö| 
zein.  Dieser  Fall  aber  kaun  nur  eintreten,  wenn  r^m 
Vo  =  0;  «0  =  C  oder  n. 

\  Dj  <iO\    tu    diesem  Falle   sind  also  -tvci  Wurzeln  iina^Bl 
und  fg,  während  die  drilte  r,  reell  ist.    Aus  n,  <;  0  folgl 

— )-;_jq — z^^'C^lm*;  folglich  kann  der  Bruch  sowohl  i 

wie  positiv  bis  zur  Grenze  27m*  hinauf  sein,  d.  h.  t^* — 3 
kann  positiv  oder  negativ  sein.    Ist 


2m  j 

-i — 3 —%  >  0:  mithin  ist  das  Product  der  drfli  1 

z<ilu  negativ.  Ha  nun  das  Prodnct  der  beiüon  conjii| 
complexen  Wur/.elu  ttts  Suminu  iweier  Quadrate  % 
ist,  so  mnas  die  reelle  Wurzel  negaUv  sein,  und  j 
sei  sie  glcicJi  — r^.    Ist  aber 


dtr  Sil^frmii^  tmgnaifmtn  Famklu. 


vorigen  Betrachtang    erbellt,  die  reolle  Wurzel   poBitJ 

seit),  und  sie  sei  in  diesem  Falle  gleich  r,  gesetzt    " 
den  Uebergaogsf&ll,  wo  also: 

y)  V — 2roi-ft-B  — =  U  d.  h.  fu"  =  ^— »     wird,     vcrschwi 
unter  der  Warzel  das  Glied  mit  r*,  weil  eben  sein  Coc 
cient  b  gleieli   Null  wird,     Iiies  deutot  au,   i 
Wurxcin  dor  Gleichung  niiciidlicli  werdai,  aleo   inllss^ 
vs  die  bcideu  itnagiiiUreu  sein.     Jt  isl  ditim  in  liczuf'  i 
r  nur  uoch  vom  zweiten  Grnde,  ilus  Integral  ist  also  kQl( 
ellijttiscfacs  mehr. 

n. 

t<0;  d.h.  m<0. 
k  ist  jetzt  negativ,  und  sei  gluich  — m,  gesetzt,  wo  m,  >-U  i8| 
f  Wird  ß,  =  -  27m,'+^l^^"''*s-     Dann  ist: 

|>0; 


Da    jetzt    das    Product    der    drei    reellen    Wnrzel 

1+  '»T^n Ts'  ^80  positiv  ist,  uod  ihre  Summe  glcic-Ii  Ni^ 

tsdn  80II,  90  kiinnou  nicht  alle  drei  Wnrzelii  |)oail.iv  se 

I  dern  es  kann  nur  >  ine  positive  sciu :  r„,  und  die  beiden  anderj 

|— r,  und  — rj.  mflsseu   negativ   sein.     Aus  demaelbeu  Gm 

9  TOn  den  drei  Wnrzeln  dem  absoluteu  Werte  nach  r^  ij 
IgrOBBte  sein. 

|— >0-,  ist  ein  specieller  Fall  des  vierten,  und  ea  ist  hier  t, 
iBoIbe  zu  sagen,  nie  bei  Fall  -2].    Ist  dann: 


sind  die 


legutivcü  Wurzeln  —  tj 


3r<,»i;o»Bin»r.„  > 

und  — r,  gleich,  wiLlirend  r,  doppelt  so  gross  ist,  als  d 
absolulo  Wert  einer  negativen  Wurzel.    Für 


•=  0  gilt  dasselbe,  was  bei  Fall  2)  gesagt  iil 


i<COj  Dann  sind  also  wieder  zwei  Wurzeln  iinngiiiär,  nnd  d 
[  reelle  Wurzel  r^  ist  posisiv,  weil  das  Prodaet  aller  positiv  in 

1  aUu  ror  td,  i'u,  uud  «„  bcsUnipnte  Werte  gegeben,  und  v 
1  ans  k  also  auch  m  vt'ränderlieh,  von  —  ix  bis  -j-t»  atlo  Werfl 
mend,  so  verteilen  sich  die  vcrsi'liiedenea  Fälle  folgendermassei 


Wilebst  h  lon  — «  bis  zu  dem  negativen  Werl,  fflr  wfici 
^loicliuQg ; 

I ^«rflllU  wird,  so  bat  Fall  fl)  statt.    Für  diesen  Grenzwert  vou  4] 

^^■äer  obiger  Gldchung  geiiOgt,  tritt  Fall  5)  eiu.    Id  dem  laterva 
^HEtescm  Wert  bis  Q  findet  ilaun  Fall  4)  statt.    Wird  fc  =  O,  so  Ij 
^^^H^  der  Punkt  M  naturlicb  jitiraitliuig  mit  der  constaatou  J 
^^^nscbwindigkeit  oq  in  der  erhalteucit  Änfangsricbtniig  weiter. 


''.(3f>„" 


erfüllt  wird,  findet   Fall  1)  statt.    Für  diesen  Grenzwert  tbör  ( 

Fall  2)  «).    Von  dtosem  Werte  für  ft  bis  t  —  ~%'''~    ••'*  *  = 

let  FaU  3)  ß)  statt. 

Wenn  im  Laufe  der  Bewegung  r  den  Wert  0  iliirchläult,  so  fl 
re  Bewcgunfisglcichun  en  1)  und  2}  discontinuirUch,  und  ve( 
daher  fUr  die  Bcwi'guug  iliri?  Giltiglteit.  Die  Curvt-n,  wi-lchc  1 
aus  den  Gleicbuiigen  i.<rbalten,  geben  also  nicht  mehr  di»  Bad 
bewt'i;K'n  Punktes  an,  sondern  sind  nur  rein  gi'onii'trisclio  Oq 
die  dem  aualytisdien  Ausdrurk  als  solchem  entsprochen  nnil  i 
Da<;b  dieser  Seite  hin  ibro  Berechtigung  haben.  Wir  wulluo  alj 
resultircnden  Ourvc«  aus  difsom  Grunds  hfi  Rchanilluug  der  e 
Fälle  in  ihri'r  ganzen  VoUslJluiligkeit  bustinimen.  indem  nir  voi 
von  ihrer  Giltigkcil  für  die  Bewegung  absehen. 

Es  fragt  sich  nun  :funachst,  wie  sieb  der  Punkt  M  bewogen  f 
1"  den  Wert  0  annimmt.    Es  ist 


-^); 


r  =  0  wird  also  i-'  =  «*.    Für  diesen  Punkt  ist  »bor   die] 

hegende  Kraft  gleich   tx.\  sie  Oherwicgt  alsn  die  unendlich  {^ 

escbwindigkeit  um    x.     Der  Punkt  ^f  wird  also  bei  Anziehsi 

Kraftcenlrnm  0  festgehalten  werden.    Findet   Abstossaug  ( 

h.  ist  k  also  auch  i«  negativ,   so    wird  f*  =  —  a;    folglich  I 

gin&r  d.  h.  der  sieb  bewegende  Punkt  M  kann  überhaupt  nid 

s  Kraftcentrum  0  gelangen,   r  also  aueh  nicht  gleirh  KdU  * 

Imrat  aber  r  diu  Worte  ±,'x  an,  indem  es  aus  den  positiven  Wrt 

nognüven  übergeht,   so  werden    hier  die  rcsnltirenden  < 

selbst  discontinuirlicb,  können  also  nicht  mehr  für  diu  Bi'Wi-gung  dM 

Punkt«'«  M  gellen,     Aucii  in  diesem  Falle  werden  uusoie  Bewegiinjw- 

«ichnngen  nogUtig,  weil  dir  im  Sinne  des   Radin»  wirkondo  { 


I  negativen  Werten  von  r  nicit  mehr j  gonderu  -f-  ~^  ist.    Irt 

also  dor  Punkt  M  im  v,  A.  h.  Ut  r  =  t»,  so  gebt  er  dann , 
ans  der  Gleicbnng   v*  =  v^* — Smr,,"^  ersehon,   mit   coustanter  < 
iwiudigkcit  in  +0:  weiter,  die  bei  positiven  Werten  von  k  kleirf 
negativen  aber  gnlBacr  als  die  Anfangsgeschwindigkeit  v^  ist 

ist  also  dann  eine  geradlinige  und   gleichförmige, 
'egnng  wird  natQrliuh  anch  stattlinden,  wenn  r,,  —  x  ist;  den 
ist  die  Cüntralkraft  gleich  Kall,  also   iat  die   Bewegung  des 
unr  bestimmt  dnreb  r^, 

F  Die  Carven,  welche  dorn  analytisclien  Auadmck  entsprechen,  wenn 
jative  Werte  annimmt,  haben  zwar  mit  der  in  dem  betreffouden 
die  stattfindenden  Bewegung  nichts  mehr  in  tan,  sind  Jedoch  anch 
t  ohne  Bedeutnng  für  nnsere  Aufgabe.  Ihren  Siun  giebt  uns  der 
Gmnd  der  L'ngiltiekeit  nuscrcr  Bowegungsgleichuugeu  von  selbst  an; 
denn  derselbe  wird  hinftllig,  wenn  mit  r  zugleich  anch  k  sein  Vor- 
ziehen ändert.  Denken  wir  uns  uUmlich  vuu  da  ah,  wo  r  aus  -|-^ 
in  —  ac  übergellt,  nicht  mehr  k  sondern  — k  wirken,  su  haben  unsere 
De wi'gnitgsgleicl Hingen  wieder  volle  GUtigke-it  D.h.  also  diese  Curven 
geben  uns  diejenigen  Bahnen,  welche  der  Punkt  M  bei  sonst  gleichen 
tdingangcu  aber  entgegengesetzt  wirkender  Contralkraft  beschreiben 
Die  negativen  Curveu  des  einen  Falles  werden  daher  -in  py- 
aea  in  dem  entgegengesetzten  Falle,  wo  diesijUicu  Verbflltnisau  . 
>  und  unr  it  den  entgegengesetzten  Wert  hat  Entsprecbm 
B  sind  demnach,  wie  aas  der  obigen  Zasammeustellung  folgt: 

Fall  1)  und  4) 
FaU  2)  und  6) 
Fall  3)  und  6}. 

}  haben  also  nur  nOtig,  die  Falle  für  positive  Werte  von  k  a 
,  tun  auch  zugleich  die  Bahnen  zu  linden,  die  der  Punkt ■ 
li&egativem  Werte  von  k  beschreibt. 

\  Wir  kehren  nuu   zurück   zur  Betrachtung  des  elliiitischcn  Diflj 
als  KUB  Gleichung  14): 


*      Vir*"— cM-f2mr' 

Lchdem  r  mit  wachsendem  ip  zunimmt  oder  abnimmt,  ist  hier  ^ 
Kive  oder  negative  Vorzeichen  der  Wurzel  tu  uehmou. 
t  du-aus: 


*_!yj?=Äi+S;. 


TSrgiri 

Dieser  erste  DiffürönlklqaotiCDt ,  gleich  Null  gesetzt,  zctgt« 
3  Uaxitna  uud  Miuinia  Jor  Function  r  an.  Die  rechte  Seite  1 
ber  gluicli  Nnll  für  die  obuu  uuU^^8udll.en  Wtirzclwcrto  von  r,  i 
,  neiui  aio  recücii  Wertt'n  von  q>  eutspicebcu,  die  Uaiiiaa  | 
nima  von  r  darstcUeu.  Für  dkm  Wcrti'  sl^ht  danii  di(>  Tan 
r  CurvD  iu  diescii  PaiikU'U  seulirecLt  auf  dum  ittulina.  Wuiiu  t 
oiucr  der    Maiimiil-   resp.   Minimal -Werte    sein    soll,   so    a 


b  ■=  5  oder  -; 


3» 


Ncnutm  wir  nuu  dou  Winkel ,  wclclieu  die  Taiigftiile  Im  I 
■,y)  der  Corvo  nul  der  imsitiveu  XAxe  liildoL,  «;  ao  ist  d«rV 
.  die  Xaugente  mit  dtjm  Itadtua  nach  dem  BerUhniii{ 
(ogea  bildet,  eblch  n— ij».    Dann  ist: 

dr 


=-  i^V&r*-c'7^-\-imr 


'W' 


w*- 


"^  r 


Fflr  den  Wert   r  =.  0  wird  die  rcchl«  Seite  nucndliuh,  ntsd 
«  — .p  =  0;  d.  li.  wenn  die  Curve  durch  das  Kraftoeutrum  0  f 
füllt  in  diesem  Punlite  die  Uicbtiiiig  der  Tuiigento  mit  der  des  I 
zusaintnoD.     Dies  hiLtte  des  Beweises  eigmitlicli    gar  läclit   1 
doiiii  der  Radius  in  diuaem  Punkte  ist  ja  die  Verbimluug  xnoiGrl 
endlich  iiitlieu  Punkte  der  Cnne,  uud  duseeltje  Ist  die  Tangente  i 
Dhor  hinaus  verlängert    Wird  aber  r  =a,  so  ist  cotg(« — q»)  ( 
falls  =  X,  und  a  —  tp  7=  0.    DaJ-aus  ersehen  wir  also,  dass  wensi 
Curve  iii's  Utieiidlichu  gubt,  die  Taugeule  an  den  anciidlicb  eotfer 
Punkt  d-  i,  die  Asyni|ttoU'  der  Curve  dieseltm  Kichtung  hat,  wieti 
uauh  diesem  Punkte  gebende  lUdius,  udcr  dass  die  unendlich  | 
Radien  As>'iTiptuti.-u  der  Curve  sind.    Winl  r  gleich  eiuem  dar  'f 


zelwerte  vou  Ä=^0,  so  wird  cotg(a — v)  =  ^  also  t 
"ö"i  wie  wir  schon  bemerkt  haben. 


-v-; 


Ehe  wir  für  dif  verscbicdeaou  FtLlle,  welche  wir  in  Betroff 4 
}eataltUD|!  der  Wurzelwert«  von  ff  =  0  festgestellt  haboa,  die  B 

~  curveii  untersuchen,  wolleu  wir  ermitteln,  wie  sich  der  Punkt  b 
weim  die  gegebenen  ßrösseu  ihre  Grenzwerte  annehmen.  1H6  I 
in  deneu  1-  =  0,  tg  =  0  und  r^  ='  ob  ist,  Bind  bereits  in  Ilelnddi']^ 

Kjwgcn,  uud  es  tcuclitct  ein,  dass  (lies  bei  l-  =ir  und  bei  >'a=oe 


^  EniMniimg  wywByate»  AaibM 
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{  iat;  denit  in  dieaon  Fällen  würde  die  Bonegang  nur  toh  h  resp. 

L  Bö   iibhttngün,   also   geradlinig  sfiu.    Die  Grosse  ii„  geht  nicht 

1  die  Glwcliuugeu  ein",  sonikTu  sinttn,  welche  I-'unctioa   imr 

iheu  —  1  und  -|~  1  liegen  kann.    Es  ist  also  hier  uur  iii  Betracht 

jfaea  der  Wert   sIhho  — 0  d.  h,    «o  =  *)   oder  u.     In  diesem 

t  iat  nach  den  Gloichuiigcu  5)  und  14)  li/p  =  0,  also  tp  coustaut. 

r  Paukt  M  liewcgt  sich  daher  in  einer  geraden  Linie,  nftinlich  iu 

LBichtung  von  r„,   mit  der  dann  die  Richtung  des  Impulses  za- 

(Bonfällt.    Nach  Formel  l'J)  ist; 


Ipfragt  sich  nun,  ob 
K'ttuen  nir: 


•  fttr  einen  Wert  von  r  gleich  Nnll  wird ;  d 


r  reinen  cnbtschcn  Gleichung  entspricht  unr  o!n  reeller  Wert  r 
1  2wei  imaginäre  r,  und  rg-,  also  kann  i<  nur  for  oinen  Wort  i 
|Ncb  Null  werden. 

i  der  geradlinigen  Bewegung  ist  nun 


"yV+2m(r- 


'yVr*  +  2mro-»,[V-rä).r 


y6.r.(r-r,)(r— r,){r-rs) 

p  Bodicand  wird  hier  gleich  Null  für  r  =  0  und  für  die  Wurzel- 

B  der  ohen  aiigefllhrleu  reinen  cubischen  Gleichung.    Ist  nun  bei 

p(UäÜv6m  b  der   Nenner  imr^-^—v^*  des  Bruches   für  r'   negativ, 

aldO  b  positiv,  d.  h.  i-u'  >  5^3,  so  wird  r,  negativ,  und  die  Quadrat- 

nel  wird  in  dem  Intervall  0  bis  r,  imaginär,  also  auch  t  Imagiaür,  1 


^%8 


Karjer:    UnlerllukuHti  der   Haha 


il.  h.  es  giebt  keinen  Zeitpunkt,  also  aacti  keinen  reellou  Werl  für  r, 
bei  welchem  v  ^  0  wird.    In  diesem  Falle  wird  also  bei  ««  ^  0  ^ 
Au fangugescb windigkeit  v^  die  Auy.iehaiig  Uberwiudcu,  nnti  der  V 
geht  mit  verzögerter  Geschwindigkeit  in's  Uuendüche,  wo  u*  =■  ii 
2nir''',  also  dio  Geschwindigkeit  constaut  uad  Idciner  als  i~ 
fangsgeschwindigkoit  laL    Bei  a„  =  n  aber  nähert  sich  der  Punkt  U 
dem  KraftcoDtrum  0  mit  bescblounigter  Geschwindigkeit,  bis  ar  mit 
ihm  zusammenfallt  and  ven  ihm  festgehalten  wird. 

Ist  i>o'  =  ^-^  also  r,  =  o5 ,  so  wird  der  Punkt  M  bei  »o  =  ^ 
erst  im  Unendlichen  die  Geschwindigkeit  Null  erbalten,  wahrend  nr 
bei  »0  :=  ft,  wie  vorher,  nach  0  ginge.  J 

Ist  aber  6  negativ,  also  «„'  <.  öts»  so  wird  r,  positiv  nod  ddfl 
Radicand  ist  dann  gleich  — £.r.(r,~r).(r— (■t).(r— r,).  Die  QwB 
dratwnrzel  ist  also  iu  dem  tuterrall  0  bis  r,  rooll;  folglich  ist  BaMH 
i  roull,  d.  h.  iu  diesem  I^ter^al]  giebt  es  einen  reellen  Wert  fttVi^l 
bei  welchem  d  =  0  wird,  nfimlich  r,.  Wird  der  Paukt  M  angetogejM 
EO  wird  er  also  bei  cq  =  0  von  der  Aofaugslagc  r  ^  r«  bis  za  (hjH 
Punkte  gehen,  der  von  0  nm  r,  entfernt  ist^  hier  wird  seine  0^| 
Behendigkeit  gleich  Null  und  nun  kehrt  er  wieder  snrOck  mit  ti^| 
schleumgter  Geschwindigkeit,  hat  hei  der  Entfernung  rg  wieder  l^| 
Geschwindigkeit  ko  uud  geht  dann  schliesslich  nach  0.  Bei  cfq  =^^| 
bewegt  sich  der  Pankt  M  gleich  nach  dem  Kraftcentrum  0,  ktM^J 
also  dan  Punkt,  wo  v  =:  0  wird,  und  der  jenseits  0  liegt,  niobt  1^1 
reichen.  WOrde  der  Funkt  Jlf  in  0  nicht  festgehalten,  so  wOrdfl  e^| 
nachdem  er  durch  0  bindnrebgegaugen ,  im  ersten  Falle  mit  verd^f 
gertor  Gösch wiudigkeit  bis  in's  Unendliche  gehen,  wo  er  dieselbe  CO^h 
staute  Geschwindigkeit  hat,  wie  bei  »o  =  0.  Da  wo  r  "  rg  wird,  f^| 
_«  wieder  gleich  ng,  wie  aoch  bei  den  andern  Falten.  -<fl 

Im  zweiten  Falle  verliefe  die  Bewegung  ebenso,  nnr  dasa  imlSH 

dlichcu  wieder  v  gleich  Nnll   wird.    Im  letzten  Falle  würde  bMIM 

r  der  Funkt  M  mit  verzögerter  Geschwindigkeit  nur  nm  r,  t011>^| 

r  ^  fi  die  Geschwiudigkcit  Nnll  erhalten,  nnd  daqS 

sder  znrllckkchren.    Diese   Bewegnng  wurde  sich  fortwährend  wfi^| 

äiolon;   der  Fnnkt  M  würde  also  hin  nnd  bor  pendeln,  indentJ^J 

i  von  Ü  immer  um  r,  cutfernte.    Die  Bewegnng  fUr  negative  W^^| 

1  k,  also  im  Falle  der  Abstossnng,  ist,  wie  wir  gesehen  babeii)^^| 

^!gem  durch  den  negativen  Wert  von  r,  für  welchen  c  gleich  1^^| 

werden  soll,  mit  L'Ut.li alten.     Der  abgestossene  I'uaUt  M  wird  sich  ^^H 

von  seiner  Anfauyslugc,  wenn  «u  =  n  ist,   dem  Kraftceutrum  0  ^^| 

r  Goschwindigkeit  bis  auf  die  Entfernung  r  —  rj  dB1i^^| 


tat  Beine  OeBchwIndigkeit   c  gleich  Null  wird.    Daim  geht  er 
'  znrflck ,   bat  bd  •-  ^^^  r^  wieder  die  Geschwindigkeit  vo   uiiU  r 
lit  beBchlemiigter  Geschwindigkeit  bis  in's  Unendlicho,  wo  Jets 
^*+2mr|)-*,  also  die  Geschwindigkeit  tioustaDt  und  gröBser  düM 
Ist  aber  ci„  ^  0,  so   vcrläaft  die  Bewegung  cbeiiau,  wie  int  I 
imtfeni  Falle,  nachdem  r  wieder  den  Wert  ro  erhaltou  hat,  itlso  gleich 
iu's  Uneudlicbe. 

Endlich  kann  noch  »„  =  0  sein,  dann  ist,  da  bei  Beginn  der  Be-  ' 
wt^ng  .iiif  Ponkt  M  keine  Kraft  eingewirkt  hat,  auch  siun^  ^  0  mfm 
setiou.    Dieser  Fall  ixl  also  ein  Hpocicllcr  des  vorigen,  and  die  obi^i 
D  cubischo  Gleichung,  für  deren  Wnrzoln  v  gleich  Null  wird,  geht 
B  Ober  in  r*  =  r,,',  es  ist  also  r,  -=  r,.    Die  Beweguug  des  Punktes 
t  also  dann  wie  oben  angegeben,    Bei  jiositivein  k  utUiert  sich 
hinkt  M  dem  Kraftccntrnni  0  mit  beschleunigter  Qesch windigkeit 


iben,  wenn  v„'  < 


and  n 


-  0  ist,  nachdem  r  den  Wert  r, 


I  hat    Was  oben  von  einer  eventuell  poudelndeu  Beweguug 

t  wurde,  würde  auch  hier  Btalttiadon.    Bei  negativem  k  entfernt 

I  ilor  Punkt  M  von  dem  Kraftecfitrum  0  mit  beschleunigter  Ge- 

indigkeit  wie  oben  bei  ar^  =  n,   nachdem  r  deu  Wert  r,  erhal- 


i  Bat  aber  der  Punkt  M  eine  Geschwindigkeit  erhalten,  die  in  ihn^r 
}U  der  durch   die  Punkte  0  und  Jf  bestimmten  Linie  ab- 
dlt,  und  haben  die  gegebenen  Grössen  nicht  Jene  GreuzwerUs,  so 
1  wir  die  oben  nnterschiedeneu  Fälle  uutorsuchen. 

'  Im  ereli-n  Falle  waren  alle  Wurzeln  reell,  eine  negativ:   — r,, 
[  von  den  beiden  positiven  sei  r,  <;  r,.    Nach  Gieicliung  14)  ist 


"Vir*— c«t-='-|-2m 


"  Vj,r.{r-r,){r-r,)(r+r^' 


iait  nnn  ip  nicht  imaginär  werde,  idusb  sich  r  bewegen  in  dea^ 
Grenzeu  0  bis  r,,  oder  r^^  bis  — rj  durch  ±oc  hindurch.    Im  er 
Iiiti-rvail  iitt  also  0  ein  Minimum  nnd  r,  ein  Maximum  von  r,  ausser- 
dem aber  gicbt  es  keine  andere.    Die  Cnrve  liegt  also  ganz  iuner- 
I  des  mit  r,  um  0  beschriebenen  Kreises,  den  sie  stet«,  wenn 


240 


uchung  JtT 


r  4.  P-Mhc 


r  =^  Tj  wird,  berührt,  diT  also  die  Einhüllende  der  Bahn  ist.  Ferner 
geht  sie  stets  vou  dem  cinon  Maiimtuu  dea  Kadios  r  zum  folgenden 
durch  0  hindurch ,  hat  aleo  in  0  ainen  nnendlichen  Doppelpunkt  und 
ist  eine  continuirlicho  Cnrve. 

Uin  nun  das  elliptiBcbe  Differential  auf  die  Nonnalfonn  bringen 
zu  köimeii,  houut/.eii  wir  für  dieses  luton'ail  die  Substitutign: 
(S.  ScheUbach  Thcta-Functionen  S.  270) 

_       fjrjaip'^ 

■"  ~  r,  +  r3  — r,Bin*» 

r].rs8in*# 

rachsend  von  0  zu  r,  übergeht,  wuchst  *  eben- 
Dann  ist: 


und  wenn  t 

falls  atelig  von  0  bis  -y 


)Bft.(r3-t-riC0a'g)  +3r,'r,8in'tfcog» 

(rj,+r,C08»*)»  "' 

2r,ra  (r, -f- r^)  sin  & . C0a9_.d& 

i-3  +  7-,Cüh"Ö 
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Nach  der  Voraussetzung  ist  rj  <  r,  also  r^r^  <<  r^r^  und  r^ir^-^^)  <^ 
rj|.(ri-(-rj);  der  Coefficient  von  sin*^  ist  also  ein  positiver  echter 
Brach,  den  wir  gleich  k*  setzen  wollen.    Femer  setze: 


2c  1 


dann  ist: 


folg^ch: 


V*r,(ri+r3)        a 


1  d^ 

a   yi_A:28in»^ 

^^^J    Vi— A:»sin«^ 


1  /^  J»  1  /*"  rf^ 

«V   Vi— Psin^     «  y  Vl^^^^i 


'  ~A;»8in*^ 
Setzen  wir  das  letzte  Integral,  welches  constaut  ist  und  dem  Integral 

P  cdr 

I  -TjB  entspricht,  gleich  9)97  nehmen  also  als  Polaraxe  die  Richtung 
des  Radius  r  »  0  an,  so  ist: 

also: 

^  =  am.a(9-4"9o) 
und: 

r^r^  sin*  am .  q  (y  -f"  ^o) 
"~  rg +ri cos* ,am,a(fp'\' tp^' 

Die  Periode  von  a(9>-^9o)  ^^^  ^^^  ^-^9  ^^ 

-Ii>+a)"''+(l!)''*+(ro)"''+ :> 

r  aber  erhält  wegen  des  Quadrates  von  sin  und  cos  schon  bei  der 
Periode  2K  denselben  Wort,  also  ist,  wenn  wir  den  Winkel,  um 
welchen  q>  wachsen  muss,  damit  r  wieder  denselben  Wert  bekomme, 
oder  der  zwischen  2  aufeinander  folgenden  Maxima  liegt,  mit  <P  be- 
zeichnen  * 

also: 

<P  — — , 

a 

woraus  sich  <P  nach  den  gegebenen  Constanten  bestimmen  lässt.  Von 

Tifl  LTIIL  16 
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eiocm  Maximum  bis  Kum  darauf  folgoodon  MiDimnm  muss  oIbo  r  den 
Winkel    ^fP  ^    -    Iig schreiben,    denn    der   Zunahme  von   #  ^  0  lun 

j  t!iits]iriüht  ilic  von  tp  um  K.  Je  nachdem  nuD  2  m  grösser  oder 
kleiner  als  d>  ist,  wird  die  Lage  des  tiweiten  Maximums  von  r  im 
Vcrgleidi  nii  der  des  ersten  zurückbleiben  oder  vorrücken. 

Die  Gestalt  der  Curve  würde  also  z,  B,  für  gewisse  Anfanftswerte 
so  bcsuliaffcu  still  küinieu,  wie  es  dargestellt  ist  in  Fig.  1. 


Nach  Gtcicliuug  13)  haben  wir: 


nnd  wenn  für  r  und  t/(p  ihre  Werte  eingesetzt  werden,  so  komi 


V,"  Bin*ff  tl& 


koua^^M 


Um  dieses  elliplische  Dilferenfial  auf  die  drei  Normalfnrmen  zurüdi- 
führen  zu  können,  setzen  wir 
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Ans  obiger  Differentialgleichung  für  dt  folgt  nnn: 


a-c  J    (rj  +  rg  —  rj Bin*^)* 


2-  »    ^^'  sin*^rf^ 


_  r^W    r  2\n*^^d{ 

a.c  J    (r^-j-rj — r,8in*^)*z/^* 

Setzen  wir  hier  wieder  das  zweite  Integral,  welches  constant  ist  und 

/r^dr 
-T-g  entspricht,  gleich  z^,,  so  kommt: 


« 


riV      /"  sin<»€/» 


und  nach  Einsetzung  der  obigen  Werte: 


"^^""a.cj    z/^\(ri  +  rs  — ri8inä^{>)8      ri+rg  — riSin«^"*"  ^j 
Dividiren  wir  nun  die  Zähler  und  Nenner  der  beiden  Brüche  mit 

mm 

(rj+rj)*  resp.  mit  (ri+rg)  und  setzen  dann  — —T—=il,  so  kommt: 


^+^'^a.c[J  (l+ilsin«^)« 


^ 


Bas  erste  Integral  ist  zu  zerlegen  (s.  Schlömilch  Comp.  T.  II. 
p.  293)  in: 

/d^ sin^.cos^z/^        p  fxd^ 

(1+ Asin«^)«^^  ■" yo.(l+^8iE«^  '^  J   y^iX  +  l^m^^)  J^ 


-/ 


ytdf^       /*y5(l+ilsin^)d^ 


-/ 


244         Kürgtr:    UnlermchiiHg  der  Bahn  elufn  nach  inuerttr  t.   t 

WO  lue  ■/  Oonstantcn  sind,  und  zwar: 


Das  letzto  IiitcRral  läsBt  sich  ferner  zerlßgen: 

n'9),I9_)',      /■.»    ,  ift       PA 


Alle  diese  Werte  elDgcaetzt,  giebt; 

r/      sin  9 .  cos  & 

'+'"-  ,7:?7/    r+Uin 


J 


än<ima(<l>  +  >r>„)coanma(,0  +  ip„)dama(<!>  +  <f„) 


+  -./r+fBH^ 


/ 


+  F.a  f   ^'™a(q>  +  To)''7'  +  C.i(<P  +  9'o}. 


WH  wir  duf  erste  Glied  der  rochten  Seite  zur  ÄbkUrzanß  gleich 


M,  nnd  k.  d.  1. 


-  = — t*8ill*ami,   also  siii'nn 


1  Wp  t*  sein  Wert:  ^— T  '.  oingegetzt  wini,  so  ist  — r — 
l  positiver  oclitcr  Brath,  mitliiD  tiat  <li(4  Constantt-  t  einou  reellen 


Dann  ist  (B.  Schlömileh  Comp.  11,;  ellipt.  Fnnct.  11.  Abscbnitt): 


r  nidit  pcriüdbchc  Teil  der  rechton  Seite  ist: 


-I^ +«-'^+».'' 


BiiodlBche: 


^M*. 


Wwm  nun  q»  um  *  wili;h8t,  daun  wird  der  ptriodiBchf  Teil  viedor 
Mclben  Wert  orbalteii,  oder  wonn  ^-f  ?>„  —  ,,*  ist,  and  nun  um 
>  wAchst,  daiiu  wird  er  gleich  Null  werden;  denn  für  den  letzteren 
1  Ist  entweder  ainama(q>-i-tp^)  oder  cos  am  alip+<pg)  gleicb  Null, 
•r/M  gleich  Null.    Ferner  ist: 


■    UntmtKhing  iler   Bahn  einti   nach  ii 


_  1  — 2.jC0B2(t 


'  :— 29C082((>+P)+2(/cob4(.'+P)- 


[  1 — 2qCOt^C(t62ß+2q*COBU>COsi3 ~ 


-2gc082vco82jj+25*cofi'l»'cos4^ 


tmet  gleich  1  für  ti 


2;jsiu2PSip2ii;4: 


und  ,v^  ■=  ß  gesetzt  ist.     DiesGr   Bnicb   ' 
,  also  sein  Logarilbmiu  gleich  HttU{  i 

j-  oder  ip-^-fpo  ""  ^i   "''^   ■^"'^  ** 

,*  wird  auch  das  zweite  Glied  des  periodi« 


HÜBO  ritr  »p+fo 
TöilB  gli^ich  Notl.    Endlich  iEt: 

Ö,  [a(q)+^(i)]  =  4gain2(j— Ö<;*9iii4M+..,     Dies  wird  SIU 
ä-    gleich    Nnll ,    folglich    wird    aach    das    dritte    Glied  J 

j)  +  (Fo  =  ^«P  gleich  Null.    Ist  alier  T+qtu^'s*  ntid  rp  nlmiB 
[*  zu,  fiü  erhält  /i-p)   wieder  douselhen  Wert  wegen  des  I 

ia>na(ir  +  Tn)  ond  co3m»«(7'+'Po)  ""d  wcgoii  des  Qoftj 
l  Nenner.     Beim  zwiütou  und  dritten  Gliode  sti'hcn,  wie  wir  I 
1  üon  Eulwickl ungern  immer  Vielfftclic  des  doppelte»  Ärgumonta,  i 
l^a  der  Zunaljm(.<  von  ip  am  0  die  von  ii(ifi-|-<Pn)  am  '2K  cnXgf 
I  ist  liier  der  Zuwachs  immer  ein  Vielfaches  von  4A',  aUo  crU 
lün  und  cos  wieder  dieselben  Werte,  also  anch  die  ganeen  ( 
I  nimmt  dann  stets  um  einen  liOBtimmton  Wert  zu;   nennen  t 
hr,  so   ist: 


E+K 


lg«. 


+  F 


<^fi 


+" 


Um  dioBcii  Wert  uimnit  (  stets  zu.  wenn  ?i  um  <P  wßchst  iL  h-  i 
l'dcr  Pnnlct  Jlf  von  einem  Mu:cinium  xum  folgenden  geiil,   oder  t 

Mupt  vuD  einem  belieljigoii  Ciirvi.in|)iinkt  bis  zu  deiiijumgen,  der  j 
l4em  Kraflcentnim  o  gl^ichweit   entfernt  ist,    and  in  welchem  J| 

7imkl  Af  in   De^ng  auf  O  dieselbe  Bewegungarichtung  hahea  t  " 


r  n 

j  wird  i  znnehmon,  vrcnn  9>+Tn  ~  ö<P  '""J  i 

I  itlso  'Icr  Punkt  Af  von  einem  Maximnm  bis  zam  bonachbarten 
dmam  geht,  utnJ  «mgekolirt  Von  der  ganzen  Curve  wird  aber 
r  Piinkl  A/  nur  einen  Zweig,  von  einem  Minimum  bis  zum  nUcb- 
i,  beschreiben  können,  und  ein  solcher  allein  stellt  also  fUr  dieses 
rrall  die  Bahn  des  Pnuktfa  Af  dar  Jeder  Punkt  eines  solebeu 
.  kann  Anfangspunkt  der  Bewejtung  sein  mit  Ausnahme  det 
K-ttfifeninims  O,  und  Punkt  M  wird  dann  je  nach  der  orhallfli 
lliclituiR'  oincn  der  beidi-n  Ronen  dfs  Zweiges  dnrr'ljlaufen,  biB  er 
_^a  Krftftcentmm  O  ankommt,  nnd  hier  festgehalten  wird. 

I  Daa  itweite  Intervall   fUr  r  geht  von   r,  dm-ch   +  oc 

I  Cun-e  iflt  also  diBcontinairlich  und  pelit  nnendlich  oft  darcb  ± 

t  acrfBUt  somit  in  positive  und  negative  Zweige,  d.  h.  solche, 

1  positive  resp.  m^gative  Radien  gehören,  nnd  diese  wiederholen 

,  eim-r  um  den  andern.     In  diesem  Tutervall  sind  uwei  Minima, 

■Ibr  den  positiven  Zweig  nnd  —  r^  für  den  negativen,  der  in  Be.zug 

^  positive  Radien  ein  Mnnimnni   wilre;   ausserdem  aber  giebt  es 

)  andern.    Mit  ihren  pontiven  Zweigen  liegt  sie  ganz  ausserhalb 

p,  um  P  bcBchriobeneu  Kreises,  nnd  mit   ihren  negativen 

ganz.  nusHerlialli  des  mit  r^  um  O  bescbriebeoen   Kreises. 

e  Kreise  berührt  sie  stets,  wenil  r  =  r,  resp.  =  — r,,  wird;  dieser 

I  daher  der  Einhüllende  der  negativen  Zweige,  jener  der  der  posi- 

Wie  wir  oben  gesehen  haben,  hat  jeder  Zweig  2  Asymptoten. 

Pttr  dieses  Intervall  benatzen  wir,  um  das  elliptisehe  Differential  auf 

dio  Nvnnolform   bringi-n  m  können,  die  Subatiiution  (s.  Schellhack, 

l-Fuuet,  p.  '271)): 

iici  gebt,  wenn  r  stetig  zunimmt  von  i-  =^  r,  bis  i-  =  +  cd 
—  rj.  &  stetig  wachsend  von  0  bis  ^  über,  nnd 

■i+" 


i 


'  wird  I 


pM  hat  auch  &  einen  reellen  Wert,  fUr  dc] 
1  wir  für  die  audern  Factoren: 


,  und  da  dies  ein  positiver  echter  Bruch 
wird;    dann 


'■.+'-,-(r,+r,)sin^& 


-■i-l-'-a -(•■>+■'■«)  sin»»' 


Kärg*r;   CnUrnahuitg  iltr   fiitAii  e 


uadi  ü 


•  I.  Pvttnt 


_  '■,(r,-t-r.)-r,(rf+r,)aiii'»-r,(f,-)-f,H-fv(rrfr,Hia'» 
^    (r,-r,|lr,-t-r,)tUl'»  . 

^.('■■-H-.)-'-i<'-«+'-."'»'»+''i(''i+^i>— '•>l''i-H'»)S 

'i+r.— ('•.+'.)«ill'9 
('■.+I-.)  !'■.+■■.)  CO»'»  . 

(  -r,(r,4r.l[r,+r,-(.;,4^,l  «m'9] 

lrr|-r,l [r.fri+r,)-  .-.(r.-l-r,) .l«*»] )  ^ 


+  '- 


[',+■ 


Diese  Werte  in  i; 


Differentialgleichnng  obigeBetzi,  und  gebc^ 


"  V*  yr,(r,  +fo)— r,  (r,+r,)siik»# 


mid  wcim  wir  liioi'  dicBcIbeu  Siibatilutionen  machen,  wip  oben,  fi 
halten  wir: 


-«Vi 


Dies  ist  derselbe  Ausdruck,  ^ 
nach  ebenso: 

&  —  «PI  .i((p-t- «>,,); 


i'sin»» 

im  ersten  lutiTvall, 


dann  ist  liier 


'(ff+Vo) 


t-i+fa  — (r,-j-r,)8iii»fimB(9>  +  Tn) 


2ff 


I^^Bcbrnibt  also  von  der  Minimallagc  r,  bis  xur  h]{ 
Sge  'a  immer  deu  Winkel  t),  und  bis  zu  der  üwisclien  beiden  1| 
dtiii  Wiiiiiiiallagp  — r^  des  negativen  Zweiges  den  Winkel  j(P. 
haupl  niDiint  r  jedüBinal,  wc.nu  dtT  Wiiikcii  <1>  Wscbriebon  ist,  i 
denselben  Wert  an  wegen  sia^atnaltp-i-ipn). 

Die  Gestalt  der  Curve  ittr  dieses  Intervall  würde  also  z.  l 
gewissen  Anfangswertcn  so  beschaffen  sein  könoca,  wie  ca  li 
ist  in  Fignr  II. 


*       <■  ■ 
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Zur  Berechnung  der  Zeit  setzen  wir  wieder  in  die  Gleichung: 

e 
die  Werte  für  r  und  dq>  ein,  so  kommt: 

dt^^   <^»(^i+r8)->j(r»+rs)8in»^}»  rfj>         . 

^        {^i+»"3— (^f+»-»)sin^}«        Vi— fcisin«^* 

_  V       (1— A;'sin»^)> d^ 

^ '  (1  -^»  sin«^)«  *  vr^^PSi^ ' 


»"i  +  r 


3 


und  wenn  wir  in  diesem  Intervall  A  gleich  —  ^^^^^  setzen,  so  kommt: 

_V  /^(l— A;>sin»^)>c/^ 
'""ac^   (1+Asin«^)«^^ 

_V   /"(l— A;'8iA»^)«£?4» 
~acj7   (1+Asin«'^)»^4> 

cwj7   (1+Asin«0)»^0* 
Setzen  wir  nun  wieder  das  zweite  constante  Integral,  welches  dem 
-7-^  entspricht,   gleich  <0  9   (^  haben  also  in  diesem 
Intervall  r^  zur  Polaraxe  gewählt),  so  kommt: 

^'^^^acj   (1  +  Asin»^)«"^^' 

0 

Um  dieses  elliptische  Integral  auf  die  drei  Normalformen  zurückführen 
zu  können,  setzen  wir  wieder: 

(1— A?«8in»^)»  A B 

(1  +  A8in«^)«""(l  +  A8in«^)«"'"l  +  Asin«'^"^^' 

oder: 

(1— *«sin«^)«  =  ^+^(1  +  Asin«^)  +  (7(1+Asin«^)«; 

folglich  ist  hier: 


H9RRBHB9l^3HHi^l 
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lerst/ckun^  der  Baha  cina  iincA  i«Hf 

..r,    JÜ^^B 

^+B+C=1 

i(/(+20=-2t« 

i».C=t*i 

liaraus  foliil; 

,    (1 +<■•)■ 
j — -,>  -■ 

J 

Dipse  WprtL'  uiDpcsotzt, 

prgiebt: 

■ 

folfjlidi  irhalk'u 

■ir: 

» 

^fl 

'  +  "-£ 

('+ 

^"^ 

/       ''>> 

,       /'-'Öl 

—  ^ 

-|«  +  l')/„4_, .„,.,, 

^.,  +  ''  /  -,,7, 

■ 

t  wir  jetBl  fllr  »  seinen  Wert,  so  ist 


4.  r  „  /  rfy 


a(9  +  ?'")''g'  +  G'.n(fp+<Pn). 


Bons  r  =  ±ap,  so  wird  ain'ff  d.  i.  %vi*ama{^-\-ip^)  =  - 

(ist  = —    47''   folglich  wird  der  Neniior  drs  orBten  Glie<i 

^iS,  also  dieses  Glied  =00,  milhlu  auch  t-\-l^  =  »;  d.  h.  woi^ 
der  iicwcgto  piiukt  im  ITDendlicheii  ankommt,  so  iai,  die  Zi'it,  die  < 
daza  gebraucht  hat,  ebenfalls  nneiiillidi  gross.  Ks  fiudet  dcmnn^ 
hier,  wie  schon  ans  der  Natnr  der  Corvo  erhellt,  keine  ZeitperioJo 
rtatt  Por  bewegt*  Punkt  M  kanii  nnr  einen  positiven  Zweig  durch- 
Uofcu,  durrh  den  also  die  ean^io  Bahn  dargestellt  wird.  Jeder  Putikt 
dieses  Zneijres  kann  Anfangspunkt  der  Rew.'nuiig  sein,  mit  Ausnabnie 
de«  im  Unendlichen  liegondeu  Punktes,  und  diT  Punkt  M  wird  dann 
nscfa  scbier  erhaltenen  Riclitaug  auf  dioser  Bahu  weitergehen  bis  in's 
Umsdlicho,  so  lange  er  nacli  dem  Kraftceutmm  0  hingebt  mit  be- 
Iddeuuigter  im  entgegcngeaetÄten  Falle  mit  verzögerter  Gcschwiudig- 

Im  Unendlichen  aber,  wo  der  Radins  also  die  Asymptote  iBt, 

r  Pankt  M  nauh  der  Gleichung; 

ti*  =  t^*  — Jwrü-" 
btte  Geschwindigkeit. 

1  negativen  Zweig  wllrdo  der  Punkt  M  wie  wir  gesehen  liabe^ 
I  denselben  Bcdiuguugen  bei  gleichem  aber  oiitgogeugesetztem  A 
FOiben,  und  da  «liescr  Fall  dem  Fall  4)  entspricht,  so  muss  Ailg 


t-iöer  resultirende  negative  Zweig  im  Fall  4)  ala  poäÜTfir  auf 
um!  iimgekclirt.    Und  in  (Ipt  Tat  miias  sidi  iin  Fall  4)  r  inntc 
der  Greiiüon  r„  bis  — r,  nutl  — Vj   bU  0  bswegen,  bo  ilass  % 
selben  Currcn  aber  cntgcgcngcsolrt  prlialten,     Wir  haben  also  $ 
dorn  Fnll  1)  zuglnich  Fall  i)  gclfist.     In  dem  letzteren  wird  alfifri 

ggauze  Bftlin  des  bewegten  PuDlitcs  pfauch  nnr  in  einem  ZwelgaJ 

I  stehen,  und  die  Bcweguug  kann  von  jedem  Punkte  diescB  Zwi 
KQSgclieii  mit  Ausnahme  des  im  tJneudlichcn  liegenden  Funkt««. 
Zeitperioilü  kann  also  nach  Obigem  hier  aocli  nicht  eintrL'ten.  Der 
Funkt  Af  geht  dann  gemäss  d<T  erhaltenen  Richtung  weiter  bis  tn'a 
Unendliche,    so  lauge  er  auf  das  Kraftceutnim  O  Ktigeht  mit  vcr* 

|iiSögert«r  Geschwindigkeit,  im  andern  Falle  aber  uijt  bcschlen 
;0eBchwindigkeit-,  im  Unendliclieu  alter  ist: 

»  =  i'„"+2.nro-3. 

BflBO    die    Gi's  eh  windigkeit   coustant   und   grosser   als    die   Auf 
^  "BBchwindigkei  ( . 

Im  zweiten  Fall,  der  nur  ein  besonderer  des  ersten  ist,  i 

■o''i'o"sin'no  . 
„*  — 2mr„-3' 

E-dAher  werden  die  beiden  positiven  Wurzelu  einander  gleich. 


'    3W  — 2t 

)  sotzon.     Dann  geht  die  Gloichunfr 


'~V'fir(r-r,)*(r+r3) 


V6'(r-r,)yr(r+r,)' 

■  alle  Werte  von  0  über    f  »  bis  —  r^  annehmou  kann.  "' 
|:<lubcn  es   also   in   dleaom  Falle   nicht  niehr  mit  eincju  i 
Dtffereulial  zu  tun.    Dann  ist: 


''"^V'-J  (r~r,)Vr(r+r,) 
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j_     r  dr 


) 


0 

oder  das  letzte  Glied  gleich  q>Q  gesetzt,  giebt: 


j_     r  dr , 

>'*nMr-r,)yr(7+^)' 


r 

9  +  <Po  = 


dr 

Setien  wir  jetzt: 

r  =  a;*(r-|-r8)     oder 

r  -*  z 1.     80  ist: 

"•"^  (1—««)* 

2rgxdx 
~(l-x»)»'    ""* 

r,(3a;«-l) 
~      1—«» 

weil  r^'^  ir^',  and  endlich : 

also  erhalten  wir: 

dr  2dx 


{r-r,)Vr{r+r^)      r,(3a!«-l) 
Es  ist  demnach: 


<P+9o 


c       P    2dx 
r,yb,J  3««-l 

c        Pf ^ ^_\ 


^y36 


=(z(y3«— 1)— /(—D— /(ysoj+i)) 


c        l—Vdx 

7=-l 


r{VVf  i+yä»' 


1  wir  jetzt  wieder  für  a-  9 


=  |/. 


+  r. 


V  +  IPK    = 


■,y3i    Vr-l-ra  +  yär 


isscn  wir  jet^t  r  =■  r,  weriien,  so  wird  ip-\-mo  "=  —  *<  weniT 

■  rückwärts  tirchto  A.  Ii.  die,  si'iner  wirküoliea  Bcwognng  3 
ügeugeset/te  ßü^wegang  anQolimo,  so  wUrdc  iiiicli  uuendlich  ^^ 
(Tm  dreh  Hugo  n  r  =  r^  werden.  Dio  Ciirvc  ist  also  eine  SptnÜBiJ 
zwei  Zweige  hat,  von  denen  der  eine  aasaarhalb,  der  aadere  I: 
halb  den  mit  r,  um  den  Piuiltt  O  bcschrirlii^neii  Krpiscs  liegt,  wnl 
_Bich  beide  fort^v&breitd  nähern  obue  ihn  lu  treffen.  Der  Kre 
inaeb  Asymplotenkreia  der  Cnnie,  d,  b,  die  Cnrve  gebt  iai 
I  ober,  nachdem  sie,  sich  demsell>eii  uithemd,  unendlich  H 
Ifindangen  beschrieben  bat  Der  negative  Zweig  a,ber  verl&uft  e 
I  im  ersten  Fall,  indem  r  aua  — 01  komineud  bis  — r„  gebt  obA- 
inn  wieder  bis  —  00 .  In  Bezug  auf  den  Winkel,  welchen  r  von  der 
tofangslngc  Td  bis  r  =  0  resp.  r  =  aa  beschreiben  ranss,  wissen  m, 
laas  innerhalb  des  Asymptotenkreiaes  der  Wiuliol  ipQ  durch  entgfignt> 
gesetzte  Drehung,  ausserhalb  durch  dieselbe  Drehung  entstanden  id, 
wie  der  Winkel  tp ;  jener  ist  also  in  Bezug  auf  dioi^en  im  ersten  FaUe 
aegaüv,  im  zweiten  positiv  zn  nehmen.  Kenneu  wir  nun  cp-\-ipo,  W 
müssen  wir  also  im  ersten  Fall  dun  Wert  vou  g>o  zuzahlen,  um  9 
zu  erhalten,  im  zweiten  aber  deusclbeu  abziehen.  Setzen  wir  in  d»_ 
Ligen  Gleichung  r  =  tq,  so  ist  tp  =  U,  und  wir  erhalten: 


tzen  wir  aber  r  =  0,  ao  orbalten  wir  den  ganzen  Werl  ¥■ 
nlich: 

FDlglieb  ist  nach  Obigem  in  diesem  Falle: 

''"r.VS    yr.+r.  +  VSr,' 
ktaün  wir  ferner,  naehdem  wir  den  Bmoli  mit  -r-   crweit 


0  orlialten  wir  ftlr  die  asaseihalb  des  Kreisca  liegende  Spl 


'    ,'-y3 
'ril/SJ  i  +  yii' 
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folglich  ist  daun: 


<P  = 


c        ^  (Vro+;v+-/3^).(l--y3) 


Wenn  endlich  r  alle  negativen  Worte  durchläuft,  so  ist  der  Winkel, 
dea  es  beschreibt,  doppelt  so  gross,  wie  der  zwischen  — r^  und  dem 
uneadlich  grossen  Radius  liegende  Winkel.  Den  letzteren  erhalten 
wir,  wenn  wir  von  dem  Wert  für  q>  ==  <Poi  welcher  dem  Radius  r  =  —  r^ 
entspricht,  denjenigen  abziehen,  welcher  dem  Radius  r  »  oo  entspricht. 
Ersterer  ist  bei  r  =«  —  r : 

demnach  ist  der  Winkel  g>,  welcher  von  den  beiden  Asymptoten  eines 
negativen  Zweiges  eingeschlossen  wird: 

_2e_       y3+l 

'';^'''+^'^- 

Die  Gurve  würde  also  in  diesem  besonderen  Falle  für  gewisse  An- 
fangswerte solche  Gestalt  haben  können,  wie  wir  sehen  an  Figur  III. 

Aus  der  Gleichung 

c 
erhalten  wir  nach  obigen  Substitutionen: 
1         rgV         2dx 

Tj     Ssd^dx 


dt  = 


»» 


^56         Kärgtr:    UaltriMküHg  ilt,    Halm 


.1).  1  iJ^.±,  ^:z}) 

i    (yr.(r+rJ-V'r.(r„+.-.) 

y»  ■  ( 


'Vä-    (yär+  yr+r.)  0'3'.  -  V^^J 
Dio  Z«it  also,  die   der  Punkt  gebrancht,  am  voo  der  i 
nach  dem  Kraftcentmm  0  zu  kommoD,  wo  r  =  0,  ist  dJilier: 

yr.fr.+r.)  I    r,       v^+^+yF, 

y    +yä»'yr7-rr.-ysi' 

I^B  in's  Uneuiitiche  aber  braocht  lier  Ponkt  M  eine  aaendlichaj 
^.denn  da  das  erste  Glied  ^äc  wird,  so  ist  auch: 


I 


t  BcbliesBÜcb  der  Anfangsradias  Fq  =  r„  also  [■  =  3ro'r 
t^*— —j,  ao  wird  die  Corve  zn  dorn  mit  r,  am  den  Punkt  I 
schriebcoen  Kreise  werden.  Baun  orgiobt  sieb  aus  der  Beding 
gloicbung  l'Ur  die  Gleicbbeit  der  beiden  Wurzeln  r,  uud  r^ 

oder: 


oder  =»  -g-.    Nun  iat  die  Centrifugalkraft  -  in  dioe 

gleich  ^t  and  die  Centripolalkraft  ut  dann  in  doniGelben  ] 

Mcb  gleich     ,•  also  jener  Kraft  gleich,  folglich  mnse  dann  der  V 
1^  um  das  Kraft£«ntmni  0  einen  Kreis  mit  dem  Radius  r,  besebrt 

Die  Babncurve  besteht  also  unter  der  Bedingnng  dieses   Falle* 
k 
id,  woun  fo*  —  — i  ist,  in  oinem  Kreise,  den  der  bewcf^  PanbtJ 


t  dem  AnfaEgsradins  und  der  ronsUtnten  Geschwindigkeit  t 

I  Kniftcentrnm  0  beachreibt.    Ist  jedoch  »o*  <  — j,  überwiegt  a 

B  Ccntripetalkraft,  bo  ist  auch  po  <  r, ,  und  der  Puukt  M  wird  ^ 

tat  der  inncrea  Spirale  bewogen,  ist  aber  Pg*  >  ~ä'    Uherwiegt*  also 

dio  Centn fngal kraft,  so  ist  anch  tu  >  ''i  i  """^  der  Panlct  bewegt  sich 
utf  dor  änsseron  Spirale.  Diesem  ganzün  Fall  entspricht  fall  &},  wo 
die  jetzigen  positiven  Cnrven  als  negative  rcsulUreo,  und  umgekehrt. 
Im  Allgcraeinen  hat  nun  in  diesem  Falle  der  negative  Zweig  dieselbe 
0«ebülung  wie  im  vongeu,  mitbin  ist  auch  im  fünften  Falle  der  posi- 
I  der  Curve  obcnso  gestaltet,  wie  der  im  Fall  4),  und  die 
ing  des  abgefitossencn  Punktes  M  wird  daher  ebenso  verlaufen 

Im  dritten  Fall  sind  erstens,  wenn  *  >  0,  die  Wurzeln  eine  negativ 
i  und  die  beiden  fuideru  imaginAr:  r,  und  r,.    Dann  ist  also: 

R  =  Ä.r(r+r,»(r-r,)Cp-rs)  J 


y*Vr.(r+r,)(p-rJ(r-p,)" 


kum   sich  t  in   den   Grenzen  0   über   ±a  bis  —  r,  bewegen, 

aasserbalb  des  Intervalls  — r,  bis  0;  wir  können  uns  daher 

Indrung  des  elliptischen  Differentials  auf  die  kanonische  Form 

Substitution  bedienen;  {s.  ScLellbach,  Theta-Funct.  p.267.): 


ftilso 


l.(C08^  — n) 


~2.(i- 


C08#) 


(1  — »COS») 

i  gebt,  wctnn  ^  das  Intervall  0  bis  n  stetig  wachsend  durch- 
r  stetig  von  0  ta  -j-»  über,  welchen  Wert  es  für  C080  =  - 
mt,  und  dann  von  — ot  zu   -r,   über.    Durch  diese   Substi- 


< 


r,  in  — f.cosO)(«+l)sin»— (n+l)(l  — coBg)  ni,m9\d» 


r,      (n  — 1)(1  +  C0B») 


Kafytr:    UKlermdung  drr  Bahn  rintt  «nr*  invtrnr  4.  flrfn 

-  -riil-]-n)--2rt+ir,n+n)+inr,\CM9 
2(1-  »coaff) 

-r,(l  +  n)-2r,+|r,0+n)+2nrB|MBe 

"  2(1  — nCOBÖ) 

n  hosUmnK'n  wir  so,  daas  iu  dem  Prodnct  (r— r,).(r — rj)  li 
Scieiit  von  cosS  gleich  Null  wirrt,  also.- 


|r,{«+l)+2r,|.!r,(n+l)+2«r,!  + 

|r,(«-|-l)+2r, 


.tr,C"+l)+2r.r,l^0 


uB  sich  nun  >'  bestimnit  Diea»  ijuadratische  ßleicbong  für  ■ 
W%k)i  umfonneu  in  folgende: 

rr{"  +  l)«  +  '-i(«+I)r.'-j  =  2r,r,i 

ffolglicb  crgiebt  sicli  für  n  der  Wert: 


r.»-r.ra±yr,'-V+2r. 


Damit  nun  r  uutar  don  negativen  Werten  keinen  annehmen  kann,  der 
dem  absoluten  Botragti  nach  kleiner  als  r^  Ist,  muss  der  absolids 
Betrag  von  «  grOsser  als  1  sein,  wir  niUsBeu  daher  das  negative  Tot^ 
zeichen  der  Wurzel  nehmen.  Dieser  Weit  reaultirt  auch,  wenn  wir 
I  die,  bei  Schellbach  angegebene,  allgemeine  Form  für  n  ansnw 
Wurzolwcrte  einsetzen,  den  Nenner  rational  machen,  nsd  das  RcBiiltftt 
mit  Berücksichtigung  der  Oleiubnng  r,  =  r^-f  r,  vereinfochen.  Setsem 
wir  dann  noch: 

ir.  («  +  l)-|-2«r,|.lr,  {n^l)-\-2nr\  =  Q 
|r,{n+l)+2r.l.(r,(«+l)+2r,|-/', 
80  kommt,   wenn  vir  die  obigen  Werte  einsetzen  und  die  { 
[  Factoren  haben;  


°y*   y/'-)-Qcoe*e 


Vi  — t»sin»#" 


2e  .Vn*-~l 


m;  4*  ist  also  üiu  positiver  echter  Brnch.    Dnrcli  Intogration  e 
i  wir  dann: 

1       /*«» 

a  y    d9      a  'J    /}&• 
vrmx  wir  wit'ilcr  lias  lelzte  constante  Integral,  welrlics  dem  Int* 
~T-^  eutspriclit,  gloieli  gi,,  setzen,  so  kommt; 


("+i}.(i- 


'«(9>  +  'T'<i)  +  4A'=<-(<p  +  'J>.,+  *). 


Die  Periode  von  a{<p+tpo)  'st  iK,  nod  weil  in  dem  Werte  für  r  nnr 
[  Jw  einfache  cos  stobt,  so  erhält  r  erst  denselben  Werl  wieder,  wenn 
^^K|bP~l~7ii)  Ot^  ^^  KriD^onimeu  bat)    uenuon  wir  den  Winkel,  den  rj 

^^^ffenn  olsg  r  sich  um  dou  Wiiiiel  (P  gedroht  hat,  bo  erhlUt  es  wieder 
dteselben  Werte, 

Die  Corve  hat  also  zwei  Zweige,  einen  positiven  nnd  einen  nogsr  J 
tivon,  welche  sich  rortwülirend,  einer  nach  dem  andern,  wiederholet 
Beide  konimen  aus  dem  ünenüliclien ,  gehen  dann  Ms  r  ^  0  respifl 
p  —  Fl  und  dann  wieder  in's  Unendliche.    Die  Curve  bat  also  i 


tSWO         Kiifjfr:    ll«lfT^„rk„^i,  .1^,   llnh«   MOf*  <"•.*  i««Pri„r  l   /* 

fi)  einen    DumidlichfaclKsii   Doppel^iunkt  and  gebt  niMMtUdi  oft  i 

[  i»;  ferner  hcrUlirt  sie  mit  ihrem  oegutivon  Zweige  immer  deni 

■i  um  0  beschriobuneu  Kreis,  wcklicr  also  ilit>  einli  Uli  endo  Curw 
[■der  negativen  Zweige  ist.    Die  Gestalt  der  Corvo  würde  also  j 
l'IOr  gewiBBU  Anfangswerte     so  beschaffen  sein  können,  wii 
^«kitlt  ist  in  Figur  IV. 

Setzen  wir  in  die  GloicbuDg: 


P  für  r  und  dip  ihre  Werte  ein,  so  kommt: 

1_    r,'(n+l)^(l  — eoBffj'tat 

*   ~  a.e'         4:(1— ncostf)«^ff 

_  üi    (n+lj'.g-COgg)'    rftf 
~  iae'      (i  — neos*)*         ^«■*' 

um  dieses  Differential  auf  die  kanonisclien  Formen  bringen  zak 
mOsson  wir  erst  den  darin  steckenden  algobmischen  Tcöl  abeioaj 

Vdain  sotxou  wir  c<a&  =  <■,  dorn  Worte  ^  =s  0  entapridit  also  v4 

fand  OS  ist: 


I  Folglich  wird: 

U— »eos»)*^»" 


"Vl- 


(i 


(1 


|an(«-l)^ 


-•»>.(fc,H*V> 


Iwo  *,*  ^  I  — t*  gesetzt  ist.    Der  sweJte  Teil  ist  ein  rein  a 
V^iToreatial  nnd  l&sst  sich  anch  schreiUm: 


1''  =  3  ist,  nnd  dem  Gn>n: 
4  ==  1.    Sollten  wir  ferner 


(1 -«»=)■- -/(i-ircj^*^ 

rert  r  =  1  untspricbt  dann  der  Q 


»."+'■■ 


odor: 


so  ist: 
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(i*»+ifc«)a' 


und  es  entspricht  dem  Grenzwert  a  =  1  der  Wert  «  =  oc.    Dies  ein- 
gesetzt, giebt: 

(»— l)(n»— l)rf»  2(n  — l){(i*«+ib«)(n— D  — n}rfu 


2(n— l)«.t»«rftt 


+ 


2(n— l){ifc^(n  — 1)  — 7>}.f/ti 

2(n  — l)»u^/u 
(Jfc«-fnV— («^  — 1)«*)* 


2(1— w)(Är^-fftÄ?^«)dtf 
■•"  (Ä« + n«ife,«  —  (n«  —  1)  I*«)«  • 

WO  «' — 1  positiv  ist,  da  n  seinem  absoluten  Betrage  nach  grösser 
als  1  ist  Setzen  wir  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  gleich 
2(«— l)«i7rftt,  und  das  zweite  Glied  gleich  2(1— •»)(jfc«+n^-,2)  Jrfw,  so 
erhalten  wir  dnrch  Integration: 


/ 


Hdu 


2(n«- 1)  (ik«-|-n«  V— («*  —  1)«**) 

1 

4(n«— l).y(ifcH-n«ibi«)  (n»— 1) 


x^ 


yfc>+««A-,»— Vw»— i.f/ 


/ 


Jc^u 


u 


2(i^«+  n«ib,»)  (il-»+n«Ä^i«—  (n«  —  1)  u«) 
^  4(ifc«+n«Ä:4«)  y(i«+n«ifci«)  (w«  -1) 


r„f„M,rA««i/  d>r    ÜnA-  ^l'ie-  narh   »iiwr.w  J.   P:<<tui 

dii'sk'  Worte  eiu,  so  erhalten  wir  fttr  den  algobraiBchon 
2(«— D^t, 


./  (!-»■=)  y(l-.)(^,'+^- 


-r)(^■+.•I■,•-(..■ 


-1)..' 


«»'-!)  y(i'+»'t,")(""-i) 

,    211— niCf+i^*)- 

^  J(l-.X1.'-H.t,') 

"•"  4(t>+"V)V('-*+«  V)  («"-11 

yi"-i-«"i,«-y»>=3.«' 
li?  --i)'ti''+.'v)+a—.i(f +.*,■)(■!■- 111.» 

(,.=— mF+.,n-,')yii"+»'i,"— («■— i)»"? 
l.'-l)(l-„)(t'+„t,')-(,.-l)'(f+.'t,») 
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M 


n(n — l)*.tt 


Selsea  wir  oud  wieder  rückwärts  für  u  soineu  Wert  ein: 
80  wird  dieser  Ausdruck: 


(n  —  l)     C (ng  — l)rfe 

^  /  (iln«,)y(i_^;)(ifc- 


n(«--l)«sin^zf^ 


j (n-l)«(n  +  2(Är^+n»V))     _ 

"*"  2(n«— l)(^-«+nU•l«)  V(ifc*+n«V)(ii»— i) 

Vn» ^  1  zf.»  —  Vfc»  -hn« V  sin^ 

lu  dem  nicht  algebraischen  Teile  dos  obigen  Differentials  setzen  wir 
wieder  v  «  cos***^  und  erhalten: 

1+(1— 4n4-n^)C08^+n^C08^^    d» 
(1— n«C08«t^)»  '  zfi4 

2(1  -2n+n^)  — (1— 4»+3n^)sin»t^4-n»8in^'»   lUi 
~  11  —  ii*+n«sin«^)*  Ah 

Um  nun  dieses  elliptische  Integral  auf  die  kanonischen  Formen  rc- 
dudren  zu  können,  setzen  wir  wieder: 

2(1— w)«-.(l— n)(l  — 3n)sin^^+n»8in^.'r 
(1  — n«+ii«sin»,^)* 

.4 . ^_      +e. 


2IJ4         A''iM;ir:    l,':ih.i,uchuiirf  der  Bahn  eini»  ndf/i   invtrstT  4.  Poltui 

futiruii  wir  daiiu  die  Multip licationcn  aus,  so  ist: 

iJna  +  2,i«(l— n«).C  =  —  (1— .0(1  — 3«) 

Ol*  =  n*; 

und  daraus  iTgiebt  sich; 

.     g('— '1' 


Setzen  wir  diese  Werto  oia,  ao  kommt: 


/•l  +  Cl  — ■In  +  n'lcQB'g  +  w'coa*.^    dff 


(1  — H'cos'ff)i 


^ 
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ein,  in  welcher  wir  uns  aber  für  k  und  A  die  Werte  dieses  Falles 
sobstituirt  denken  müssen,  so  kommt: 


r- 


4-  (1  ~  4n4- n»)  COS»^  +n» 008^9^    d& 
(1  — n«C08»i-^)«  ^^ 


n 


Nun  war: 


also  ist: 


2  sin  ^008^-^^ 


««(l4-n)«yo(l  +  '^8in«(^) 
2yi+(3-n)(l-fn)yo 


X- 


1 

/ 


(1  +  Asin^)^^ 


+  yo*««^»aV»)V  ''*''* 


o 

2sin^cos^üf^ 


€Ä« 


n«(l  +  n)«yo(l+Asin«.^) 

r^Hl+n)*     (1—COS^)»     d^ 
4eKJ  (1  — ncos^)«'z/t^' 

—  008^)^  ^ 

—  nCOSt*^)*  Jif- 


r,»(l+n)«    /*  a 
4ac       7    (1 

n 

>'i^(l+^)'   /*(l--cosi9)^  rff 

4cK?      y    (1— ncost'^)«^! 


r^Hl+n)^    /*(!  — COS^)»   rf» 
4ac      y    (1  — ncos^)«-^^* 


A 


+  ^-JiÜy« 


^  (*,*,*) 


■^(*,*) 


*<"«i.ch  .st,  wenn  wir  der  Kflr«,  w«»„  «•  . 

wogen  wieder  setzen: 
D  " 


ri' 


2a(?fi*y„ 


f  Biiiiien  Wert  •"»«(ip  +  ipu)  uinfuhrou: 


_£^,  / '1<P  _ 


-L- 


Sil]  am  a((p  +  yu)^,ima(ip+yo) 


+iW. 


■  bis  1 


)  wiril  c 


,  also:  siii'.'f  d.  i 


>,([0)+9)n) 


und  OB  ist;    A  =  j^^-j,    folglich   wird   XviW^ ania{rp-\- ^<^ 

Der  Nenner  ili-s  ersten  Gliedea  wird  also  Null,  folglich  das 

[  BelbBt  gloicli  UncudliL'h ,  mithin  auch  i-\-ia  ='^.    Der  bewegt« 

t  Jtf  braucht  also  eine  unendlidi  grosse  Zeit,  am  im  Uueiidlichon 

ikommen.  es   findet  demnach  in  diesem  Falle  keine  Zeitperiode 

\  wie  schon  aus  der  Natur  der  Cun'o  folgt.  Als  IJalin  des  Punktes 

Jflt  fUr  diesen  Fall  unr  ein  positiver  Zwoig,  welchen  der  Punkt  M 

pIiGcbsteue  bis  xnr  Hälfte-  darchlaufcu  kaun;  denn  entweder  gebt 

iPtnikt  M  iu  das   Kraftccntrum  0  oder  iu's  Unendliche  nnd  wird 

1  von  beiden  verbleilim.     Dann   hat  die  Bewegung  Aebnlich- 

init  derjenigen,  die  fUr  das  zweite  Intervall  des  Fall  1)  statt- 

;,  OBr  mit  dem  Unterschiede,  dass  der  Punkt  M  dann  nicht  wie 

l^wn  ganzen  Zweig  durchlaufen  kann,  wie  schon  bemerkt  wurde, 

'  einen  halben  Zweig.     .Ti'der   Punkt  kann  dann  Anfaugs- 

I  der  Bewegung  sein,  mit  Ausnahme  des  AnKiehungscentrnm's  0 

|4e«  im  Unendlichen  liegenden  Pnnkf.es,  denn  in  jedem  von  beiden 

verbleiben.     Wenn   sich-  der  Punkt  M  von  dem  Anziehungs- 

\  0  mit  verzögert«r  Ueschwiudigki'it  entfernt,  nud  schliesslich 

l-ltneiullicb  grosse  EntfejDQug  erhalten  hat,  so  hat  er  Im  Unen 


.  ^^«»«riirsei  nicht  tmigtnir  ww 
«fugen  in  den  Orönzen  0  und  r^;  wir  benntien  dah 
(8.  Schellbach  Theta-Fnnct  p.  265) 

^  r,       rj*     COS^-f-n 


2         2  (l-|-nC08^) 

Li  (1— n)(l— C08») 

""2       (l4-«co8^) 

Nimmt  r  stetig  von  0  bi8  r^  zu,  8o  wächst  ^  aach 
^.    Dann  ist: 

_r^(l+nC08^)(l—n)sint'»^  +  (l  — ^)U--<^ 
2  (1+»C08<^)« 

""      2(l  +  ncÖ8^)«~' 

_     _  r,(l+f»)a+C08.^). 
*  2(l  +  nC0S^)       ' 

_  ri(l  —  n)  — 2rt— (r^d— »)  +  2nr,)C08^)  . 

"*      ""•""  2(n-«C08^) 

_  rt(l  — n)  — 2r3— (rj(l— n)+2nr3)C0S^ 

'*'*»""  2(l4-nC08^) 

bestimmt  sich  wieder  ans  der  Oleichnng: 

Iri(l-n)^2r,}{r,(l— n)+2iM-5} 


:  liafaer  der   ncgütiv«  Wumelwcrt  zn  nebmciu     Ffinii>r 
1  Intervall; 

!r,(l-«)-2r,t  |r,{l-n)-2r,t  =  P, 
,  dann  ist  weim  wir  diPäo  Worte  in  utiBcro  DiffenMitialfloidia^ 


V—HP+Q) 


»r  jetzt  r  uud  (i  die  eben  angegebenen  Worte  haben,  so  ündd 
hiv-  im  ersten  Falle;  (ft  X'): 


J   d. 


*  =  ania(.p-f-fl5(i), 


au  — neos  a 


Bawo(<p+ipo) 


t  der  Winkel,  den  r  beschreiben  muss,  um  wieder  deusclb« 
fPert  zu   erhallen  \  und  von  einer  Maxitnallagc  r  =^  c,  big 
nacbbarU^u  Minimalloge  r  :=  0  wird  r  den  Winkel 


j«. 


k3ibon.  Da  nnn  die  Curve  in  diCBem  lultTvall  einen  ähuliched  _ 
f  hat  wie  in  dem  ersten  Intervall  des  Fall  l),  so  gilt  ancb  hier 
Im  AUgiimeiiiuu  über  sie  und  über  die  Bewegung  des  Tunktes  M  bei 
poBitivem  k  d,  h.  bei  Anziehung  dasselbe  wie  dort.  Die  Babncorve 
wird  also  äbnlicli  derjenigen  gestaltet  suin,  welche  wir  ala  BeiBpiel 
fdr  jonon  Fall  coustruirt  haben.  Da  in  liiesem  luten'all  keine  nega- 
ivca  Cnrven  resulttren,  so  mUsftou  wir  daraus  schliesson,  dass  es 
I  Bahnen  gicbt.  die  der  Punkt  A/ unter  \ 


ober  bei  negstiTeiii  t  d.  h.  bei  Abatosniog  itatiatSbm  kSitt&  b 
kann  anch  kdnfl  geben;  denn  bei  negatiTem  i  Ist  Jft  ft  —  *k'-t~£3 
also  steu  positiT,  also  kann  die  Bedingnng  dien«  Fallu:  ft'^0  d-b. 
negativ,  fbr  negative  k  anch  nicht  eintreten.    Au  der  GMdnng: 

e 
erhalten  wir  durch  SnbstitatlOB:  ' 


400       (l+«cM#)*^y 
Verfobren  vir  hier  ebenso  wie  im  rorlgen  Intenall,  lo  konatt 

,,  ^_rAl-»)'  /**a-eQafr)'rf» 
(1— cogg)'dg  (1  — iw)'(l  -  «)»d» 


% 


|l+(l+4.-|-.').'+..V|J. 
(l+«)(i»'+l)8».i<. 


^  (l-»'l,')'y(l-r')(l,>+iW) 

Wir  brancben  al80  in  den  obigen  Werten  nnr  das  TOT^elclien  VOB  ■ 
zn  wechseln,  da  aber  jetzt  n' — 1  negativ  ist,  so  erlialten  wir: 

^^_(l+n)(«t^— l)2pde 2a+ii)»u«A» 

J!(l-fn)(tf— »yjA 

Setzen  wir  wieder  das  erste  Glied  gleicb  2(1  -|-n)^/fdu  und  das  nreite 
Glied  gleicb  2(1  -{-n)(^-|-n^>)J(ju,  so  erhalten  wir  dnrcb  iDtegrationt 


f- 


~      2(1— •")(1>+,SV+(1-»>X) 
"•"  2  (1  -n)>  y(is+^iiS)(l  -'^ 

»yn^ij    ■ 


/^ 


■  2(F+»«t,<)  (»"+"■'■'+  (!-«')•') 


glich  ist  das  Integml  dos  algebnüschen  Differentials  gleich: 
"a+»)'.. 

»Vi  —  »' 

Die  nutet«  InteKretionsgreiiKe  für  ^  tat  0  und  dieser  entspricht  i 
•»  die  Grenze  oc.     Für  u=  oo   wird   das   erste   Glied   =0, 

src  tg  ^   wird    =  ~,   wtdches  also  dann  noch  abznsiehen  ist.   Deni- 


I&  Ist,  wenn  wir  wieder  für  u  seinen  Wert 


"(l_„Z){its_t_„a;^^iijy(tS4^',ai,^ät){i_„»)l      ^8inöVji:a":^„2t|a     2 


arctg- 


do-Vl- 


DioB  Ul  der  zweite  Teil  doe  gaD7.en  Integrals;  nm  den  ersten  zu  er- 
halten, brauchen  wir  nur  in  dem   cntsprecbeudcn  Teil  des   vorigen 
1  f Qr  n  £n  aetzGQ.  Folglich  erhalten  wir,  wenn  wir " 
r  Eone  wegen  Batzen: 


.'iay.+0+")(i-»)yol 


,         r,'i.(l-.1    . 
and  tat  &  Boinon  Wert  ama{^-^-ip^  dnAllireB: 


Zar  Bestinunang  der  Zeitperiode  Tei&hreu  wir,  wie  bei  d 
Intervall  in  Fall  1),  indem  wir  l  — — j^sin'ome,  also: 


setzen;  dann  ist  i  imaginär.  Bezeichnen  wir  femer  das  erste,  fttofts 
nnd  sechste  Glied  resp.  mit  2>(v),  £(91)  and  Miif),  so  kommt  wie 
in  jenem  Falle: 

1+1,  -  fl(rt  -  Ea(»+»J-£-S^ 

la(,i+e..)»i(i)  I   ..»[.(T+TiJ-s]! 
^   (  «(•)  +*'8[a(»-i- ,;)+.}) 


dir  EHl/trnting  amjitoginiin  Fuiiktei, 
l>et  nicht  periodischp  Teil  von  (-!-'n  ist  also: 

T  periodisclie  Teil  ist: 


(9+Vu)  ■,  —  *.'—£  - 


'-  +  o\ 


'©[a("v+9„)+0 


+  F 


»[«{-P+Vo)] 


|.£(v)+JV(v). 

1  deueo  t  vorkommt,  die  also  nutcr  imagiuärer  Fori 
leinun,  Bind  alle  beido  reell  und  lasstu  sich  in  reeller  Form  doi 

0,(0 
;  denn  ^amt  ist  reell,  tangnmi  imagiiiUr,  ebenso  ä  iji'     "Ibo 

(  gasxe  iweite  Glied  des  nicht  periodischen  Teils  reell,  nnd  vor^ 

tut  man  den  vorkoniuic-ndcu  LoijaritbniuB  iu  arctaug,  so  erb 

B  ganze  zweite  Güpil  des  periodiacben  Teils  reelle  Fomu 

Wenn  nun   tp  um  O  wächst,  dann  nimmt  der  periodisebo  1 
wit^der  douBellieu  Wert  au ;  uud  iet  v+Vu  —  ö  *t  *"  ''^^^'^  '^^  P^ 
dischc  Teil  bei  der  Zuuabiuo  um  j<P  immer  gleich  Null,  wie  wir  ]| 
jenam  Falle  gesehen  haben.    Denn  weil  hier  a(ip-\-q)f,)  am  iK  ti 
luaunt,  weuu  q>  von  O  wücbal,  bu  nehmen  d^uu  alle  Functionen  i 
aima{rp-\-<pQJ  wieder  denselben  Werl  an,  im  andern  Falle  wird  ii 
äaama(ip'\-<fiu)  —  U|  also  ^(<p}  ""^I  ^(v)  ebenfalls,  und  in  N(^ 
ffl^  arctang<xi  ^  ,y<  also  auch  X[ip)  =  0.    Die  Zeitperiodo,  nach 
^^^Bier  r  immer  wieder  deuselbou  Wert  erhält,  ist  also: 

1^^    y-a 


J. 


Cm  £c8cn  Werl  nimmt  i  stete  zn,  wenn  9  um  (T  wftchat,  d.  h.  wn 
dßr  Pnnkl  Jlf  von  einem  Mnsiniuni  zum  fol|j;enden  gebt-  Ucberhaiq 
BÜt  hier,  wie  schon  bemerkt,  über  die  Bewegung  des  Pnnktos  . 
dassfibo,  was  für  das  orsU-  liitorvall  des  Fall  1)  stattfand. 

[itfird,  beim  Uebergaug  aus  der  einou  Bedingung  dieses  Falles  in 

i  =  0  d.  h.  uo*  ■=  5— B      ao    verschwindon    die    beiden 

Iren  Wurzeln  und  es  wird: 


I  swdte  cMutaiite  OUedwloder  gkidi  9«,  s 

Als  Polarftxe  ist  also  hier  die  Tangente  der  Cnrre  in  O 

wo  r  —  0  ist,  w&hrend  r  bei  der  Bewegung  des  PnnktM  M  tat 

Bcbon  den  Winkd  -s  ntrSckgelegt  haben  kann,  wenn  "fl"*"'^*  9h^0 
gesetzt  wird;  denn,  ist  r  —  0,  also  4»  —  0,  so  ist  ■in(«^-f-'S')*0 
flir   tp  —  — TT-.    Setzen  wir  dies  ein,  nehmen  mithin  den  { 


Winkel,  den  r  von  seiner  Anfangslage  bis  r  ~  0  beschrdben  kann, 
so  ist  Bin qo  —  —  —  1,  und  fBrv  —  Oiatr—  -j  —  ^  nach  obigen 
Wert  Ton  Ti,  d.  h.  der  Ausgang  der  Bewegung  wird  von  den  Rkdtai 
r  =5'  gerechnet,  während  für  r  —  0  der  Wintol  ^  =1  -5-  tat     Flr 


ftlr  r  =  ^  ist  v+?io  — ±^-.  ^  »•  =  4»-i  ist  g.-|-^— +  »q:j 
—  ±-^i  ftrr-r,  ist  qj+Vo  — *i  «u»d  fOr  »+»»•  — ±^Tffl 
Winir-(2Ty3)J. 


r«H  uraohon  wir,  das«  die  Carvc  oine  goschlusacDC  ist;  dünn 
I  V+Vo  1™  2jt  wacbat,  80  nimmt  r  wieilcr  dc'iiaL'lbi.'ii  Werl  q 
,  dasB  sie  zur  Polaraxc,  also  zur  Tauguntr  in  O,  wo  sii.'  i 
i  htit,  syro metrisch  liugt. 


koB  obigen 

Gleidiungea  folgt  auch: 

wenn  ip  um 

n  Wlidist: 

'=l'--('+*+¥)l^ 

dio  Sommo  beider  Radien 

d.  h.  jedtr  durch  O 

gezogene 

Kr  der  Cur\ 

e  ist  gleich  r. 

ßBtzea  wir 

schliosalicb  in 

im  . 
r,  =  -^  fftr  c  seinen 

Wert  r„ 

ilaim  fta  V 

»  don  aus  b  = 

=  0  resultirenden  Wort  dü"  = 

i  em* 

(kommt  ri  =  -.  ^  .  und  da  jedes  r  zum  Anfangswert  r„  genommen 
bea  kann,  so  ergiebt  sich  daraus  immer  der  zugehörige  Winltelo; 
I  bat  also  all(;eraein  r,  =  .  ,-  Soll  also  tc  dun  Wert  r^  haben, 
MBS  Bin*«  =  1  sein  oder  ainn  =  il  ih.  "^  ä  oder  =>  "g-  i 
nkfatung  der  Anfangsgeschwindigkeit  Vf,  muss  also  mit  r^  einen 
iten  oder  überrechten  Wiukol  bilden.    Die  Bewegung  des  Punktes 

Af  ist  vüu  der  Lage  *  ^  a  "^us  gerechnet,  alüo  ist  in  diesem  Punkte 
der  Winkel  uq,  welchen  die  Bichtuug  der  Gesdiwindlgkeit  r„  mit  dem 
Radius  r„  =  ^  bildet,  gleich  45".  Die  Cnrve  wird  also  lu  diesem 
mderen  Falle  ciuo  Gestalt  haben  ähiilieh  der  in  Figur  V. 


Vr{2f»-re») 


./  Vr(2n-<J»r)      ^  1 


yr(2w— c*rj 


JBQ        Kärftr:    UHltrmfhuni/  ilrr   Bntin  tiiiei  ••arh   iiterrttt   4.  , 

ten  vir  wieder  das  iweito  conatanto  Glied  gleidi  in,  so  i 


'+'o- 

ö»r  -t-3fi 
2c* 

V'(2»- 

-A) 

+i5"|.'"K?- 

-')-¥) 

A  +  3« 
2c* 

s_« 

VHi-r~ 

-'M  +  ^ 

(»+».). 

E«idiiieii 

wir  den  Sector  mit 

H,  BO  is 

!lidi  ist 

du  — 

2     ^ 

ä*' 

H-S. 

-^+^V.<.»- 

-*'  +  £' 

(»+?>.)■ 

Wenn  nnn  v  am  2n  nOchit,  dann  ointnit  r  wieder  denadbonj 
,  folglich  w&ctiBt  ilann  t  immer  um  ein  beBtimmtcti  ZeitinternKrl 


]  die  ganze  Fläch*?,  die  dann  r  bescbridien  lial,  ist  also: 

fei»«      3r,'« 
""    2c*    ~     8 

Es  ergiebt  sich  alao  für  diesen  Fall  bei  verscbiediT 

aber  gleicher   Richtung   der  Geftcbwindigkeit  t>g   din  Rel&Üonl 

Flllctien  vorlialfen  siub  wie  die  {Jnadrate  bomoloK^r  ßadii-n. 

Jeder  Pnnkt  der  Cun-o  kann  als  Anfangspunkt  der 
betrachtet  worden  mit  Aasnahme  des  Auzi(;liungKptinktuR  fl. 
Punkt  Af  geht  dann  (jeniass  der  cmpfaugeuen  Richtung  auf  der  Bahn 
weiter,  bis  er  in  O  ankoniiiil;  und  zwar  mit  verzögartcr  Oesdndn- 
^gkeit,  wenn  er  sicli  von  O  eutftrut,  im  eutgcgeugembtt^u  Fallit  mll 
•nohleuiiigter  Gesdiwiudigkdt.  In  O  erreicht  diß  Brnrgnng  üa 
iade;  der  Punkte/  kann  also  fast  diu  gauxoBalin  danhlaufim,  $iter 
r  einmal. 

Negative  Zweige  d.  h.  Bahnen,  welche  der  Puukl  JU  nntcr  ftonst 
gleich(?n  Bedingungen  aber  bei  negativom  k  odor  bei  Abstouuuj;  bc- 
Hchrelben  würde,  können  in  diesem  boaunderen  Fälle  nicht  re«altimii 
da  derselbu  für  negative  b  Überhaupt  nicht  niOglich  ist;  dran  dau 
ist  b  immer  grOsser  als  (J. 
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Don  negativen  Zweig,  welchen  wir  nnter  der  Bedingung  6  >>  0 
in  diesem  Fall  3)  erhalten  hahen,  würde  der  Punkt  M^  wie  wir  wissen, 
unter  denselben  Bedingungen  bei  gleichem  aber  entgegengesetztem  k 
d.  h.  bei  Abstossung  beschreiben.    Dieser  Fall  entspricht  dem  Fall  6), 
denn  in  letzterem  kann  sich  r  bewegen  innerhalb  der  Grenzen  -{-r^ 
bis  +00  und  von  —oo  bis  0  und  wieder  zurück ;  der  negative  Zweig 
in  Fall  3)  tritt  also  in  Fall  6)  als  positiver  auf  und  umgekehrt.   Wir 
haben  also  mit  Fall  3)  zugleich  Fall  6)  gelöst.    Im  Allgemeinen  hat 
nun  in  diesem  Falle  der  negative  Zweig  dieselbe  Gestalt  wie  im  Fall  1) 
letp.  Fall  2),  mithin  ist  auch  im  Fall  6)  der  positive  Teil  der  Curve 
ftUnUch  gestaltet  wie  dieselben  in  Fall  4)  und  Fall  5).    Ueber  den 
Teriaof  der  Curve  und  der  Bewegung  des  Punktes  M  gilt  also  im 
FaO  '6)  im  Allgemeinen  dasselbe  wie  im  Fall  4)  und  5)  d.  h.  das,  was 
in  Betreff  der  negativen  Zweige  im  zweiten  lutervall  des  Fall  1)  be- 
merkt wurde.     Bei  negativen  Werten  von  k  d.  h.   bei  Abstossung 
resultiren  stets  ähnlich  gestaltete  und  sehr  einfache  Curven,  während 
bei  positiven  Werten  von  k  d.  h.  bei  Anziehung  eine  grössere  Mannig- 
üoltigkeit  in  der  Grcstaltung  der  Curven  auftritt. 


.'»_■ 


XX. 
Die  Brennpiuikte  der  IHffemitUleBrTe  der  Parabel. 

Von 
Adolf  Boehkvim. 


1)  Ein  Pnukt  F  wird  oin  Brennpankt  einer  Cnrre  genannt,  wpnn 
die  voD  ihm  nadi  den  nueudlich  fernen  Kreispnuktcn  gezogeufa  0*- 
radßn  die  Curve  bortthrcn.  Die  Difforentialcorve  der  Parabel,  dsB 
Gleicbnng 


ist,  gehört  der  dritten  Claese  an;  sie  kann  demnach  9  Breanpotikte 
besitzen,  welche  mit  den  Schnittpunkten  der  sechs  Tangenten,  <Üe  sich 
im  Gan/en  von  den  Kreisponkten  coDstmiren  lassen,  zuBamineiihUeiL 
Tod  diesen  9  Punkten  sind  indessen  nur  3  reell,  die  Qbrigen  6  sind 

imaginä'-. 

Ist  Jl/-|-iVV'"0  die  Gleichung,  welcher  die  von  dem  einen  un- 
endlich fernen  Kreispnukte  ausgezogenen  Taugenten  entsprechen,  ao 
ist  M — AV:=0  die  Olcicbuug  der  von  dem  anderen  ausgehenden 
Tangenten,  woraus  folgt,  dass  durch 


3f  =  0,    Ä  =  0 
die  Schnittpunkte  der  beiden  Geradensystcme  bestimmt  sind. 
2)  Zur  Bestimmung  der  Relationen  (2)  möge  die  Gleichnng 


(S) 


.  XH 


iu* 


i»u4-^(ü;+.ü,)-fj;2(ü,.+2.ü«-tr„) 


i 


dienen.  In  der 

F7„  üf  die  ersten, 

^ii>  ^it)  ^n  ^B  zweiten. 


'ialcarve  der  J^mbtL 


^ni 


<   '^im   ^in  ^^^  dritten 


rentiale  von  u  (der  Gleichnng  der  DiffcreuÜalcnrTü  dur  Parabel) 
:  resp-  y  aiud.  Mau  entwickelt  die  Discrimiuaute  deraelben, 
lan  diS'erentiirt  die  Gloichung  (3)  uauh  k  nnd  u,  bildet  in  den 

1  sieb  ei^obendeii  Gleiubangon 


-  V„)  =  0, 


<TW)  = 


1  Eliminatinn  von  -  die  Resultante   und  actzt  den  reellen  ' 
B  wie  den  Coefficienten  von  i  giciuii  Null, 
|Da  hier 

V^  =  y',     L^,  =  2^1, 

Üi,  —  0,     i;„  =-  2j,,     ü„  —  2^, 

üj„  =  0,     f/,„  —  0,     Ü.M  —  2,     öi„  =  0 

>  ergeben  sich  zur  Dostimmaag  der  Cuordioatcn  der  Brennpnid 
tiden  Gleicliaugeu 

3i«>*— j,a  =  o.  (^ 

la)  Nach  der  Gleichang  (5a)   liegen   die  drei  Brennpunkte  i 
jntialcnr^'G  der  Parabel  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung,  t 
\  getrennten  Teilen  besteht.    Zwei  derselben  breiten  sich  r 
F-Aie  symmetrisch  zur  Jf-Axe  aus,  haben  die  K-Axe  J 
BmschafUichen  Asymptote  nnd  besitzen  für 


utlonspnnkte.     Der  dritte  Teil  breitet  sieb  symmetrisch  mni 
Itiwn  Teile  der  J-Aso  aus  nnd  schneidet  denselben  in  der  Ent- 


Uochhtim:  U!e  BnMii«o-Ut  Air  liifftrt-itkaltvrt  g 


vom  CuortliuutouanraugKpunktix     Zwisdica    «  —  0 


'  *  2K    2 


bctiiiilot  sich  kein  Tuil  der  Cnrvc. 


\  Gleichung  (5b)  folgt 


1  den  drei  Brennpunkten  inuBs  dcmnacb  der  eine  auf  der  X-Ase, 
)  beiden  auderuu  auf  dun  Geratleu  liegen,  wcJube  durch  dun  ( 
latenaufaugsiiuukt  gehen  und  mit  iler  jr-As(>  Winltel  von  E 

"  einBclüiesBon. 

4)  Die  Brenupuükte  mOyeu  mit  F, ,  Fg ,  F^  besnicbnot  ' 
icb  den  QlcicbiingL<n  (Aa),  (5b}  siud  die  Coordinaten 

Die  Brennpnnktä   der  Difforentialcnrvf^   1 
af  dor  Peripherie  otnes  KreiaeB,   der  mit  dem  Bad] 


3|AV 

2K    2-    "■" 


schi 
■     berul 


ordtuateDanfangapRnktbGacbrioboaiJ 
war   bilden  sie  die  Ecken  eines   demselbon   ei^ 
riebencn  gleicbseitigen  Dreiecks. 

Da  sich  in  jedem  Breimpiukte  zwei  von  den  uneodt 
ispunlEten  auBgebcnde  Tangenteu  scbiicideu,  so  mosa  aidü^ 
im  noch  eine  dritte  Tangente  au  die  Dtficruntiuliiurvc  tietum  li 
durch  Uou  Punkt  l\  gohimdc  flkllt  mit  der  JT-Axe  xusammca  2 
berührt  diu  Diirormtlalinrve  iu  dem  ItUckkehrpunktP  in  lior  Unemt- 
lichkeit.  Die  ven  den  Punklru  /',  um!  f,  ansgolioudoii  Tangenten 
dagegen  haben  ihre  BerOhmngaponkte  in 


m- 


■s7äg.\ 


fi«cAA'i>).-  bin  BnntijyanJcU  Hrr  D{^trtnlialeuivt  dir  Parab»l- 
B  drei  Tangenten  schoDiden  sieb  in  dorn  PunkU) 


I  wir  kurz  mit  (,  bezcidmen  wollen. 

6)  Im  Punkte  (a-,,  ;,,)  aei  ftu  die  Differentialcunre  der  Parabol 
s  Tangente  (  gelegt  Fallt  man  von  den  Pnnktpu  F,,  F,,  Fj,  |j 
|die  Gerade  <t)  die  Lote  Pn  P»>  Ps'  Pti  b°  ^^ 


V: 


+^i' 


PiP»Pa 


_27..„  l/*^P* 
=  16*P*K     4 


(7) 


.  das  Prnduut  der   drei    BrennpunktsabBtäude   einer 
»gante  ist  der  Eiitfernnng  des  Pnnktas  |,  von  dcrsel- 
^ä  Tangente  proportional. 

7)  Von  den  Pnuktcn  /"„  F„  /-i,  f^  Buiru  narli  dem  Bertthnings. 
nlrte  der  Tangente  (0  die  Strahlen   p,,  e,,  Ps,  p,  gezogen.    Be- 
zeichnet man  die  Projectionen  dieser  Strahlen  auf  die  Tangente  mit 
9ii  Bf  'ly  9*.  80  lABBt  sich  mit  Hülfe  dea  vorigen  Satzes  leicht  zeigen^ 


:  Dit  Bnnnptmiti  ilir  DiffiTcnH/ücnnit  Ar  iWsW.. 


col9]  +  i:otip|-(-coti)i,  —  cot9P(^=  0, 

'  'Fii  Vtr  Vs-  Vi  ilii^   N m au tigs Winkel  der  Strahlen   P|,  pt.  fj>  ft 
Igen  die  Tangente  sind, 

b.    Zieht  mau  nach  oiuein  Punkte  der  DifffroitliKl* 

«rvo  drei   BreunslrRhluti,  so  ist  die  Suiuniv  der  Catftu- 

iti>n  derjenigen  Winkel,  welche  dieselben  mit  der  Tau- 

Ivnte  einavhiicBsen  gleich  dor  Cotangente  dca  WiDkcli, 

Icr  dorn  die  vnu  dem  Pnnbto  li  nach  demsclbvn  Punkte 

-  Diffcreutialcurve  gexogone  Linie  gegen  die  Tangente 

:enolgt  ist. 

(<)  Bolrachlot  man  die  Brennpnnkt«  Ft,  F^,  F,  als  Pole,  t 
i  Qlcichotigen  der  niniBchou  Polaren  dersolbon  bezflglicti  ( 
^tialuune  der  Parabel  in  homogeneQ  Hossc'scheu  Coordi 


r~t'. 


&.'+ 


y,' +  2^3  ./ir,  —  VZJt*?  V 


»j 


-2y3j,,a-,-y2t«p'.,* 


=  0 


iraus  t'olBt:   Die  cenlscUe  Polaris  des  Punktes  f\  hesC^ 
bagiutLren  Geraden;  dagei;oa  sind  die  coniHcheii  Polares 
\  nnd  Fi  zwei  congrnonte  Hyperbolu,  dorou  Mitt'ilpanktc  im  C« 
latcnan  längs  punkte  xusainmenfallen.     Beide  haben  die  X'Avi 
schaftlichon    Asymptote   und  lierllbren  die  ÜifTeronti^ 
hckkebrpuiiktd  in  der  Unendlichkeit.     Uj<<  Axmi  derselbon  t 
Et  tkir  X'Axc  supplementäre  Winke!  <'in. 

9)  Die  Gleichungen  dii'  geraden  Polaren  ilcr  ßrcnnptui 
g  bezüglich  der  Differential  cur  ve  dor  Parabel  Bind; 


fc,  +  6v'3,,-4'^T-.  =  " 


1/'?..=" 


9j,— eVsy,— e 


I  gerftde  Polare  des  Punktes  Fi  iet  demnach  die  anandlidi  terat 
Iv;  dagegen  liegen  die  geraden  Polaren  der  Punkte'  Ff  uiul  Fg 


rCü  Ormnpu-AU  der  Dt^ 

icT  Endlifilikcit  syminolriach  zur  JT-Aice  Dnd  schneiden  sieb  j 

elben  in  der  Entfenmug  gl/ ^  vom  Coordinatenanfaogspaukte. 

r.  10)'Betmc)itet  man  die  beideo  Geraden,  welche  den  Gieidiuugea.  ^ 
fb)  vad  (lOc)  entaprochen,  als  gerade  Polaren  bezüglich  der  Diff 
ttalcurv^,   so  ergeben  sieb   zur  BeBtimmoDg  der   ondlicbcn 
^Itwu  die  Relationen 


^~%Vr^=o.  ^i+^^Y-^v^o 


(lU 


Uli  folgt:  o)  Zieht  man  in  demBrennpunktkreise  dn: 
k«9  der  beiden  Bronnpankte  F,  oder  F^  einen  Dur. 
»89«r,  so  fallen  die  geraden  Polaren  der  Kndpnn! 
dieses  DurchinossorB  bczUglicU  der  Difrerentialcn 
saeanimen.  ß)  Die  eoiiischen  Polaren  aller  Punkte  < 
Geraden,  welcho  der  Gleichung  (10b)  [oder  (lOc)]  e 
spricht,  bezüglicU  der  Differontialcnrve,  bilden 
Bnschel  von  H,v[ierbelu,  welche  durch  die  Endpnui 
dos  BurchmeBaera  gehen,  der  sich  dnrch  F,  [oder 
jm  Brennpunktkreise  ziehen  lässt,  und  aich  im  I 
kphrpunkte  der  Differontialcnrve  berOhren, 


ck- 


11)  Erklärung.  Zieht  mau  von  dem  Punkte  m  Tangeiiteu  au 
I  eonische  Polare  des  Punktes  «  in  üezug  auf  die  Diffcn-utialcurve, 
1  »on  dem  Punkte  n  Taugeulon  an  die  couisehe  Polare  des  Punktes 

j  liegen  die  viiT  Berührungspunkte  in  einer  Geraden,  welche  die 
jjritehte  Polare  der  beiden  Paukte  m  und  n  Benannt  wird. 

Dio  Gleichungen  der  gemischten  Polaren  von  F^  und  /',,  /*,  und 
L  Ff  und  Fg  bezüglich  der  Differential curve  der  Paa'abcl  sind 


|Vä»+H 


|V5, 


(isnf 


H|/f.  =  o 


Uofihcim:   l/n  tirmn/miillt  dir  ViffcrtHtMltiane  Jtt  Pural^- 


od   F,,  UUd  TVn 

Hcmiscktu  Po- 


(L  h.    Die  ^umiBohtcu  Polaren  vou  F, 
und  /"g  laafeii  der  JT-Axo,  dageKeii  die 
F'iaro  WD  F,  aud  F^  der  y-Axu  parftUoL 

13)  Ge^obon  scj  liuc  Oc<rade  G,  nolcho  dtr  (tluichnng 

oi»-+'sj'  +  <»i»  =  0  (13) 

[i4UUpricht.  CoDstrairt  mnu  zu  ji^dum  Punkt«  dorsulliuii  bi.yU}(licti  drr 
I  Surcrciitialcurvt!  der  Parabel  die  gerade  Pulure,  so  ht  die  KuvdtiptH- 
l-llorselben  (Poloconik  der  G<!radeu  O)  eiue  Parabel,  dereu  GU-ichaug 


0     0     —ll^p: 

IS;  La^st  man  die  Gerade  O  dnrcb  zwei  BreDDpaukte  deti 
|«TOtitialciirve  der  Parabel  biadDrcbgelcu,   »o  aigebaa  sich 
fBeanltate: 

a)   Die  Poloconik   der  Gcradeii   F^F^   ist  eine  Parabel, 
[  ficheital  im  CooFdinatenanrangspanktc  Hegt,  dei-en  Aue  mit  deini 
T  tivou  Teile  der   Äbacissouoxc   easammeni&llt   and   deren 


sr    2 


Fii^ch 


ß)  Die  Poloconiken  der  beiden  flcradea  /*,  F,  und  ^t  ^  I 
denselben  Parameter 


I  gleichen  Abstünden  der  X^Äio  { 


and  ilu-o  Axou  laufen 

14)  Durch  den  Punkt  M  sei  ein  System  von  G«radeu  ' 
■ .  ■  gezogen  und  zn  jeder  derselben  die  zngebArige  Poloconik  cov- 
I  itmirt.    Ba  der  Pnnkt  ^f  anf  jeder  der  Geraden  liegt,  so  mosa  uidi 
i  jede  Poloconik  von  den  fterarlcu  Polaren  dns  Punktes  Jtf  bczQgU^J 
f  Differentialen i-vc  der  Parabel  berllbri  werden. 

Mit  Bcrücksiclitigung  von  i),  findet  nmn  hierans: 
Schneiden    sich    die    Geraden    O,,   ff,,   ffj...    tn'^ 
[  Breuupuuktu  />',,  bo   beiiitzGU  dii'  deusolbeu  lugvbArfl 
■  Poloconiken   die   nncndltch   ferne  Gerade   sur  gUBU 
I  «cb»rtlie!i<»u  Tanguntt'. 

Magdeburg,  im  Fohrnar  1875. 


aUoq  des  Dätenuinaate  aas  sarfuces  de  r^TOlatlonf 
et  en  particnUer  k  celles  da  second  degr£. 


Cuniltion  pour  qu'une  »arftice 

L  de  rJvolation.    Soieiil  ir,  y,  ;;  les  coordonn^cs  d'on  poinl  qiidl^l 
9  de  la  snrface  (1).    La  normolo  ou  ce  poiiit  a  pour  äqnatioiiCiJ 

KbxcB  des  coordono^cs  äUint  rGcUmgalairea ,  et  X,   V,  Z  disigntMt 
{•eoordouDeps  coaranb)s  de  cctto  dioil£. 

1  snrface  (1)  scra  £\idemment  do  rävolntion  antonr  de  la  droite 

Z—r 


piii  est  tonjonrs  rencoiitr^e  par  la  ttorinalo  (3),  qud  que 
t  le  iioint  M  oa  (r,j/,x)  de  la  sorface  (1).    Pour  qae  cela  ait  t.ou- 
)  licQ,  il   füllt  i>t  il  saftit  qnc  lea  iliquatione  (2)  ol  (3)  admettent 
!  un  m6me  systöma  de  valunrs  iiour  X,    Y,  Z. 

!  Ces  6<|aatioiiE  an  nombre  de  six,  cootieancut  an  premier  degr£ 

S  änq  infonnttes  X,   Y,  Z,  u  ^  i-;  si  donc  noas  ^Hminons  ccs  cinq 

Inconnaes  entre  lea  six  fiqnatioiis  (2)  et  (3),  uous  otiüendroas  uno 

rclatirm  cnCro  leg  pararntttree  de  la  snrface  dortn6ß  (1),  ceux  de  l'^qna- 

1  (3)  et  les  coordoim6eB  <t,  y,  t  da  pohit  M. 


m  O'' 


r    Appliratiea  Hu  lifUriii"u 


Cctte  relatißn  ae  calcule  ais^mcnt.    Eti  effct,  los  fetjDaltoDs  (ij  et 
J:— «A'— e  -  0,     Y—ufi—y  =  0, 


-jr+p  = 


'). 


a  tümineronB  d'abord  X,   T,  Z 
founiit  les  trois  öquationa 


F+5  =  0. 

njontfliil 


1.— 2+«  =  0, 
vorticalemeDt,  T 


6p— «//— {y— g)  =  0, 
«.- «/-.'-{B-rJ^O, 

mtre  lea  denx  iscomiDes  u  et  o. 

Pour  qQ«   cos  troia  6qnatiüD8  soioiit  compatiMes,  II  I 
fit  quo  leur  d^turminaiit  soit  nnl.    Nous  trouvons  ainsl  la  i 
fdemand^e 


1(1) 


h   V  y- 

'■-   f.'  '- 


=  0, 


danB  la  qaelle  noas  avoDs  change   los  sigaes  des  6!^mente  c 

dßrniäres  colonnes. 

CettG  relatiou  est   l'^quation  aax   difffroncei  parQ 
ides  surfacoa  do  r^votutiou.    EJIe  dolt  exiabT  quelle  qaal 
KpositioD  du  poitit  M  sur  la  aurface  (1),  ou  quL'llus   qne   aol 
l^valeurs  des  coordountea  ic,  y,  »  satiafaiaaiit  h  l'^quatiou  (1). 

Or  on  eait  qu'an   d^tonnUiaiit  s'auiiDle,  lorsqnG  doax  1 

leux  colonnea  dtvicuufut  ideutiquca  uu  qu'elles  'dg  diffSrent  i 

lau   factenr   conslant.     II  faudra  donc  qne  l'uue  des  deux  i 

■Yuriables,  la  sccoade  par  cxeinplc,  auit  cgalu  ä  la  Irulftiömo  | 

JfBiiie  par  un  facleur  couetatit  m.    On  obtient  ainai  loa  ggalUäcJ 


jqul  douneut 


-Ph   /»'^x'Cy-S),    /.'  =  n>(»-r), 


A' 


/' 


Cos  6galitäa  devaut  avoir  lien  quola  que  soicot  x.  y,  i,  od  | 
doit  immäiliatcmaut  les  relaliona  auxquellca  devroiit  i 
paromätres  ou  lau  cocfticicuts  du  l'öquation  (l)  ponr  qne  * 
repräsente  nne  surfac«  de  r^volation. 


IIa  du  •maiiä  dti/rt. 

t  rul&tion  do  coodition  (I)  6laul,  Ugvcloppäo  prend  ia  forme 
(Hl) 

CondltlonH  ponr  qae  l'^quation  g^p^ntle  du  «ecoud  degrj  \ 

^nte  une  surfuee  i.e  räTulutlun.     L'aie  de   rävoIuUoii  p 
jneut  par  le  ceutrü  de  la  surfaie,  Kniuel  est  dätärmin^ 
mo  des  trois  äquatiooB 

/■/  =  0,   //  =  0.   /,'  =  0. 

latioQB  de  I'axe  sont  par  saite  de  la  forme 

l  -AX+ff'T+B'Z-^-C  _  B"X-j~A'Y+BZ-\-C' 

u  a' 

B'X+BY-\-A"Z-\-C" 
=  -        ^,  -p 

,  a"  sont  trois  constaiites  iDd^termine^B  et  d  ose  inconnua  | 
t  cea  fquationa  (5}  Bubetitaoas  &  X,  Y,  Z  teora  valeors 

Ides  ^qnaljoiis  (2)  de  la  normale;  la  promiSre  dcvieot 

lobbnionB  ainsi  los  trois  ^quations 

—  2ao  H-A'+SuM/"/   +0/g'  +B'f.')   =0, 

-2«"H-A'  +  2« iß'A'  +  i*/,'  +^"/.')  -  0, 
Pl«B  denx  iucoiiaaes  ~2»  et  2h.    Eliminant  <xa  inconnooB  aailj 
1  la  rolation  de  conditioo 

//    AA'-i-B'W+ü'f: 


!88     Oo, 


:    AppUriäian  dti    l<i/trn 


Ce  detnnniiuiit  doit  itre  idtittiqnemont  nnl ,   qndll«  qoe  Mit  U 
»sition  da  point  (v,  y,  i)  sur  la  flurfocc  (4)-,  par  mite  il  fast  et  tl 
VKuMt  quo  [('S  deox  lolonncs  variabUs,  la  aocoude  ot  la  troisi^mo  M 
I  diff^reot  qoe  par  uu  facteur  Cüustaul. 

Soit  »  le  factear  Cünstant  qui  rcnd  lee  älCiiionU  d»  la  R«cotidi) 
LcoIouBe  6gaax  h  c«ui  de  la  'Lrulaiöme;  Qoaa  ubteuouB  lee  troli  6gallt^s 

Ne  conBidärous  que  le  ckb  od  les  coofficiontt  i 
iJ"  dos  reclanglcB  des  variablem  ioißnt  tous  Ailtf 
dß  üüro. 

Si  nous  äimiaous/i'  eulre  la  prcmiärc  et  la  si'condü  iks  C 
HB  (6}i  /«'  eutre  la  aecoude  cl  la  ituisiämts  il  »aus  vlent 

W{ß»~AB+B'ß")J),'=  {B-a~A'M'-\-Ji"lt)/t'  =  {B"t—A''Sr^ 

ftOr  dauB  ccB  troiB  produitB  les  facteura  fx',  fg,  ft    aont  1 
vear  leurs  valeurs  ctiaiigeut  aveu  la  pusitioii  du  point  (r,  y,  i 
■turfacc  (4);  par  suito,  poar  iinc-  ces  ^(jalit^s  aoieiit  poBsiblaa^ 
Ket  11  saßit  que  l'on  alt 

Od  en  dädnit  Ics  rdatlous  de  condition  connucs; 


3.  Fomic  Iniplklte  des  ^quatlous  de  Taze  de  ntrolvl 

3  obticndronN  au  moyeu  dos  ägalitüs  (£]  ea  f  sabfititaant  lee  f! 
bropros  du  «,  «',  o"  que  nous  allüos  (.-«Iculcr. 

Dana  le  dätermüiaat  (IV)  miiltlplious  los  tj-oiH  liipii'n  r 
Itent  par  if,   ^',  if",  ptüa  ruaipla^unii  ilatiB  lu  r(>9ultat  A}$A 
'  par  Icurs  valenrs  Ba^H-U',  ü't+B"ü.  ffU+BO 
I  relations  (V);  röqaaüon  (IV)  dpviuni 


a  pankultir  i  ctÜm  dtnemJ  dtgrl  gg 

I  retraucbant  «  fnU  la  secoudo  uolonue  de  la  troisidme  et  e 
tatb  irciitiiimc  coloDDer£sQltant«par  li'H'ft'-\-yiifü-\-BB'f^ 

A'    1 

«'     //    1 

Ä"«"    /■,'     1 

IFoar  qne  cGtK>  6galitä  puisse  avoir  liea,  iiuols  que  Boieut  c,  y,  j 
1  sBffit  tjue  los  colonneB  ft  gl^mouta  cougtants  nc  diSßre 
1  bctenr  conslant  tn;  on  a  üonc 

Ba  =  B'»'=S'tl'  =  1.» 


(BnbstitaODS  cea  valeurs  dass  Igb  igaliUs  (5)  et  prenons  a,  y 
r  Ics  coordünoces  courant^s,  nona  obtononE  imm^dtatemcnt 

=  B!'i,B'x'\-Bij-\-Ä'i-^C'') 
Bf^-^B'f;^B"f,' 
E>1m  äqnatioiiB  de  l'ax»  do  rSvüIation. 

VoDB  reuToyone,  potir  plus  de  detail  h.  rArticle  XXVI  de  i 
ifanrnal,  1B73,  t  LV,  page  302,  oü  nous  avons  denn*  la  TbtorW 
g^D6rale  des  aurfaces  de  r^volution  du  secod  degrä  d'u: 

i&to  indäpendant«  des  d^lJ?rmiuaQts. 


xxn. 

^eSBlOD  en  dt^terminnnt  de  la  surface  d'iin  Irlangle  de 
■ac«,  on  vnleiii-s  des  coordooD^ct«  de  Bes  troiti  sotumeis. 


Georges    Do» Cor. 


kl.    Supposona  d'abord   qae  le  sommet  A  du  trianglo  ABC  i 
\  i,  rorigiue  des  cuordonnces ,  et  soienl  «,,  y,,  i,;  x^,  ,V) 

PLTIIL  IS 


Beounlüuii^cs  (los  cli'ux  aiitrus  GummetM  ll  vt   c.    Si   itou>  diilgnons 
Epor  jS  h  üurfacc  du  trlauglo,   et  par  A  et  <-  loe  c6t6B  ^It'  H  Aü-^ 
loni  opposCs  sui  8otiiiui.-ti  A  et  C,  il  Dons  vioudrit  do  mite 

AiP  =  fcVsinM  —  b*c'~b*ti'coi*A, 

Reiireaciilous  par  c,,  ^,,  y,  vi  n,,  jl,,  )>,  ks  ludiaaUd 
IX  cÄt^B  ^i^  et  AC  eur  k-a  axcs  de  LOordooiii^oB,  RUppOita  i 
ulairoB,  tious  anroua 


=  b  COfl  n, 


1,  -=<-cosy,i 
«,  =  t  cos  )<,! 


mt,  comitic 


KUiA  =^  CUSI',COB«,+CO8/>,C08|J,  +  C0By,CO8)',, 

bona  obtenons,  en  moltipliant  par  £e,  puls  ^a  substiuiaot, 
Kon  Bail  d'aillf'urB  (jui^ 

Donc  uu  utitieut,  eu  iiicttant  ccs  valcurs  danE  ri^gaUt^B  (d 


4S*- 


n  n'eat  paa  Inutilc  de  reuiarqucr  (|ui?  ce  di'torminttiit  ogt  la  d 
lei  carräs  di^^s  trois  determiuants  i|iii  Bout  cumpris  daus  lo  ( 
biiiaut  multiple 

ll  fi  J^  »1  j'_ 

II  ic,  y,  i,  r 

t  qui  expritavnt  K<8  doubks  prqji'ctiouB  de  la  eurfacc   du  l 
p/J6'  Bor  ks  trois  |iUus  do  CDoriloiiiiäcs. 

2.    TransportuuB  actnollcnieut  Torigiiie  dos  coordonn^eii  ea  'Ä 

l^fnt  qncInontiDe  0  de  l'cHpnce  doiit  lus  coorduntifios  soiit  — «,  —f, 

;  «t  BoicDt  x\  ]/',  z'i  x",  y",  ]"  IßB  DUUVoUes  cocrdoutiöüii  ());■  dwt 

tommi-ts   /f  i't  C\  los  cuordoim^os  du  Koniiuot  A  par  rappxrt  üla 

bouvelk'  oi-igiuo  «out  :r,  y,  L 

CpI»  piisä,  nous  avous 


•f—y^    S  — »"  — 'I 


d'oä  iiou»  tirous 


-(«■+»'+^)+(."+»''+.'')-2(r»'+.TO'+. 
|+»i»+>.'.  -  (»'-»)('"-»)+(»'-s) (»■■-»)  +  (■'-■)('"- 

-  («»"+»/'+»")-("'+»»■+»'), 

=  (»■-|-J«+^)  +  <«"'+y">+.-)  -2(ra"+jy+. 
Ei  nous  posoaB 


>  eV-f-yV '4-*'»"=  /),     /'r+l'"W-«"'  =  Si 


'."+»."+","  =  (+».-2', 
»>'+»'+■.' -'+"-23. 

l  snbltitDtioii  do  cqb  valenrs  daus  la  formale  (I)  Qoas  donna  1 


'+"--'••     i+e-t-' 

1               r                       g 

0      H-m-2r       Ht-J-' 

0   i+r-,-^     H»-2j 

ajoutaut  la  Premiere  lignc  aui  deox  saivantes, 

1             r                  H          ] 

1    ü          0                 0 

-11     (  +  ,»-r     1+p-r- 
11     l+P-1      '  +  "-11 

i     1           r                  a 

r     1     !+»_,•    i+r-r 

9     1     '+p— 9    '+"— 9 

I  CG  dernier  dätcrmiiiatit  mnltiplions  la  seconde  colonne  par  - 
■ifl  ajoutoDB  la  somme  des  deus  premieroH  colonnes  d,  chacone  d 
deax  Baivantes;  U  noos  vient 


iBi  Dons  romplaconB 


filämonts  l,  m,  n  et  p,  q,  r  par  I«l 
obtieodrons  enfin  ponr  45*  la  valcur  cliercU 


.  Sn"- 


■  MtmiKoiit  4r  la  nir/oo  (Cuh  frnuijrlt  i 


a*"+yS'"+«" 
II  est  facilo  de  rärifier  qae  i 
bem  d^termioaDts  moltiples 


e*«"-fyV'-H'»"      «"»-h«"* 
d6teriDinaiit  est  le  prc 


I  0  (J  0 
0  1  «  II 
Ol*'»' 
Ol«"»" 


,^    ^=- 


1     0 

1    u 

1     0 


3.     HnrlWo«    des  U    kaite  d'un    (fitraJilr«  eo    Tftleur    4h  1 
aritrs  Utöralcs  a,  b,  c  et  de  Icnn  tnclluitlsous  nmlndln  i,J 

ICouBid^rona   io  t^traedre  SABC  qui  a  lo  triaugic  AJtC  poii 


I'u^te      jS^  —  d, 
ßt  r&ugle  BSC=k, 
NoDS  avons  ^Tidemment 


CSA  - 


-ä5W  =  * 


pms 


aü»  OU  (: 
jl'oü  OD  ttre 

x'iB''-|-yV-|-<'»":=  Aecos). 
II  vieni  douc,  en  substitaant  dana  (II), 

Ol  1  i        ; 

I)  4S»  =  —      1  "'  «ACOSi-    C«C08^    I 

1     ah  cos  V        £'        ^  COB  it  f 
1      mtCOSfl     icCosA  e*        ' 

i  nouB  divisons  rcspcctivement  par  a,   S,  c  d'ahord  Im  \ 
niirt'a  ligues  i>uis  les  trois  derni^rea  colonuca  et  quv  uodb  i 
UoDa  ousuito  par  abf  la  prcmi^re  tigno  ot  la  preini^re  coloiu 
Rltante,  nous  tranafonnerons  cutt«  colonne  dana  la  aaivante 
Ml         he         ea         ab 


[  litt  CH/rdonniet  t^M^^ 

Snrfnfr    du  trlinirlc   d^temilnf   pur  Irs  InterHertions 
TM  Ics  truU  plan»  de  ciiiirduiiD^eB.     Le  plau  v1j--}-i%-|-L 
D>=0  COUpe  ies  trois  axes  de  coorilonufepa  ä  dps  iliBtanc«s  a,  d,  c 
l'urigiD^  qai  sont 

n  D  D 

K  distancce  sont  log  aret«s  iBt^rales  d'nu  tvtra^dro  qui  a  son  soi 
KA  l'urigiDu  et  dont  Uta  ouglcs  au  süiuinet  dviB  Itw  fa<MS  lilU^al 
»respcctivomei.l   17JZ  =  i.  i:OA'=  f<,  JOr=  v.    Par  suito,  si 
\l&  fonnulo  (IV)  nous  ^tlnpla^^ünB  a,  b,  o  par  loars  valours  (3), 
lobtiDudrons  aprSs  avoir  diyisfi  la  prcnii^ro  ligue  et  la  prcuiidi 


D* 


)  par  - 


bn  poat  comparc-r  colte  m^tbode  Jl  velle  qne  hodh  nvoiii  h 
I  152  et  153  du  LTD«  tomo  de  raa  Arcbives. 


UcAtion  des  D^ternifnniits  niix   SiirfitccH  cylindriqDei 
I  et  en  particnlier  aux  cyliiidreti  dn  sccoud  degr£. 


George»  ßosln 


CoudllloH  ponr  qii'une  sorfiicc  /(r, ;/,  =)  =  0  »ult  vyllndrlqiU 
)  snrface  sera  un  uylindre  parallele  it  ia  droito 

X         ¥       Z 


(2)  (X-a;l//+(J'-»)//+(-Z-»)/.'=  0, 

men6  «n  nn  poiat  qneteonqne  («,|r,*)  de  la  uirbee,  a 

meiiäe  par  le  in8me  point  (w,  jr,  äi  panUAlemeiit  i  U  Ugnc  (1). 
obtient  de  la  lorte,  entre  les  qium  tnconiiHS  2 — c,  r — y.  z 
et  — w,  les  qutre  ^utloiu  homogtaes  dB  pnmier  degrä 

(i-«)+e.(r-,)+..(Z-.)-a.-Ol 
..«-.)+    (r-|r)+..(Z-.)-»»-Oi 

..(Z-«)+..(r_t)+   (Z-.)— .»  =  0, 

A'«-.) +/.'( 1'-») +/■/»—)-«■•= 0. 

qni,  ponr  6tre  compctiblea,  eiigfliit  qne  lear  dMerminiat 

Od  troare  ainsi  U  relation  de  condltioB 


<I) 


0 


J 


-0, 


A'    /»'   /.'    0 

qni  doit  ozister  qnel  qae  soit  le  point  (x,;/,*)  do  la  sorfoce  /(x,  jr,*)-*1L 

Cette  relation,  qni  revient  h 

(11)  O//+6//+C//-0 

se  Domme  l'^quation  anx  diffärencea  partielles  de  tont»  1« 
■arfacea  cylindriqnea  parallälcs  &  la  droite  (1).  EUe  s'obtioat  inun^ 
diatemcDt  on  rcmplagant  danB  V2)  X—«,  Y—y  et  Z— >  par  Ican 
Talenn  tir6ea  des  äqnations  (3). 

2.  CondEtfons  ponr  qne  r^nstlon  f£n«rale  des  sktÜmm  dl 
seeond  dc^  repr^sente  nn  cjllndre.  Dans  la  relaüon  (II)  rev- 
plaQons  /a',  //  et  /■'  par  les  ezprMsions  qu'en  fonrnit  räqoaüon 

+  2CSr+2C'y+2C"»+ß  =  0; 
nooB  obtenoDB  l'^galitä 

+c(B'x+By-^A":,-{.C")  -  0. 
ou,  e&  ordonnant  par  Import  &  «,  y  et  ■, 


^-i-B"/j-i-ß-c)'i-y(I^'a-^A'l>'i-lh)+^B'a+Bb+A"e) 
-}-Cii-|-C'6+C"c 

ci,  ili'vaul  i'xisUtr  pour  toutcs  les  valeurs  de  j-,  # 
Ibut  ä  l'6qiutioii  (4),  exigo  ijno  Ton  ait  h  la  fois 

S"a+A'/i  +ÜC  =  II, 
B'a-^ifh  +A"r  =  0. 
Ca  -^C'b-{.C"e  =  U, 

FCca  iiuatro   (^<|uattou8  soot  boiiiug^uug  i;t  du  iirumicr  rioj 
port  atu  troifl  iuconmjos  a,  A,  r;  pour  qu'oUcs  suimil  com|istibtes, 
Uli  tat  il  anftit  i|uYMaiit  roiisider6cs  truis  par  truis,  olk'S  ruuruiBscut 

I  dt!tiorminaQl«  nuls.    Oii  ohlicnt  aiusi  Ica  qoatro  rt'latioiis 

B'    B    A" 


\  A     If-  B- 

U"  A'    B 

ff"  A-    B     =IJ, 

Ü'    B    M' 

B'  B     A" 

1  C    C'  C" 

C    C  V" 

A     EC  B' 

B"  A'    B 

I  deux  (ladcouqoL'B  sont  nnt;  uonstiqueucc  des  dcux  natrus, 
£irdiveloppant  ccs  d^terminants,  on  a  les  dquations 
AA'Ä'-^'iBB'B"—AB*—A'B"*  —  A"El'*  =  0, 

)-    C  (ß'  —A'Ä')^C' {.A:'B"—B  ti')-\-C"{A' B'  ~  B"B)  ^% 
C'{B'*—Ä'A)  +C"(^fl    — W'//')-fC'  (A"B"  —  /iB'  }  ^  n, 
-,  C"(B">— Ad')  +C  {A'B'—B"B  )  +  C'(AB     —  B' If)  =0. 

OlrerMnn  äu  cylindre.   Gelte  direction  g'obticiit  on  äüniinant 
j  outre   {.1)  Pl  (6),  puis  n  eatre  (6)  ot  (7)!  gn  troavy  aiusi 
iftlit^B 

n(/tÄ— /l'Ä"} 
^r  Buite 

x(AB  —  B'n") 

Kl««  6quat.ioiis  de  ta  d rotte  menee  par  l'ürigine  paralH 
beut  au  cyliodre. 


•^  ^A'B'—  H'H)  ^  ,i,A"li'—  BB') 


r  g(A'B'—0'Bj  =  i(_A"B"-BB') 


I  I/aermmaHti  aar  Su'jacf*  rglittitnquti. 


Si  nouB  diviiions  les  trois  t*rmcs  de  («)  par  los  irols  pro- 

^Is  ruaiiectifs  (9),  uonE  vottods  quo  l'i^galit^ 


tf'+j'fi 


AB—  S'B"  "■"  A'B"  —  B"B  "'"  A"Ef'- 
t  rcmplaccr  Time  dos  trois  relalions  (T). 

5.    Cjlliidres  dn  ««cimd  deer^  k  ntc  wntml.    La  enrfiice  (4j 
bir^sentiTa  qü  cyliiidre  dim^  d'uu  axo  («utral,  si  Ics  Irols  iqiui*'""""' 

Ad  -\-B"s+ß'i-i-C  =U, 
Jfx+A'y-^-m  -l-C'  —  0, 
B'x-\-By  +^"3  + (7"  =  0 

terfaGntcnt  trois  plaus  (|nl  ae  conpent  anivant  uii«  sealo  et  ^ 
Coito.    Celle  droilc  sora  Taxe  du  cyliadre. 

Afin  de  douner  une  forno  symStriqiie  aui  equalions  de  c 
ihiplionB  lea  ^qaations  prficidentcs  rcspMtivemwit  pur  B, 
I  retrancbons    chaqae  resnitat    du   pr^c^out;    qüub   obtenoi 

(AB  —B'ff')x—[A'L 
{A'B'—B"B]g~lÄ"B"  - 

ft>h  nous  tirona  

(Vni) 
(AB—BB")x-^-BC  —  iA'B'—B"B)s+B'C'=  {A"B"—BB'}» 
ir  Ics  öqnations  du  Taxe  ilu  cylindre, 

n  s'oDsuit  qne  lo  plau   meaä  par  rorigitto  porpendl 
[  g^nöratrieoB  dn  cylindre  eat  repr^seate  par  l'eqDaüon 


-^B)y+BC  - 
ß')z^B'C-' 


B'C     =  0,1 
■B'C"  ~Q,\ 


AB- 


A'B'—  0'B  ~  Ä'ä'- 


Eqnallon  du  cjlindre  parallele  ä  une  dntlte  donnf«  ( 

bt  clrconMrlt  &  la  surface  du  aecoud  dcgrrf  (4).    I)e!ii(i;iioHS  j 

e  1(^8  coordonn^os  d'uu  point  qudcouqae  hl  d'uiic  gäoäratr 

cylindre  pI  par  x',  y',  t'   celloa  du  poiut  de  coutftut  C  d 

bäratric«  avcc  la  aurfac«  (4).    CeU<>  g^n^ralrice,  dovant  6tre  | 

9  &  la  droit«  (I),  est  rcpiiaenUe  par  U«  «JqnationB 


fc  ift  VHltmr  riuilf^teniiiD^o  A  d^peud  de  la  positiou  du  injint  Jlf  si 
ia  gin^ratrice  CM 


I 


poüit  de  cotitact  C  appartunant  ä  la  surTauc  (4),  aa 
n»,V,t\  +  XU/;-\-hf;-\^af.')-\-i^Fia.l,c)  =  0, 


f  (o,i,<:)  =  Aa»+A'/.''+A"c*-i-2BU  +  2B'i.a-{-2B"ab. 

I  la  gäueratriue  (10)  ne  rfiiioiitniiit  la  sarface  (4)  qu'en  tm  pofil 
la  iiaantitä  i  De  saurait  avoir  i|u'uiii:^  siulu  valcnr;  par  suitc  loa  d 
nciovs  do  l'eqaatioD  präc6dont«  soiit  6^es.     On  troave  ainsi,  ( 
k«  uoonJonnf-es  d'uii  püint  quelconqae  M(x,g,a)  du  cylindre  la  relatlj 

t  l'iquatiou  demaud^e  do  cytindre. 

Cvnrbe  de  contact  de  ce   cjlüidre.    L'eqaatiuu  prec6den 

ktisfaite  par  lea  coordonuäes  dee  points  situeB  ii  la  fois  sur  | 

i  (4)  et  Jans  Ic  plan 

bos^qnont  Je  cyliudre  (IX)  toache  la  surface  (lU)  lo  long  do  | 
)  litnfe  daoB  le  plan  (11)  oa  dane  lo  plan 

4-Ca+C''6+C"c  = 

Exemple.    Circouscrire  k  rellipaoüdo 

A3!*-^A's/*+A"z*=  1 

IJrliDdre  parallele  h  la  droite  {■).    Puisque 

ft'  =  ^Ax,    /,'  =  2A']/,  f.'  -=  2A\ 

F(n,6,c)  —  Aa*+A'b'-\-A"e». 

i  du  cylindre  sera 

\-A'bB-i-A"a)'  =  (Ac'+vlV+^".»-l)(^n«  +  ^'d«+^V 

i  m,  !/,  a  dSsignent  les  coordonußea  do  roxtr6rait6  du  dcmi-dia- 
I  parallele  au  cylindr«<;  a.  ß.  y  tcs  inclinaisons  de  ce  di^mi-dia^ 

r  los  troia  axcs,  nous  aoroua  lea  valours 


.{-^ 


298       Ooilor:  Aii/ilieatio«  dtt  OßenamaHle  avx   Surfitw*  •■glinilrf^ma 

qni,  ätant  snbitita^eB  dans  r^quatiou  do  l'ellipMAde  . 

donnent 

L'eqaatiüii  da  cylindre  circonscrit  i,  ce  dcrnier  clliiisuldo  I 


9.  E(|B>tl»tt  da  eyllndre  circouficrlt  JL  U  sarAico  da  Mtmi 
d«fr<  (4)  «(  qnl  toaebo  cette  snrAtce  satrant  son  InterBectlon  am 
te  pl»B 

(12)  par+«y+r>+.-0. 

Ce  i7liDdre  aora  parallele  ä  la  droit«  (1),  si  lo  pLsn  (11)  vA 
idcutiqne  avcc  lo  jilau  donne  (12)  oii  (X),  c'esi-i-dire  si  l'on  a  i» 
egalit^a 

Äa-jr  iTb + ffe       B"a-\-A'b+Be       B'a+Bb+'JL'« 
P  9  •• 

^  Ca+C'b-^C"e       . 

Maltiplioiis  les  dem  tennes  des  trois  premiöres  de  cos  frietfost 
ri>sp<3ctiveinout  par  a,  b,  c  et  ^bous  Ib  somme  des  nninermtenn  et 
iH'lht  des  dänomiDatcnrB;  nons  obtcnous  l'egaUtä 

Aci'+A'b*+A''e*+2Bbc+'2B'ea+2B"ab  =  (pa  +  <ib+re)l, 

qui  joiiite  anx  trois  premi^res  des  ögalitfs  (13),  fuumit  to  STStenie 
des  quatre  äqnations 

—Fia,b,e)  +  kpa+  k^+  irc  —  0, 

—  Ap  +  Jn  +B"b  +  B'e  =0, 

—  }.q+B"a  +  A'b  +  Bc    =  U, 

—  lr-\-B'a  +  Bb-\-A''e  =  Ü, 

entro  les  trois  iucooDues  a,  b,  c  an   premicr  dcgrä.    EUmlDant  Mi 
inconnDes,  ou  troave  la  relatiou 


F(a,4,«) 

>r 

h 

kr 

V 

A 

S" 

B' 

h 

Ä" 

A' 

B 

Ir 

Ä' 

B 

A' 

tt  en  ftartiniUer  aux  cylimlre  du  second  dt^jr€. 
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qoi  donne 


<U) 


F(a,h,c)  =  -A* 


0  /?      q      r 
p  A     B''   B' 
q  If'  A'    B 
r  B*   B    A" 


;  A      &'    B' 
'  Bf'     A'     B 
,  B'     B       A" 


Mnltiplions  les  deux  tcrmes  dos  quatrc  fractions  (13)  respectivo- 
mcnt  qar  2ar,  2^,  2z  et  2,  et  faisons  oncore  ]a  somme  des  nuincrateurs 
et  oelle  des  d^nominatcurs;  uous  obterous  aussi  requation 

HAa+  &'h + B'c)x + 2(^'a  +  Äh + Bc)y  +  2(^'a + JÖA + Ä'c)z 

+  2(6Vi+C'Ä+6'"c)  =  2A(;pa:+5y4-r«4-*), 
qoi  peilt  s'^crire 

%a{,Ait^ff'y^B'z'\-a)-\r2h{B'*Q^Äij-\-B:^C)'{^^^ 

«=  2A(/)a:+gy  +  r»+») 


OH  encore 


(15) 


«/t'+*/y'+^/=  2A(|,a'+5y+nr+«). 


U  nons  sttffira  maintenant  de  sabstitucr  les  valeurs  (14)  et  (15) 
dang  requation  (IK),  pour  avoir  requation 


0  p     q     r 
'pA     £"£'•  \AB"Ji' 


=  0 


du  cylindre  circoiiscrit  k  la  surfaco  du  second  degr6  (4), 
qui  toache  cette  surface  suivant  son  iuterscctiou  avoc 
lo  plan  (12). 

10.    Exemple.    Circonscrire  aa  parabololde 

(16)  /(«-»y,»)  -  ^'y*+  ^1"«*- 2»  =  0 
an  cylindre  qni  toache  la  sarface  suivant  le  plan 

(17)  te+my4-u3+r  =  ü. 

Poar  les  parabololdcs  le  d^terminaiit 

A  1^'  B' 
\  Bf*  A'  B 
\  B'      B     A" 

86  r^dait  k  z6ro;  par  cons^queut  la  formale  pr6c6dento  leur  est 
im^plicable. 


300  i>oltor:  ^pUn 


ä  l'äqaatiou  (IX) ,   ofi  1 


a,  £,  c  pw  les  Talours  qne  l'oa  trouvo  eo  ideatitiant 

'rfm+h/^--{-t/,-^0     et     ie  +  mii-t-M  +  r  —  0. 

On  TOit  d'abord  quc  1^0,  ce  qni  röduit  le  plan  da  la  ligne  de 
contact  i. 

m,+«.+r  _  0. 

Donc,  lor>  qu'uii  cyliudre  ust  uircouscrit  A  an  p»ra' 
bololde,  la  courbc  de  contact  est  aitn6c  dans  uu  iilan 
parallele  &  l'axo  du  iiaraboloide. 

On  troiiTO  eoBuitp  que 

«/.'+Vt'-f  "/.'=  2(^'Aj,+yl"ei!-a)  =  2A(™y+.«+r), 

ce  qni  doxite 

et,  par  anite, 

SnbBtitnant  cos  valenn  dauB  l'^quation  (IX),  on  obtiont 

ponr  r6qaatiou  dn  cyliudre  circonBcrit  an  parabololde  (16)  M 
c«tto  suriace  sniTant  ano  conrbe  sitn^e  dans  la  plan  (17). 

Si  le  plan  de  la  conrbe  de  contact  est  en  m€me  tempi  pnvBilt 
k  Taxe  dn  y  ot  sita^  k  nne  dietauce  d  du  plan  des  xj/,  le  eyUadra 

circonBcrit  ao  parabololde   ä — h  ä~  ~  '  &ura  ponr  6qaation 

y»  — 8p4«+^d«— 2pd»  ~  0. 

Ponr  d  =■  0,  le  cylindre  tonche  le  parabololde  Boivant  la  puibols 

S*  =  Spgi,    1  =  0. 


1  ßrauülmar,  ^Uiw  UrtPiit  _ßr  iJ»  ttralilSt  der   HV*>/n 


r  Beweis  für  dto  RealltÄt  der  Wurzeln  einer  wiclitig« 
tlleicliuug. 


Herrn  A'.  L    If.  .4.  Gr 

1(1  Orbiiingeu. 


1  seiner  Schrift:   „LesBous  introdnctory  to  thc  modern  higher 
i>l)t  Satiuoü   eiuea  Beweis   für  die  Realität  der  Wnrzola 
sichuug.  auf  wolchc  die  BcBtiinmuug  der  liu^aren  Substitutionen 
,  wolchi-  eiue  gegebene  boraogone  Function  ziveiteu  Grades  i 
n  T&riabelu  in  eine  Bamme  von  n  Quadrate  transformiren  und  i 

Ih  die  Function 
tdel 
neao: 
I  null 
•rde 
Bcbai 


ideln. 


S'i"  +  S»*+i'g*+-    +»"* 


heaer  Beweis  setzt  jodoch  voraus,  dass  die  Worte  der  ConstAntfl 
\  nnheetinimt  blieben.    Hinten  diese  gewisse  numerische  Wert 
rde  der  Beweis  «icbt  in  derselben  Weise  za  führen  sein.    Dem 
r  Bcbaui'tung   des   Autors,  dass   die   Reihe   von   HUfsfuuctionon, 
deren  er   sich   bedient,   die  Stnrm'scho  vertroteu  könne,   wllrdo  iu 
^^ttta  soleheu  Falle  uicht  gerechtfertigt  erscheinen. 

^^K  der 
^^■krfoli 


1  der  &ttirm'si:ben  Reibe  köuueu  bekaiiutlich  uicht  zwei  aal 
^^   irfolgende  Ternie  für  deuBclben  Wert  der  Variabein  verschwi 
Wf —  in  deijcnigcu,  <leren  Salraon  sich  bedient,  hingegen 
wte  aus  einem  Beispiel  ersichtlich  wird. 


Wenn  weiter  in  der  Starm'schen  Reihe  für  einen  Wert  a  i 
1  Ten»  gleich  Null  wird,  so  haben  die  beiden  benj 


barteu  FnncÜouen  eben  sowohl  eutgcgengesetzte  Zeicbeu,  wenn  man 
der  Varütbeln  dou  Wert  a — r,  ale  wenn  mau  derselben  den  Wert 
a+r  erteilt 

Anch  nicbt  diese  EigcnBcIiaft  fand  ich  bei  den  HilfsfnnctioncD, 
welche  Salmon  benutzt,  bestätigt,  wenn  den  CoDStanten  bi?stinunte 
Werte  belgele^  worden  sind. 

Indem  ich  raicli  immer  derselben  tliirsfuQctionea  bediente,  welche 
Salmon  bei  seiner  Bewciaftthmug  benutzt,  gelaug  es  mir  den  Beweis 
anch  auf  den  Fall  auszndebneu,  in  welchem  die  Constanten  amue- 
risdie  Werte  erhalten. 

£b  durfte  nicht  ohne  Wichtigkeit  sein,  diesen  Denen  Beweis  mit 
den  nötigen  Entwickolungen  hier  vorzuführen. 

Der  Beweis  des  Satzes  BtQtzt  sich  auf  einige  Eigenschaften  im 
symmetrischen  ücterminauten,  welche  ich  hier  vollsl&ndigkeitshalbcr 
Toransschicke. 

Ihre  Beweise  entnehme   ich  dem  Werke  Baltzer's  aber  DeUr- 


1.    Die  Entwickolnng  der  Determinante  Mten  Grades 


nach  den  Elementen,  welche  mit  om  in  derselben  Zeile  and  CohwM 
stehen,  giebt: 

wenn  mit  R  die 


nnd  mit  »a  der  Coefficient  von  aa  ia  R  bezeichnet  wird. 

Das  Snmmenzeichen  erstreckt  sich  ober  alle  Werte  von  i  i 
von  1  bis  n— 1.    (Baltzer  $  3,  16). 

2.    Ist  A  —  0,  so  nimmt  die  Formel  folgende  Gestalt  an: 
8  =  — i«*.aBtna. 


tkr  HWwfo  tAMp  mIMftn  tUtidutug. 

lem  Fall»  vcTBRliwinüun  olle  MiiioriMi  dus  R  oil 
n  Stell,  3tou  .  .  .  Grude,  wi'il  sie  dcu  Fat.tor  S  ( 
(IWlziT  3  C,  5), 

Aufl  dcT  Glc-iclmni! 

1  "ff*    "gt  I 
,    -folgcii  iluiiii  die  Propurtioncn : 

^^^1  «/, :  tt/, !  tt/j :     .  .  =-  "n  !  «ifM : «« :  ■  ■  ■ 

^^^H  ai^Of.t  ai^a^i:  ai^oji-.  .  .  .  —  o,,  n'„:  nr,,ii„  :  »;„«„ 

I^^Bl  fu  nickt  gleich  Null  ist. 

S.     lat  Ä  eiue   syinmetriBche  Determinajite ,   so  Jnss  man  1 
aA  =  '*Ut  mitbin  auch  aa  =  ou,  so  folgt  aas  2.: 

Da  =  n*i  =  VciVou, 

)  wolcbom  Ausdrucke  das  Zeichen  ciuer  Wnrzel  von  dem  Zeicb 
ideru  abhängt.    Bei  joilcm  >',  fUr  welches  o..  nicht  verscbwind^ 


■■<Hi-> 


Sind   alle   Elemente   der   Detarminante  reell,    so   sind,  i 
«r<,*,  at^'y  ...  nie  negativ;  folglicb  haben  die  IlauptminDren 
1  «wt  -  •  -  >  insoweit  sie  uicht  verschwinden,  einiTlei  Zeichen. 

RTcTSchwiiidon  alle  Hauptioiuoren,  so  folgt  ans  der  Formel 
na  —  «t.  =  y  «f.'  Vc». 
I  bei  jedem  Werte  von  »  und  t  der  Nnll  gloicb  ist. 
Wir  können  somit  folgenden  Satz  nussprec.ben : 
Wenn  in  der  aymmctriachen  Determiuaute  ntou  Grades 


^einher  ftllfi  Elemente  reell  sind,  der  Coeflicient  Jf  von  o„» 
gcbwiwdel  und  niclit  alle  llauiil minoren  (ii  -  2)  ten  GracleB  voi 
Null  sind,  HO  ist  S  ein  vullst&mJiges  Qua^lrat,  nämlich 


SOi  Gravtlaar:   Neutr  Btierh  ßtr  dit  BtohlSl 

Die  Glieder  dieser  Summe  werden  gebildet,  indem  man  l  tut 
Werte  von  1  bis  n  —  1  erteilt. 

Terschwindet  nun  S  nicht,  so  hat  diese  Delorminante  das  ent* 
gegengeaetzlö  Zeichen  von  au,  welches  für  alle  Werte  von  i  du- 
selbe  ist. 

Sind  jedoch  ausser  R  alle  ihre  Hauptminoren  (n— 2)tea  ( 
gleich  Null,  80  verschwindet  S  identisch. 


6,    Nach  dioBon  Vorbemerkungen  beweisen  v 
£3  sei: 


-  folgende  S 


«»1  <••>» a,m—x 

eine  Gleichung  (it«n  Grades,  in  welcher  die  gegebenes  Grössen  redl 
Bind  und  oä  =  au  ist 

Bilden  wir  nun  die  Reihe  der  aofeioandorfolgenden  Abgeleiteten, 

so  finden  wir  durch  Differentiation  leicht: 

I  Ol,— «  ...  n,«        j  -^_ 


<Ap  iramh  «Aw  ^diHftH  eUtOmih  SOS 

Rlchon  Fonncln  das  SnmmeDZL'ichcn  sich  auf  alle  Hanptminoreo 
ielben  Grades  bezieht. 

Wenn  nan  die  Glpichnng  /{x)  =>  0  m  der  reellen  GrCsso  e 
Wurzeln  besitzt,  so  vprscliwindeu  für  ar  -=  o   alle   Abgeleiteten  ' 
y'"-"(r)i  /*(«)  verechwiudct  jedoch  niclit. 

'  In  diesem  Falle  sind  für  i  =  o  alle  llaupti 

I bereu  Grades  einzelu  gleich  Null. 
1 
■ 
1 
I 


lenn,  wei]/(»)  =  0  ist,  so  hfitteii  die  Hauptminoren  (n— l)ten 
s  nicht  alle  versch wanden,  nach  (4)  dassislbo  Zeicheiii 
lönnte  roIgUeh  /'(a)  nicht  gleich  Null  sein. 

'Bren   nicht   alle    nauptminoren    (n — 2)ten   Grades   der  Nnll 
60  wQrdon  diejenigen,  welche  Haaptmiuoron  ßiu  and  desselben 
itroinore  (n — l]tcii  Grades  sind,    einerlei  Zeichen  haben 
•j  konnte  mithin  nicht  verschwinden.    U.  a.  ■ 


fUr  eincof^^H 


Corans  folgt  weiter,  dass  far  x=ra  alle  Minoren  (n 
tmd  höheren  Gradoe  einzeln  verschwinden.  (4). 

Sind  umgekehrt  alle  Minoren  (»— m+l)toa  Grades  fUr  eincof- 
Wort  a  von  n  gleich  NaII,  so  verschwinden  fUr  dicücn  Wert  alle 
Minoren  höheren  Grades. 

Damit  ist  folgender  Satz  bcwicson: 

Damit  die  Gleichnng  f(x)  =  0  m  der  reellen  Grösse  a  gleiche 
Wnrzeln  habe,  ist  es  notwendig  nnd  hinreichend,  dass  alle  Minoren 
-m+l)ten  Grades  für  u:  —  n  verschwinden. 

1^7.    Ana  diesem  Satze   geht  hervor,   dass,  wenn  die  Gleichnng 
-0  eine   m-fache   reelle   Warzcl   a  besitzt,    die  Gleichungen,   , 

II  crhtllt,  wenu  einer  der  Hauptminoren  (n — l)ten  Grades 

li  Nnll  gesetjit  wird,   wenigatcus  (m  —  1)  solche  Wurzeln  haben, 

B  nicht  alle  diese  Gleichangeu  eiue  grössere  Anzahl  derselben 

1  kfinsen.    Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  würden  alle  Minoren 

,  (n— in)ten  Grade  für  *  =  a  verschwiadcn,  und  die  Gleichnng 

i)  =  0  besäese  nach  (6)  mehr  als  m  solche  Wurzeln. 

Enthalt  fir)    den    Factor    (x — a)"".  so    sind  nicht    nur    die 
Bsptminorcn  durch  (x— n)""^'  dividirbar,  sondern  alle  Minoren 

l  (n l)ten  Grade.    Man  hat  nUmlicb,  wenn  in  der  Determinanta 

iitt  Coefficient  von  ra  mit  oa  bezeichnet  wird: 


il(aii—ir)d(aiii,—xj 


m 


«der,  weil  *>«  =  att 


1,1  au  —  Oft'  — 


d{an — te)<l(iuk — *)  " 


Nun  enthalt  /(*)   den  Factor  (sc- 


«)". 


an*) 


d(aii—x)d(nk'- 
Haaptminorfm— 3)teD  Grades  den  Factor  {* — a)"-^,  iDdem(c- 
Divisor  von  ou  oiid  nu  ist  (7). 

Folglicb  ist  Ort"  entweder  durcb  (x— nj**"-'!  teilbar,  mitli 
durch  (x — «)"■"*,  oder  dicBor  Minor  vcrscliwindet  identisclL 

9.  Aus  der  Glejchong  (1)  gelit  durch  Division  mit  (le— a)*""-*!   | 
und  uachherige  Substitution  von  x^a  hervor: 

JüAh  —  A^  =  0, 

.   wenn  wir  durch  diu  Verwandlung  der  kleinen  in  grosse  BachstBÄi£~1 
'   KusdrDcken,  doss  beide  Operationen  aasgeffüirt  sind- 

Weil  nun  nii^bt  alle  A„  verschwinden  können  (7),  so  mflsMB  iBe 
nldit  vorschwindenden  dasselbe  Zeichen  haben.   Weiter  hat  n 

An  =  Ai,  =  -^/A^iyAa- 

10.  Hit  diesen  Daten  gerastot  gehen  wir  au  die  LSsang  t 
Problems. 

Die  gogcbcnc  Oleicliang  ntou  Grades  sei: 


V"t*)  = 


I  0.11  amt a«H — X 

in  welcher  sämmtliche  Constanten  reell  seien  und  aa"  au  y 
gesetzt  werde. 

Nehmen  wir  nun  von  der  Determinante  v>,(:r)  eine  Haapto 
detorminante  In  —  liUm   Grades,  von  dieser  eine  Uanptndaia 
niinanic  vom  (n  —  2)ten  Grade  n.  s.  w.,  so  erhalten  wir  i>ine| 
von  Functionen  von  r,  dereu  Grade  von  n  bis  1  regelmässig  abu 
ond  welche  wir  durch  eine  positive  Constautc  schliesson. 

Wir  stellen  diese  Uoibe  in  i'olgender  Form  dar: 


|oi,-*....a,,«-i 


«11- 


«.!-*  «I.  " , : ."  :::::::: 


ttuzekhnen  diese  Functionen  der  Emfacbbeit  wegen  mit: 
Voi  Vii  Vi)  9s  ■  •  ■  Vn-U  V« 
Indioes  deu  Orad  der  bezUgüchen  Detenniuanio  ausdrUL'keiLV 

.optsatz.  Substimirt  luau  in  diese  Kaoctionon  fUr  i 
beliebige  reelle  GrOsscu  o  uud  ß  <ia  and  i^ahlt  nach  joder  Snba 
tntion  die  Zei  eben  Wechsel,  welche  sich  iu  der  Keiliu  der  Substitutionj 
Mtialtute  vorfinden,  so  iüt  der  UGberai:li[iss  der  Anzahl  der  Zeichen 
iKchsel,  welche  die  Reihe  für  x-^=a  enthält  ttb<.>r  die  Anzalil,  welcl 
rieh  in  derselben  für  a  ^=  ^  vortindon,  genau  der  Anzahl  der  zwisch^ 
^^^Snl  ß  enthaltenen  Wurzeln  der  Gleichung  qn„  =  0  gleich. 

^^^^Bt&set  man  x  coutinnirlich  von  a  bis  ß  abnehmen,  so  kann  d 
^^^^■enreihe   der  Fnuctiunen   (3)   nor   dann   Aendernngen   erleid 
^^K^ß  ^  durch  einen  Wort  hindurcbgotil,  fQr  welchen  eine  oder  mehre 
^^Bwer  Functionen  verschwindon.     Setzen  wir  »oraus,  für  ik  = 
des  eine  oder  mehrere  dieser  Functionen  gleich  Null, 

f  Bezeichnen  wir  weiter  mJt  t„,  wie  viele  der  GrOaso  a  gleicl) 

Wsixeln  die  Gleichung  ^h,  :=  0  besitzt  und  mit  ^m  die  heim  Uobe 
j  »on  I  =  a-{-i  zu  T:=a  —  S  in  der  Reibe 


1  Zeichen  Wechsel. 

r  Grösse  S  ist  positiv  und  so  gewählt,  dass  keine  der  Gl«! 
=  0  zwischen  a+Ä  und  o— d  eine  andere  Wurzel  als] 

^den  wir  nun  die  beiden  Reihen: 

^0,  J„  J„  d^,  .  .  .  dn-\,  ■^« 

'o.   «11    «n   »a.  ■  -  ■  «H-i,   r„ 

I  bebaapteu  wir,  dass  man  für  jeden  Wert  von  «i  habe: 


El.    Um  diese  Behauptung  zu  rechtfertigen,  bemerken  wir  znen 
f  man  offenbar  hat: 

ii,+i  =  J, —  1,  oder  "=  ^T,  oder  —  J,-{-l. 

Weiter  werden  wir  nachweisen,  dass  ebenso  zwei  aufeinander 
e  Termo  der  Reihe  (4)  einander  entweder  gleich  oder  e 
fitnlieit  vcTBcbicden  sind ,  da^s  man  also  auch  fttr  diese  Reibe  ti 
mtisa: 

,+1  =  T,  —  1,  oder  —  tp,  oder  =  tp-|- 1. 


^^%8 


Denn  weil  91,1  etue  Haoptminordetenninanle  der  symmotrisclieQ 
Dotorminant«   tpf+i   ist,  so  ist  (7)   crglens   t^   wenigstens  , 


n 


Weil  weiter  die  Entwickelang  von  flOp+i  nach  (I)  gieht: 


welchem  Auadrockc  cvi  ein  Minor  (/i— ])len  Grades  von  ipf  ist, 

die  Zahlen  1  nnd  t  alle  Werte  von  1  bis  p  annehmen  n        '"^ 
und  ^p  tind  OA  respoctive  durch  («  — o)'f  nud  (1 — «)•>-' 
sind  (8),  BO  ist  zweitens  {x—a]'f-^  jedenfalls  ein  Factor  von  k 


in.    Endlich  beweisen  wir,  dass  man  gleichzeitig  hat: 


Ty^i  =^  ff  und  iif-^i  ' 
oder  Tp+i  "  fr-|~^  ^''^  ^f>>  ' 
oder    t^ti  —  Xf^l   und    df^i  - 

FUr   T^fi  =  Tf   ist  auch   ^p^-i  =  J. 
dcböncombinationcn  anmittelbar  eiulenchtet: 


6^^^      ß.    m&n  hat  gleichzeitig: 

^^H  t^ji  =  T,  +  l    nnd    ^,+1  —  ^,  +  1 


-  ± 
.  ± 


-  ■  ± 


± 

± 

± 


oder 


odiT 


wenn  tpfi 
gcnulo  i 


WCUQ    tpfl  ■ 

ungerade  1 


1^        WDlCl 


Weil  o  eine   T,|i-fachc  Wurzel  von  V|i+i=0   ist. 

bokauutlich  91^  fi  nnd  ilercu  erste  Abgeleitete,  welche  aus  der  n 

genommenen   Summe   aller  ihrer  Hauptniiuoren  ^len  Grades, 

welchen  sich  auch  ipp  vorfindet,  bceteht  (6),  fitr  ^=^11  —  ^  ent^ 

■tüte  und  für  k  =  n-(-i  gleiche  Zeichen. 

Nach  (7)  enthalten  alle   diese  Minurdetemiiiianten   don  ] 
' — «)'!'  und,  wenn  man  sie  durch  dienen  Divisor  dividirt,. « 
diesellicn  für  r  ^^  ",  insofern  Bio  für  diesen  Wert  nicht  vorschwi 
dasselbe  Zeichen  ('i). 

Daraus  folgt,  dass  t'i'  und  die  ersto  Abgeleitete  von  qg^fj 
-i  nnd  fOr  i  *=  i-(-Ä  i-n^egengesetzte  Zeichen  haben, 
}  gewühlt  ist,  ilass  keine  der  gleich  Nnll  geset^t4>n  Hauptmid 
11  Grades  zwischou  n-\-i  und  1  — J  eine  audero  Wurzel  als  a  b 


.   irurwJ«  . 


micliiiffni  J 


I  ICtIlin  erhalten  ^p  und  ip^^i  fUr  x  =  a-\~d  eiitgc^cngotH^Ut» 4 
filr  «  =  3  —  3  gk-tuhi!  Zeicbou,  so  diua  beim  UolKTgunge  votfl 
«  =  a-\-i  zn  X  ^  n  —  S  nn  ZPicUou Wechsel  viTlomii  wird,  tind  tnaA  f 
sunüt  hat: 


Im  Falle  r,+i  = 


-1  ist  Auch  df^i  = 


df-l. 


n  Falle,  Tiin  welchoin  hier  die  Rede  ist.  cntlialtou  vp+i  onii  ■pyj 
Live  dio  Factorcu  (x— a)'»""'  und  (« — a)'»",  indem  alle  »a  a 

JHiiiorcii  von  q»p  durtli  [r  —  aV?-'^  toilliar  sind.    Nach  Division  nnj 

Bnhstltiition  von  1  =  11  crliftlt  man  folglich: 


Die  symmetrische  Determinante  tfp\i  giebl  nach  Entwickelunif] 
|n.):  ^ 


1  =  —  ■^Oi'.cl  lopfl.**!*. 


I      pnhstl 

^Bpfem  wieder  durch  die  Vertauschnug  der  kleinen  mit  ßrosaeu  Itiich-  i 

I      sUbeii   buzeielinet  wird,  dasa  genannte  Operationen  vülkoijen  Bind.J 

Well  dlo  liulte  Seite  dieser  Gloicliung   nicht  verschwindet,  so  katml 

such  das  rechte  Glied  nicht  Null  sein.    Nnu  hat  man  (9): 


[      stieh  t 


Ä,t  =  Aki  =  -^  Ai.y  Au, 

nicht  alle  An  verschwinden. 


mithin  ein  voUfiländiges  Quadrat  und  hat  das  entgegen*« 
gGMtztti  Zeichen  von  An. 

ipr\i   nnd  an  haben  mithin  für  x^a-\-i  und  für  *  — '  o — ^ 
entgegengesetzte   Zeichen,  indem   tpf  und  n«  für  den  ersten  dieu 
Werte  entgegengesetzte,  für  den  letzten  gleiche  Zeichen  haben  (10. 1 

in.  ß.). 

Daraus  schliossen  wir,  dass  ipp\\  und  ipf  für  x  =  a-\-i  dasselbe 
far  *  =  (i^d   entgegengesetzte  Zeichen   erhalten,   woraus  un- 
Ibar   die  Wahrheit   unserer  Behauptung  erhellt,    dass  man   för 
Tp — 1  auch  habe: 

^p+i  —  ^p  — l. 

r  IV.    Diese  Entwickclungen  haben  gezeigt,  dass  in  jedem  Falle 

I  Wticher  Oleichnng  man  nun  ohne  Weiteres  anf  dio  Wahrholt  | 
1^  BehAniiiung 

dicsBon  berechtigt  ist,  weil  augenscheinlich 
j„  —  To  =  0. 


UJär 


<    ItenlilHl 


I 

^^^H    Wir  tranaformireu  dioso  Ob^rflficlie  auf  oiu  neues  roclitwiii 
^^fBorditiüLciiHystuin    mit   dcinaell>CD    Anfaugspaiihtü   und   «tcht: 
^^KBicUtuiigi'D  (lur  Axen  so  zu  bestimmen,  dass  in  der  turnen  ( 
der  Oberfläche  die  Coeffidenten  vün  nj,  gt  und  rr  verschwinde 

I       Die   TraiiaformaiionBformeln,   welche   den  Ceberganp 
Hellen  System  ermöglichen,  ecion: 
r 


y  =  bX-\-b'¥+l>"Z 

Die  SubBtitutionen  [1}  machon  die  Gleicbuiig 

oiufvr   id[!ntiacheii,   weil  jede  ihrer  Seiten  die  EntfmtangJ 
iktes  vom  gcmeiusameu  AnfaugEpankte  beider  Systeme  mihT 

Werden  in   dicso  Gleichung  die  Werte  von  x,  p, 
ttzt,  und  beide  Seilen  der  Gleichung  verglichen,  so  erlU 
C'swiBchen  die  SnbstitutJoDgcoefliciciiten  obwaltendou  I 


+/.'+.■  =1 

«o'-f-6i'  +  cf'  =0 

'+»■•+"'"  - 1 

oV+4'r+„v-o 

i+4».+,->_l 

«"=-|-S"4+e"c  -0 

Dans  diese  Ü  Bediugungsglnichnugen  hinreichen 
VorauBsetznng,  daas  das  erste  Coordinateusystt'in  ein  reohl 
sei,  auch  das  audoro  zu  einem  rechtwinkligen  üu  machen, 
l^^^dor  geometrischen  luterprutation  dieser  GleichuDgeu  hervor. 


Wenn  wir  die  durch  die  Substitutioneu  (1)  identische  Glei 
nach  den  Tariabeln  X.  1',  z  differeutiiren,  erhalten  wir  d 
inngen  der  SubstitutJoiicn  (1): 


X  =  aa-f-fty  +  CB 

r^a'x+b's  +  c-^ 

Weil  die  Transformationsfonneln  linear  und  homogeu  Hiid,j 
sie   <p(.x,i/,  t)  iü   eine  neue  homogene  Function  zweiten  ( 

Überführen  und  die  zu  lösende  Aiijgabe  lässt  sich   somit  i 

drücken : 

Substitutionen  (1)  so  zn  bestimmen,  dass  sie  die  Gl 


keiner  identischen  machen. 


=  *,J>+*,K>+i3  2-= 


der    ll'urfr/n  tiner  widiligrti   Gtrichung. 

BSie  DifferoDtiation  der  Gleichaug  (5)  nach  der  Variabein  X  g 
itha  Gleicbnng  nach  Sabstitution  von  (4)  sich  auch  sti  ilarstot 

Diese  GIcictaüDg,    welche   tinablSrjgig  ist  von  den   Worten  i 
1  ihr,  zerfällt  iu  folgende  droi  Gldi-hangen : 

tp'(h)  =  ■2X,b 

bnrch  Differentiation  der  identischen  Gleichung   (5)   nach   i 
mIb  F  und  Z  erhält  mau  in  gleicher  Weise: 


»■(«■)  -  21,,' 

»■(«")  -  2J, 

»'»')  -  2i,S' 

»■(i")  _  2», 

cf'(o')  -  21,e' 

»■(o")  -  21, 

es   mithin  SutiBtitnlioaen  gieht,   welche  die  Gleichung  (r>) 

Bner  Identität  machen,  so  müssen  die  Substitutionscooflicienlen 

1  Bleichniigen  (7)  und  (8)  genügen. 

Weil  die  Gleichungen  (8)  von  deraelben  Form  sind  als  die  Glei- 

ehaugen  (7),  so  könneu  wir  uns  damit  begnügen,  die  Worte  der  in 

dteaeu    Gleichungen    enthaltenen    Cocföcienten    zn    bcBtimnien.     Diu 

OleicbuugpQ  stellen  sich  entwickelt  also  dar,  indem  wir  der  Bequem- 

«eit  wegen  aa  =  "u  setzen : 
ai,a  +  (o„  — i,)6  +  a,jö  =-  0 

Damit  aus  diesen  Gloichungcu  Werte  hervorgohon,  ^e  der  ersti 
Gleichang  (3}  genOgeu  köuuon,  ist  es  nolwendig,  dass  die  Dctero 
9  dieses  Systems  Null  sei. 

Gleichungen    (8)    fordern    ebenso    das    Verschwinden 
ihen  Determinante. 

1  es  also  Substitutionen  gicbt,   welche  die  Gleichung  (b)  i 

t  identischen  machen,  so  wcrdeu  die  Werte  der  Unbekannten  J 

l,Jl)  Wurzeln  sein  der  cubischen  Gleichung: 

0,,  — i    «„  «„         , 


t«toi,  bMi™„,„ ,"  ;";••/  ™''""'«-.  tat™, 

I  «"■  1i«  S.?.  ,„™.*  l"""«  llo»"-  Wur,.l 

I  ,      B««  i..illipjl„,>„„  ,,r  j,,.  „.  .  , 

0  «elatloa:  *  '■■  >+«»'»■) 

.  w.  ■«■■+'■«'  +  .„■■.0 

'i-t'+/,r>. 
L  Es  In« 


eriitllt  man  ntliulich,  wean  man  sie  resppttive  mit  JJf,  Jy,  iZ  malli- 
pllcirt  Qad  iimjihur  addirt,  uöIlt  Vermittlung  der  Gk-icbtiiigen  (1): 

i*9>'(j-)+j.vflB'{.'/)+J''p'(i)  =  vKs.j)  =  i,j:»+i,r»+i,^». 

^B^_^.    UuterBncIien  wir  nun  den  Fall,  in  welchem  die  Gleichung  ( 
^^^Egleiclio  WurzelD  besitze. 


Die  sotweudigüQ  und  liinreidicudcn 
iio  Wurjol  sei,  elnd  (6); 


]«,i— i,  fii, 


-i.l 


=  0, 


["»» — 'i  'hi 


Bedingungen,  das»  ;i,   i 

il    "Dl 


°M- 


-0, 


-0, 


lio  Entwickelang  der  drei  loteten  Gloicbungon  giebt: 

^erschwindct  keine  der  Grossen  u,,,  o^g,  o,,,  so  hat  mau 

^tOta—'hi'ha  _  ?w ?ai  •^^^'•m  _.  ■*■■>» ''i«~«i.i'^jt , 

oj»  "ai  Oj*  ~ 

Unter  diesen  Bedingungen  verschwinden  auch  die  drei  crsta 
Hin  ordeterminanten . 

Multiplicirt   man  znm  Beispiel  in  der  orsteu  Determinante  i 
erste  Zeile  mit  a^^  und  addirt  zu  ihr  die  mit  0,3  niultiplicirto  zweil 
Zeiie,    so  verschwinden  die  Eiemoiite  der  ersten  Zeile  in  der  neue^ 
Determinante,  u.  s.  w. 

Wir  küunen  somit  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  keine  der  Grössen  a^,  a,j,  «j,  verschwindet,  so  ist  d 
notwendige  und  hiurcicheudo  Bedingung,  dass  die  Gleichung  (lOJ  zm 
(^dche  Wurzeln  habe: 

''i}<h>  —  "ti<hii  _  ?»^si  —  ".1* "11  _  "aa"!! — "la*^! 
"M  «81  "„ 

Ist  eine  der  Grössen  0,3,  a,,,  »,]  gleich  Kuli,  z.  B.  a„,  -. 
l.  B.  a,,  verschwinden  und  man  bat: 


Dadurch  ist  auch   der  »weiten  und  driticn  Bodingungsgleichu 
.  und  damit  auch  die  erste  bestehe,  muss  man  lutbon: 


I16 


•  tlattt^  AVfltr  Beatit  für  lii*  kiaiilMI 

>Ha)('^  —'hs)—'h*'  =  0. 

—  o,,  -=  f»,  «0  irt  die  notwendig  nnj  hin- 


llitt  man  mitbiu  n, 
nirhou'lo  llfiiiugauK  für  die  GkiulihcJt  twctor  Wursub  il*ir  Olddumf 


po): 


K,-««)K.- 


as)  — «it* 


=  0- 


1& 


Sehen  wir  iion,  vw  es  sich  nm  ftiu  Bi-stimmnug  der  SubstiUitions- 
lpefß(!iiiiiteu  vorbllt  im  Fallo,  wo  die  GIdcbung  UO)  uur  swt'i  glciciin 
purzelD  besitzt. 

Seipn  die  Woriola  dieser  Gleidiung  il,  =  If  and  rl^. 

Man  OberzLingt  sich  leicht,  dass  die  Subgtitotionsraitffidwi 
I  folgender  Weise  bestimmt  winden  köuneu: 

Aus  dem  /weiten  System  iß)  nnd  der  liritt^n  Oleiebnng  [SJ 
pan  für  a",  A",  c"  endlirhe  otid  bestimmte  Wertl^ 

Das  erste  System  (H)  niklndrt  sirh   anf  das  System  (7)i4 
kinoron  zweiten  Gniile!^  aber  uicbt  alle  dicjonlgcu  vom  e 
Delorminanle   dieaos   Systems    vtrsehwinden ,  so    da 
reifoch  iiiibcBÜmmt  ist;  die  Wcrtu,  welche  der  oinon  GMcM 
mgeii,  genügen  aueh  den  bddou  andern.    Wir  bestimmen  I 
[  Sabstilntion^icDefGcieuteu  a,  b,  e  und  a',  h\  c   aus  den   i 
I  Glciebiiugei) : 

(rt„  — *j)<r+o„fi  4-«,:ic    =0 

a»  +  6»    +  .»      =1 

«a'+  SA'  -^  c<f     =  U 
•(reiche  Bcstinimuuir  auf  uneudlich  viele  Arten  möglich  Ist. 
Wolter  hal  man  wie  oben: 

<.V'+iV+cV'=0 
a"n  +6"*  -j-c"c  =0 

|}id    die    erbalteneu   8ubslitntioiten    Iransforniiren   in   der  Td| 
puuction  ip{r.,ii,a)  in  1,^'-|-1,  f*-f-'^3^*  so  dass  die  Qleicha^ 

pberBfti'he  di<>  Form 

iiA-'i-t-A,  r'-l'i^.Z'-f  2rt,,'Ä-+2(..,' K+2«i„'2+a( 

lunimnit 

DiO  Oberäftclio  ist  ejne   BoUitiousohe-rIläehe.    Dnnn  di«  I 
Reiche  senkrecbt  auf  der  tf-Axe  stobBU,  scbneidoii  die  Obt 


m,  ftDsaer  wenn  A,  —  0,  in  welchem  Falle  die  Schnittcurw  eig^ 
Mc  ist. 

Die  gegebone  Gloichuag  repräseutirt  dann  entweder  eineD  para- 
bolischen Cylinder  oder  die  Verbiudang  zweier  paralleleu  Ebenen. 
Diese  Flächen  sind  Grenz&le  der  Rotationsoberti flehen:  jede  Nm 
mal«  zu  bei(h<n  Ebenen  ist  eine  Rotationsaxe  im  letzten  Falle, 
der  parabolische  Cylinder  ist  die  Grenze  einer  durch  Rotation  einel 
Ellipse  u")  ihre  kleine  Axg  oizeugten  F'lJLche  für  das  Anwachsen  der 
gtoasen  Axc  zu  uucudlieher  Grösse.  Dieses  Factum  ist  auch  nicht 
1  Widerspruch  mit  den  Ansichten  der  analytischen  Geometrie,  nach 
<  Gerade  auch  als  Kreis  mit  unendlich  groaaem  Radiiq 
ditet  wird. 

iTmgekehrt  läset  sich  jede  Rotations  Oberfläche  auf  die  Form  {1^ 
gefahren. 

■an  bat  folglich  den  Satz: 

Pamit  eine  Oberdäcbe  zweiter  Ordnung  eine  RotationsoberfläclJ 
es  notwendig  nnd  hinreichend,  dass  man  habe; 

■^■"m  ""«"la  ^  "m "üi  ~ "ii "ti  ^  "m^h — "n*^ 
"m  "n  <*« 

i keine  der  Grössen  0^,  (%,  <(,(  verschwindet,  oder: 

I  «"M  =  "»1  "^  0  ist. 

Betrachten   wir  nun  noch  den  Fall,   in  welchem   alle  drt 
sein  der  Gleichung  (10)  einander  gleich  werden. 

Die  notwendige  uud  hinreichende  Bedingung,   dass  1, 
\  Wurzel  dieser  Gleichung  sei,  ist  (6): 

'>»■="»''''«  =  'J;  "ii  =  o«  -=  «)u  =  ^1-  ij 

Die  Gleichnngon  (7)  und  {ü)  sind  in  diesem  Falle  Identitäten. 
Die  Substitution.scueflicienten  brauchen  mithin  nur  den  Gleichungen 
(3)  zu  genügen,  und  dies  kann  auf  unendlich  viele  Arten  erreicht 
werden. 

Die  auf  diese  Weise  bestimmten  Subslitntionen  führen  alle  ( 
l  der  Obertlflche  auf  die  Form: 
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znrack,  welche,  weil  i,  nicht  Nnll  sein  kann,  eine  Kngel  repr&se&tirt. 

Umgekehrt  hat  die  Gleichnug  jeder  Kugel  dio  Form  (15). 

Die  notweudigcD  und  hinreiche  od  eu  BedingDitgen,  uuter  wfilcben 
eine  OhtTfläche  zweiter  Ordnung  eine  Kugel  sei,  sind  mithin: 


Groningen,  25.  März  1S75. 
[Die  Niederlande). 


XXV. 
Zar  Sclmltrigonometrfe. 


L.  üraf  von  Pfeil. 


Nachfolgende  Eatwickolung  der  Fttnctioncn  für  dio  Summe  e 

Differenz  zweier  Wiukt'I  ist  ao  eiufaeh,  und  wenn  mau  will  so  elegant, 

doag  sie  vielleicht  verdient,  io  die  Lehrbücher  aufgL<uomraea  zu  werdeu. 

Ea  seien  x  nnd  i  zwei  innere  Winkel  eines  Dreiecks,  so  ist  der 
äussere  gegeutiberB teilende  v  gleich  ihrer  Summe.  Zieht  man  die 
Senkrechten  h  und  H,  so  erbUlt  man  4  FuucUonsdrciccke ;  deren  2 
fttr  den  Winkel  r.  nnd  je  eines  fUr  i  und  v. 

Eb  ist  nun  die  Aufgabe,  die  Fnnctionon  für  die  Summe  «,  welche 
I  in  dem  Fuuctionsdreieck  (die  Seiten  durch  je  Einen  Bnuhstaben  be- 
litticbnet)  HXo  Hegen,  durch  Functionen  der  beiden  Summanden  k 
U^KoA  ■  auszudrücken,  und  zwar  durch  Functionen  in  den  beiden  Drei- 
vtcken,  welche  die  Senkrechte  h  gemeinsam  hubeu.  Diese  Dreiecke 
I  lünil  hmX  und  hnZ. 

Die  Substitution  geschieht,  indem  man  das  zweite  Fnnetionsdrdl 
r  X,  das  Dreieck  HVp  zu  Hülfe  uimmt. 

Folgendes   ist  die  Eatwickelung.     Ich  gebe  sie,   der   griiaseren 
l;3}eul]jchkcit  wegen,  für  den  Fall  Fig.  1.  zunüchst,  wo  die  Summe  ein 
^itxer  Winkel  ist. 

„  f-  !<-+"' 


Pftit:  Zur  Schvllni/onor 


=  coBzcoa. 


Soll  die  Function  für  die  Differenz  gefhnden  werden,  so  setzt 
man  w  — «■  =  i  und  substituirt  aus  dem  Fiinctionsdreieck  für  *  In  die 
beeiden  FunctioDsdrcieckc  für  v  und  x,  welche  H  gcmdusam  haken, 
also  in  die  Dreiecke  XHo  und  VUp,  indem  man  ebenfalls  das  icwcitc 
Fuuctionsdreicck  für  x,  das  Dreieck  Zhn  zn  Uulfe  nimml. 

Es  ist  Btidann  ^C 


w 
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C08(a;  +  3)  =»  COSV  ==—  V  = x" 

~  X        ^  X 

Z^  —  »i*  —  nm  Ä* — nm 

^  zx       ^       Yx' 

nm         Ä* 

=  «Tip-  •yj-^'  cosxcosz — Binxsms. 

Oder  wenn  einer  der  Summanden  ein  stumpfer  Winkel  ist.    6e- 
raeht  Fig.  3. 

.    ,     .    ,         .            H        V-^       ^(n^  m) 
8in(a5-f-»)  ==  sin«  =  —  ««  — =-  «= ^= — 

An — hm        h    n        hm 

^    zx    '^  xz^z'x 

=  sinatcosa; — sivLx( — cos») 
»  8in«cosa;-(~s^i'^<^os«. 

Oder  gesucht  Fig.  3. 

.          ^                           m           n —  V           Z ' 
COS  (v — X)  —  cos  z  =  —  ■=.  =- ■=-  «= y 

""  X  ^  VX  VX 

«  —  ^  "y"»    F"  x""  "—C08aj(— cosv)-t-sina;sin» 

»  cosocosc-t-sint^sina;. 

Auch  die  Tangenten  der  Summe  oder  Differenz  lassen  sich  an 
derselben  Figur  leicht  entwickeln,    z.  B.  Fig.  1. 


cotg(aj+«) 

—  cotgw  •=  ^  = 

-   V            -    V 

y                  y 

^(«*+«)— • 

^      nm+n^-Z* 

-^(m+n) 

hm-^-hn 

1— tangflBtang» 
tangoB-f-tangis 

Ttu  Xiynt. 

91 


Pf*il!  eurSctatUrifo» 


Aili'i'diDgs  i^t  hier  dio  arithmNiscbo  Eiitwickdniig  ciiiracticr. 

Oio  Dielirfaclic  Umwandlong  iler  Zeichen  dient  gewiss,  die  Anf- 

erliflamki^'it  der  Sdiüler  anzaregen,  ohne  doch  eigeDtliche  Schtricris- 

[feeitdn  zn  liabOD. 


Dio  Kutwir.kcliiiijf  der  Formuln  für  log{tt+6)  aai  log(,tß 
unmittclbur    aus  logu  ntid  logh,   noch    mehr  aber  <li^   IrigonoDt 
trtacho   Auflösung    der    quadratischen   Gleicliongen 
^4oren  Eutwickoluug  gi'bört  wol   m  den  lieslen  Aufgaben  für  Seht) 
N(h1,  zumal  die  letztere  die   wichtigsten  Formi'ln  der  anal 

igonometrie  in  aicb  schliesat  und  diese  Foriiielii  dAnun   dorn  | 
UchUtisB  auf  eine  ungezwungene  Weise  einprägt. 

Die  Formeln  für  log(a-}-ir)  und  log(a  — i)  fUhre  ich  der  V<^ 
indigkoit  wegen  hier  au,  und  llbergehi'  ihre  sobr  leichte  Entvrj 
le   lauten  bckannllich,   wenu  u>-4:    Fllr  die  Summe,    ' 


p° 

tangV 

l 

log(o  +  fi)  = 
log(«+4)  - 

=  loga^ 
=  logS  - 

-2  log  81 

--'log« 

)Sg(; 

F.Wenn  nian  -  = 

=  langV  gesetzt 

hätte 

jOdlT 

1 

lOgffl  +  t)  ^ 

log{«+A)  = 

=  log«- 
=  logft- 

-21ogcoag- 
-aiogsiufp. 

1 

Für  dii;  Differenz  lauten  die  Formeln 

wenn  mau    ~  -=  sin^  gesetzt  hat 

»log(u  — i)  —  logu-{-2l0gCO8l)[i, 
oder  auch 
log(o-6)  =logÄ4-2logcot«gi; 
Trenn  mau  -'-  =  twi^ip  gesetzt  hätte 
logfa  — A)  —  loga+aiogsinip 
Wler  auch 
log(a  — *)  -^  logÄ+SlogUnggi. 


Die  Fonnelti  für  dio  (juadratischen  Qleichnngen  finden  aich  i 
in  ileii   'i  «telligeti   Knhier'schen   LogariUimentareln  hinter  den  I 

rithinen  der  Sinns  uud  TaiiKHitiii.    Sie  lauten: 


Pfeil:  Zur  Schultrigonometric. 
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I.    Wenn  aj*+jpa5  =  q. 

Auflösung. 

2 
tang^«-Vg 

1)  ««tanggVg 

2)  «  =  — cotggVg. 

HL    Wenn  aj*-|-|)aj  =  —  g. 

Auflösung. 

2 
8in-4  =-yg 

JP 

1)  «— —  tanggVg 

2)  «=  — cotggV^. 
Entwickelung  von  I. 


n.    Wenn  x*— po;  «  g. 
Auflösung. 


tang-4«- Vg 


1)  «=  — tanggV^ 

2)  aj^cotggVg. 

IV.    Wenn  x*—px  =  - 
Auflösung. 


8in.4  =»  -t/o 


1)    ««tanggVg 

2)     a:«  COtg-^Vg. 


</• 


!>' 


«'*+l««+lä 


H 


1>^ 


i» 


p1(H 


("i+f)   -f-(tangU+l)  -|8ec»^  =  (f««^)' 


«>+l-±  ^ 


2C08^ 


X 


2\^  COM       / 


V g         ±1  — COS^  ^  (±1—C08^) 


tang^ 


1)  x 


1— cos^ 

SÜL^ 


v« 


28in«^ 


2)  «  = 


l+COBil 


sin^l 


Y« 


28m  g-  cos  2 


2C0B«~ 


cos^ 


.y« 


tangilcos^ 


sin  2 


cos  "2 


COSg 


y« 


-4        A 
28in  "2  COS  "2 


.y«= — ^y«. 


Bin 


81* 


1 

J 
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Uud  üQillicb 

A 
3)  iT  =  —  colg  2*;. 

Die  Entwickeinng  für  den  zwoilen  Fall,  x'— ?»■  =  ^,  ist  ebenso 
Entwickcluug  von  III. 

('+2)    -i'(l-«ln''l)-f  ">»'-^ -('=»»  ^ 


.(:l;co«J— 1)  -4j^.(±co.;l  — 1)-— li^Si.y, 
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Die  trigonometrischo  Entwickdung  der  quadratischen  Gleichungen 
verwendet  hiernach  folgende  Formeln: 

1)  l-f-tang*«  *=  sec*«;    2)  1 — sin*«  =  co8*a:; 

3)  sec«  =  ;  4)    tangxcosx  «  sinar; 

cos  X 

X  X 

5)  1 — cos«  — »28in*5;     6)  l  +  cosa;  =»  2c08*^; 

_.     .  ^  .    35       X      ^    sin  X 

7)  sin«  =  2sm  g cos  ^ ;    8)  ^^^  «  tang«; 

9)  Zi —  •=  cotgx:    also  neun  Formeln, 
sin  X  °   ' 

Ich   glaube   durch   das    Vorstehende    den  hohen   pädagogischen 
Nutzen  dieser  Entwickcluug  dargethau  zu  haben. 

Auch  die  Verwendung  entsprechender  Zahleubeispiele  ist  für  den 
Schüler  sehr  belehrend. 


XXVI. 
Hiscelluu. 


Bcwclü  clnrN  Satzf^H  nait  der  Theorie  der  Kei>iii«trlnrlipn  Addition 
der  Ntreckeii  im  Kuume. 

Es  ist  bükannt,   dass  weuu  man  mit  Qh  Eiiihrite^n  gewisser  wd- 
stauteii  Strecken,  mit  p„  aber  Coefficienteo  bezeichuot,  so  wird  die 
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WO  xn.  ,v«,  zn  Fnnctionoii  der  Variabeln  t  giud,  «j,  «2  und  *j,  aber 
Eiuheiteu  dcijenigen  Strockcu  sind,  die  parallel  dcu  Coordiiiatcu- 
Axeu  laufiLMi. 

Wrim  man  also  diese  Zerlegung  mit  allen  Strecken  vollzieht, 
so  wird 

M=l 

WO  Xy  ify  z  Functionen  der  Veränderlichen  t  bezeichnen. 

Aus  der  Definition  der  geometrischen  Addition  folgt,  dass  jr,  ^,  z 
die  Coordiuaten  des  Endpunktes  der  Strecke  q  bozeichneu;  w(!iiii  wir 
also  aus  den  Gleichungen 

die  Veränderliche  t  eliminiren,  so  worden  wir  zwei  Gleichungen 
zwischen  den  Coordinaten  x^  y^  z  erhalten,  die  wie  bekannt,  eine 
Curve  darstellen. 

Im  Falle,  dass  die  pu  Functionen  zweier  Veränderlichen  t  und  u 
sind,  wird 

WO  a;,  y,  2  Functionen  der  beiden  Veränderlichen  u  und  t  sind, 
das  heisst 

Wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  die  beiden  Veränderlichen 
u  und  t  eliniinirt,  so  bekommt  man  eine  Gleichung  JP(a-,  y,  z)  =  0, 
die,  wie  bekannt,  eine  Fläche  darstellt. 

Warschau,  den  1.  Juli  1875. 

Dr.  Carl  Hertz, 

Lt'hrrr  um  2weiti*n  GyninnBitiin  %u  Wiirscliiiu. 


I    Mlnlmiiiu-ObcrllBi'ht-ii  dar  drei  iTHtrii  Clitssrn  ton  I'oljcdcn 

S  1.    Clasaificining  ilor  PolyeilPr.    Untor  Jera  Kotee  eü 

lyrders    versteht    man    bekannt! icli    ilic    Auorilniing    Jor    Kol 

Kanten  und  Seiten  «iiiio  jeAe  (Quantitative  Bcstimniung  der  Dim 

fiiouen  und  Winkel.    Man  kann  nun  vcrsuiboo,  alle  mögUdiOB  K«l 

iiiuurhalb  (icünirtt-r  B^irko  auf/u  stell  od,  Ji»r  Art  dass  sich  lüeae  ^ 

_iirke  ins  nnbegreiizlü  systematisch  cnvpjtcrn  lassen  und  iua  o 

ifae  erweitert  die  Gemammthcit  umraBseii.   Da»  nflchst  1iegctiid#>  Prb 

,  die  grössto  Kantciizalil  einprseil*  i'iner  Ecke,  nnilrdrseits  i 

pColygons  als  massgebend  für  Avn  IJozIrk  auzuitehen.    Da  jodoch'j 

ULufgalie  eine  sehr  verwickelte  ist,  so  wird  man  sich  gern  dsinit^ 

ittgen,  nur  nach   einer  Seite  hin  aufzusteigen.    Dt-nken  wir  j 

lygon  durcii   Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegt,  and  betncbttv^^ 

^Siagonalon  als  Kanten«  eu  stclll  aicb  jedes  Pnlyeder  mit  mehrhuitlli 

Seiten  als  Si>ci:ialitat  eines  Polyeders  mit  lauter  dreieckigen  £ 

dar,  indem  nur  gewisse  Flächenwinkel  gestreckte  sind.    Jett* 

scheiden  sich  die  Netze  bles  dnrch  die  Kiuit^nzahl  der  Ecken. 

nen   wir  alsdann    nur   ersten,   mvoiten,   dritten  Clasae   u.  b.  w. <j| 

Polyeder,  unter  deren  Ecken  b^hw.  drei-,  vier-,  fUntkantige  i 

und  keine  mehrkantigen  vorkommen;   dann   wird  schon  ilnroh  ^ 

~  taler'schon  Satz  die  AnüaUl  der  möglichen  Netze  derart  n 

s  sich  die  3  ersten  Closson  erschöpfen  lassen.    Üie  höbero  Cla 
bd  anbegreuzL    Um  auch  hier  syKteinatiseh  rortxaschrcitiin,  < 
paan  nach  einander  1.  'i,  3.  ...  sochskantige.  nachher  ebenso  i 
i&benkanligo  Ecken  zulassen  u   s,  w. 

Es  ist  nun  in  der  Tat  möglidi  einen  Algorithmus  axiSxmUs 
nach  welchem  man  sicher  und  loielit  die  mögticheu  Netze  jcdiT  C'lassb, 
bühw.  joder  Unterabteilnug  der  hohem  Classeu  erschöpfend  t>utwiekdn 
kann.  Schwerer  ist  es  unter  den  gefundenen  Netzen  die  ideatlsdiea 
uifxuliuden,  und   xur  Anzahl   der  verschiedenen  zu  gelangen. 

den  von  mir  angewandten  Algorithmus,  weil  i 
igcnebniere  Arbeit  «u  sein  scheint,  sich  einen  eignen  zu  ordoi 
I  in  Bolchen  Dingen  einer  fremden  Beschreibung  in  folgen. 
Hultat  ist,  ilaas  die  erst«  Classe  l,  die  «weite  -2,  die  drille 
Bhtedoue  Nel^e  enthalt    Diese  sind  in  folgender  Tabelle  aufgest 


IV 
T 

VI 
VII 


XI 


Anzahl 

der  nkan- 
Eckcn 

»-3 

4 

5 

4 

2 

3 
G 

2 

2 

2 

1 

a 

3 

ü 

2 

2 

6 

4 

4 

3 

6 

2 

12 

Tetraeder. 

droieeitige  Doppelpyramide. 

Oktaeder. 

Verbindung  vou  3  anstossoudon  Tctr 

Oktaeder  mit  1  anfgosetztcn  Totri 

fünf  sei  tige  Düppel|ijTamide. 

Olitaeder  mil  2  auf  Gegciisoitcn  anfge- 
Betzten  Totraoiiem. 

Polyeder,  diis  aus  dem  Oktaeder  durch 
Spaltnng  einer  Keko  nnd  deren  Kanten- 
verbindmiBim  in  je  2  hervorguhl. 

dreiseitigeB  I'risma  mit  3  aufgcaetztou 
4seitigcn  Pyramiden. 

Verbindung  zweier  vieraeitigüii  Pyramiden 
mit  zugekehrten  Orffuuugen  dorcfa 
einen  Kranx  von  8  Dreiecken. 

Ikosacder. 


^1 


Man  sieht  daraus,  ilasa  die  3  ersten  Clas^^en  noch  innerhalb 

mehrfach  eynimetrisclicn  Anordnung  bleiben.    Unter  einem  synimo- 

triBcben  Net/e  ist  ein  solches  zn  verstehen,  dessen  Ecken  zu  beiden 

Seiten  einer  schneidenden  Fläche,  soweit  sie  nicht  in  dieselbe  hinein- 

I  fallen,  einander  paarweise  enUpreclien,  um!  entsprechend  durch  Kanten 

I  atd  Seilenfläclu-n  »orbunden  sind,  mit  der  weitem  Bedingung,  dass 

I  alle  Kanteu,  welche  jene  Flache  schneiden,  je  2  entsprechende  Punkte 

terbinden.    Die  in  der  lilosseu  Anordnung  bestehende  Symmetrie  des 

I  Netzes  lasst  stets  die  ihr  gemässe  wirkliche  Symmetrie  des  Polyeders 

Iiässt  man  die  gevatinto  weitere  Bedingung  fallen,  so  können  die 

'_  beiden   Teile  iles   Netzes    und  des  Polyeders  symmetrisch  sein  ohne 

L  lymmctrisch  zu  liegen.     So  wird  z.  B.  ein  (.Iktaeder  geteilt  durch  eine 

I  Fliehe,  welche  zwischen  Ä  Gegenseiten  liegt. 

S  2.  Minimnmtlilchen  der  11  Polyeder  1.,  2,  und  3.  Ciasso.  Die 
Variation  eines  vou  lauter  Dreiecken  begrenzten  Polyeders  sei  durch 
'  die  Bedingungen  Ijcschränkt,  dass  sein  Volum  couNtaut,  sein  Netz 
vorgeBcUriehcn  sei,  nod  jede  diesem  Netze  zukommende  Symmetrie 
auch  am  Polyeder  etattbabei  es  wird  seine  kleinste  OberHächo  gcsndil. 
I  B^  dieser  Stellung  der  Anfgabe  wird  die  allgemeine  Frage   flber-_ 


,  ob  BB  für  gegobl^Dns  Netz  ein  Polyeder  von  kleinat^r  Obßr- 
V  fl&cbo  bui  i»>ustaul«in  Volum  gcbou  kAune,  in  welchem  nicht  jcilv 
darch  ilaa  Nütz  ziilüssige  Syiiimetrie  realUirt  ist.  Ks  liiimlelt  »ich 
ilomnacb  hier  nur  um  einige  SpccialrocUiiungcn,  uiior  (iercn  Gang  i 
Botreff  der  genannten  11  Netze  ich  nur  die  iiotnouiligüteD  Augnbiai 
niai'hon  will,  um  bemach  die  ResoltnU-  znsnmmi'uzustellcn. 


> 


Bei  Bestimmung  dreiknntigcr  Fachen  hemmt  folgender  Satt  1 
latten: 

Die  Oberflftche  einer  dreiseitigen  Pyramide  von  fester  i 
^^u  Minimum   bei   eoiiatuntcm   Volum,  wenn  die  Spitze  auf  dur  J 
[nkrcisceutrum  erricht^'ten  Normale  der  Basis  liegt, 

Hieraus  folgt  nämlich,  dass  der  Seheilel  jeder  dreihautigcii  E 
'«nf  deijenigeu  Normale  der  Ebene  der  '-i  amliogendeu  Punkte  llQ 

,  welche  ilureh  das  Inkreis centni in  des  dnn.')i  letztere  bostlis 
Dreiecks  geht. 

Die  Notüp   1,  III   und  XI   verlangen  keine  üntersnuhaiiR!  j 
regelmässigen  3  Polyeder  litseu  die  Aufgabe. 

Alle  übrigen  Netüc,  bloss  IV  und  VIII  ausgenommen,  habea  ^ 
Axc  der  Symmetrie,    nm   weleUo  hemm   die   Ecken   und   1 
regelmnasigen  Kränzen  liegen  niOssen.     LTiiter  ihnen  lasMtn  sich  die 
Doppel  Pyramiden  II,  III,  VI  zuBammenfassen.    Die  Basis  eines  solchen, 
ein  regelmässij;GB  Polygon,  sei  =>  a'jf-  wo  "  deren  Seite  bozpichnet. 
ihr  kleiner  Radius  =  or,  die  Neigung  aller  Seitenflächen  gegua  i 
Basis  =  9.    Setzen  wir  hier,  wie  auch  künftig,  das  Volnm  —  p,'i 
Oberfläche  =  q,  so  ist 

cos  9 


P  =  5«VtÄ*; 


ilind  1,  0  iillcin  variabel. 
Bq  —  u,  so  kommt: 


Elimiuirl  mau  P«  liwiselieu  bp  -«  0  i 


ein  Wert,  der  dem  regelmSssigen  Oktaider  zukomml,  um: 
nach  auch  fUr  alle  andern  DoppeJpyrauideii  gilL 

Jetzt  kdnuen  wir  wieder  di«  Netze  VII.  X,  XI  itusammenfa 
Sie  werden  gebildet  durch  2  einander  mit  den  Oeffnimgen  z 
»»citige  Pyramiden   verbunden  durch  einen  Kranz  von  2n  Drei« 
Sei   nun  »  die  Seit*',   ar  der  grosse,  up  der  klcini'  Kadius,   n 
Inhalt  der  Orundfliieben  der  Pyramiden,  rd-  ihr  Abstand,  aV  d 
ha!t  des  Mitl«>l Schnitts  zwischen  beiden.  #,  tj  die  Neignng  der  Sei 
flächen  der  Pyramiden  und  des  Kranzes  gegen  dii'  OrundHUel 
dass  k  =  (r — p)tKi;,  B  die  Seitenzahl  der  Pyramiden,    Dan» 


-  KI2!7Pt«»  +  (2/'+g)(r-y)4!.,!;       q  =  «'(^^^f^  +  n 

Hior  vaxiireii  nur  a,  9,  q.    BUmiidrt  maD  ^a  zwischeii  dp  '^  0.M 
'2  ^  Ü,  SD  erhält  mau  als  Oi.'dtDgniif;iin  des  Miuimums  q: 


'  Vega  ( 


'        coa  t), 

ipsinij  =  (2/"-t-ff)sin© 


3Bin»|2ffetge+(2/+j;)(r-e)tß^lJ 


Eliminirt  man  ji-tzt   >/,   so  crgicbl  sich  eine  kultische  Glc 
sin**. 

Einfacher  gestalten  sich  die  Gleiuhungeu  fur  «  ^^  3.    Hior  wird 

Bund  die  BediDgatigen  des  Miuimnins  q: 

aini;  ^  2sm6;      :{co?9t:üsi)  =  1 


■i-K^ 


V97  +  5 


a    ,]/5V97-ll 


als  LOsang  fUr  VU. 

iBt  n  =^  '1,  SO  lautet  die  n-dncirio  kubische  (ilckhang  für  sin*»;   | 

5  — 3  V2 
N»  —  9 2"*^  W+36  —  29  V  2  =  0 

-V2_ 


-=^vK^;;;r-.) 


gesetzt  ist.    Nach  ihrer  Auflösung  findet  1 


ntcrmit  ist  die  Minimalflache  (ttr  X  heatimmt. 

Mit  de.n  vorigen  Nutzen  hat  uuch  IX  i^i.'mcin,  das»  ns 
Syinmetricaxe  eiue  S.vmDietriecbciie  hesitzt,  die  nuniial  üur  Axe  '1 
diireL  die  3  PyramidcnspitKon  geht.  Die  Kauti.-  au  der  Kudtläehc  des 
Kernprismas  von  iX  svi  ^  o,  die  Hühe  dos  Prismas  ^^  ySabt^O' 
die  Höhe  der  aufgeiot^toii  PjTamiden  =-  iy'3.a/i;  dann  wird 


Nach  Klimiuation  von  3«  swiachca  Sj»  =;  0  qhi)  Stj  =^0  urhäll  ii 

Iols  Bodingnagen  des  Miuimums  •] 
Dos  Net/,  y   ist   nur  Byminelrisc^   zu  ciuur  Axc,  dm  durch  t 
Spitze  dt-r  Pyraiiiidu  geht    Seien  ^1,  B  zwei  Gi);jeiiiieiteD  des  ( 
udcre,  auf  B  stuhe  Uio  Pyramide  6'.    Ücr  groB.«^  Bwliaa  von  4*^ 
^  oA,  der  von  H  =  b,  der  Abstand  zwiscLcn  (dim  )iaralleleti  Ebc 
^<4  und  B  ^  bk,  die  HAhe  von  C  =■  bh,  uDd  zar  Abkürzung 


3Hin'ff-|-yT+3Ä''sinö  — 2  =  — ^^ 
[He  iinmeriBcbc  Auflösnug  ergit'bt: 

A  =  0,4778406;        !oRi!in#  =  9,8946302 


p  =  ^b^(u  +  l]U-+hU    q  =  ^Ä'M-,+x-,  +  A,  JrW 
BS)ie  Bedingungen  di-s  Miiiimus  q  wt;rdeu: 

i  geben  die  Wert«: 

n-U,766L'T4;     t-l,12«H;     /,  =  0,310284 

Die  beiden  noi;h  übrigen  Netze  IV  und  VIII  Iiabrn  nnr  2  Ebf 
r  Symnictrie,  doi'h  \M  Vtll  deu  Vorzug,  dass  es  sieb  selbst  wiM 
eckt,  wenn  man  ilim  um  den  Durehscbnilt  beider  Ebenen  dneYlat 
mdrehnug  und  nm  die  eine  ibrer  beid<!n  Normaleu  eine  hnlbtt  ( 
«hung  erteilt.  In  der  oralen  Ebene  liegen  die  Ecken  A,  A' 
,  ü'  (die  gleichen  Ilucbstaben  bexeiuhnou  die  symtnetriselii'n  Gdi 

;  gehen  bei  deu  3  genannton  Rotationen  Ober  in  die  onlsprc 


1  Eckpunkte  in  der  zweiten  Ebcnts  A,,  A^'  und  B,,  B,',  niitl  ddi- 

■  geketirt    Verbunden   durch  Kauten  Hud  BAA'B',  ß,AiAj'B,',  und 

die  A  der  einen  Ebene    mit  den   B  der  andern.     Soi  ^^'^20/', 

_  Uli'  ^  2b,  der  normale  Abstand  der  Kanten  AA'  nnd  A^A^  =  2iA*, 

r  der  Diagonalen  BB'  und  B^B^'  =  2fifc,  und  zur  Abkürzung 


=  yi+ft»(A-l}»;     Q  =  y  2t='l{A+<.)»+(l-a)»|+a-«a 


1  die  Bedingungen  des  Minimums  q  worden: 


1—0  (A+2) 


1-(1-«)-- 


_(Ä_1)CA_1_2«)+2{A+1)- 
„Hi.(A_l)._2H-2{t»[(A+«)*+(l-a)«]-(I-a)»)J  =  ^ 

t»(A-l)'+l-12fc»[(A+»)»  +  (l-'>)*l+a-<.)'|(^)' 
Ans  ihnen  ergeben  sich  die  Werte: 

a  =  0,1752692;     A  =  2,3i 


Die  3  Tetraeder,  aus  denen  das  Netz  IV  besteht,  haben  eine 
r  gemeinsame  Kante,  Axe  der  i,  diese  wird  normal  halbirt  von  der 
I  einen  Symmetrieebeno,  Ebene  der  xy,  auf  welcher  die  allein  noch 
fihrigen  4  Ecken  liegen;  die  andre  Symmetrieebene,  Ebene  der  3«, 
geht  durch  die  gemeinsame  Kante  nnd  halbirt  normal  die  Gegeukante 
des  mittleren  Tetraeders.  Die  gemeinsame  Kante  sei  —  2A,  die  Ra- 
dienvoctorau  der  Ecken  in  der  xy  Ebene  seien  l,  t,  die  Amplitaden 
von  der  m  Aie  an  ß,  a+ß  (gegenttbor  —ß,  —a  —  ß).  Ausserdem 
seien  9,  tj  die  Neigungen  der  schrägen  Seitenflächen  gegen  die  «y 
Ebene,  so  daas 


*«=i 


-  yy+P— 2Wcc 


«-«("  +  ' 


"S] 


i  (las  Poly(><ler  2  nicht  glfidiseitlge,  obwol  glokliscfaenkllgo,  drei- 
Rikaotigo  Kcben   hat,  so  sind  nach  dorn  im  Anfang  von  %.  2.  anf 
Iftcllton  Saue  im  voraa»  diti  ßcradcu  bckuniir,  anf  dPoeu  diese  F  ' 
V'it^n  müssen.    Man  findet  derazurolgo  die  Kolation: 

A»(/— 2i-cosn)  =  t'/coa*« 
lErfUllt  mau  sie  durch  die  Werte: 


kao^Y 


2AcoBy 


]  orgebea  sieb  aU  Bedingungen  des  Miniinanis  17  liic  Qlßlchnnj 


3COB|SCOB)' 

/,   ,        sin*)'      \ 

V     '   4cos*j-coB2i3y       '         ' 

-{-co9<r8ia(J  (sin  »/— 


I  sim 


_2am*tt_ 
"14-  coa'j- 
2sin''a     , 


in^y     / 


2cosasinpcosp 


I  CO87— 


0 
2sini)]  =>! 


l+cos'y "  sia'y 

l[Vdcho  nnmeriscii  aufgelöst  ergeben: 

=  0,4916193  Rechte 

-  0,-24ö8096  Rechte 

=  0,6560191  Rechte 

=  0,4183803  Rechte 

H£b  zeigt  sich,  dasf  bis  auf  7  DccImalst^Uen  a  —  '2ß  iat.    Bas  T^ 
wbllltniss  algebraisch  unchzuwciseu  ist  mir  nicht  gelungen. 

In  den  fotgeudeu  Tabellcu  sind  die  Werte  der  Coordin&teD  iE 
Ecken  der  8  nicht  regeimässigeu  Polyeder  für  kleinste  Oberfläche  1 
Volnm  =  1.  und  zwar  die  Polarcoerdinaten  r,  9  und  die  xat  I 
der  rip  normale  Coordiuate  t  aufgeführt: 

VI 


n 

Tlummer 
In  Ecke. 

.      |. 

j      I 

0 

:-i 

^.« 

„ 

> 

0 

Üo 

^      ^ 

n 

1  • 

Nnmmer  i 
der  Ecke.r                  '' 

u 

1        (0 
2.3.4.5.6  a-|R-^R 

7        |0           1 

0 

r 

a  =  1,17759 
h  =  0,83268 


-0,82002 


Nnmmer 
der  Ecke. 

' 

V 

. 

1 

0 

— A 

2,3 

a 

— 1 

\ 

0 

4,  5 

h 

-3i 

3i 

0 

6 

0 

h 

a  =  1,40441 
6  —  0,72087 
Ä  =  1,00388 
A- 0,24661  R 

vn 


a  =  0,75113 
4  =  0,85724 
*  =  0,60181 


Nummer 
der  Eck& 

r 

<p 

' 

1 

0 

0 

2,3,4 

' 

-|h 

0 

1- 

A 

6,6,7 

h 

-|h 

2E 

|h 

i 

Nummer 

der  Ecke. 

' 

' 

1 

0 

— ft 

2,3,4 

- 

-I« 

0 

1« 

— t 

6,6,7 

a 

-?K 

2R 

?B 

fc 

8 

0 

A 

a  —  0,84678 
i  =0,64886 
h  ~  0,26374 
k  —  1,21629 

vm 


Nummer 

der  Ecke 

' 

' 

li  2 

a 

0  2R 

— A 

8,4 

b 

0   2R 

k 

6,6 

a 

R|3R 

h 

7,8 

b 

R|3R 

-k 

a  —  0,16120 
b  =  0,91972 
A  =  0,77298 
*  -  0,32427 


Nummer 
der  Ecke. 

' 

f 

. 

1,2,  3 
4,  6,  6 
7,8,9 

6 

2k|k 

— A 
0 
A 

b  —  0,73119 
k  =  0,54601 


Nummer 
der  Ecke 

■P 

. 

1 
2,  3,  4,  6 

0 

0 

R 

2B 

3R 

— A 

6,  7,  8,  » 
10 

0 

i« 

^ 

|. 

^H 

1; 

A 

0  =  0,68602 
h  =  0,70296 
«  =  0,87086 


Die  Obcrtläehflu  alltr  11  Polyeder  habeu  für  ein  Volnra  =  1  folgende 


iiiätr  Worte; 

Polyeder 

DlierHache 

I 

7,21.1562 

II 

6.24025 

in 

5,71911 

IV 

5,67443 

V 

5,62806 

VI 

5,53841 

Polyeder 

Oberfläche 

VU 

5^5106 

vin 

5,98543 

IX 

5,31613 

X 

5,26016 

XI 

5,14835 

Kugel 

4,83598 

.,„iuis..,.  i,.,.<jn,i,. ,;«  , 


xxvn. 

Kriterien  <)er  Hing:u1Uren  Integrule 
der  J>itroreiiliulgI«h-,liDngeD  erster  Orilnnng. 


HeiTB    r.    Veitmann. 

Rcalirhullclii'cr  tu  Dtlron. 


Von  einer  DifffroDtialgleichnng  der  crBWn  Ordnung 
tl)  /(«,»,»')  =  0, 

I  vo  y'  die  Fluxion  von  y  nach  tc,  aei  eine  AnflOBung 

Es  soll  antcrsudit  werden,  ob  diese  Auflösung  eine  ün- 
Bläre  odi^r  particulürt  ist.  Folgende  Dt^ünitioneu  legen  wir  hierbei 
1  Grande. 

Wenn  fOr  die  AntlOsung  y  =  ip(Er)  in  der  ganzen  Auadebuung, 
t  welcher  y  alä  Fonclion  q>{.t)  vou  x  gogcbcii  ist,  koine  benachbarte 
ftuflösangcin  oxiHtireu,  so  ncunon  wir  sie  eine  singulare.  Unter  bo- 
:hbartcu  Änflösungun  vurstelieii  wir  liier  sulche,  die  out^toheu,  wenn 
Uiu  iu  Gleich.  (2)  die  FDUCtJou  ip(ir)  uueudlicb  wenig  VAriiren  lässt. 
liStollen  wir  p  -^  vi«)  duruh  eine  üurvo  in  x  als  AbBcissc,  y  t^Is  Ordi- 
ä  dar,  so  nenueu  wir  also  die  Gleichoug  dann  ein  aingnlÜreB  Inte- 
'  gral,  wenn  die  Cnrve  keiue  noch  ho  geringe  FormUiderung  erleiden 
konii.  ohne  das  sie  anfhOrt,  eine  LOaung  der  Differentialgleichung 
darzustellen. 

Wenn  dagegen  in  der  ganzen  Ausdehuiiug,  iu  welcher  ipix)  ge- 
gtibuD  ist,  benachbarte  Lösuuguu  exietireu,  wenn  also  obige  Curvo 


Velfmanni  Kriteritn  irr  tt/igulHnn  fiilt^rrU 

^nrcli  stetige  FormauUamiig  iu  Biiderc  Curven  üborgc-hcn  kann,  oUiw 
!  aufliArt,  (liuo.  AtiflOBuug  der  Glcicbuii{(  ü)  tlBr/u£tt>11eii ,  i 
wir  ^  =  <p{x)  uiiiLi  partikuläre  Lübuiik- 

VerlilUt  sich   die  Gleicliuiig  </  =  »(j)  teils  in  Act  i'iucii,  Unis  i 

r  aiiilt^mu  Wuiso,  hat  sie  iu  mufin  Twlc  dfr  Äuadokuuug  der  Fanc- 

ition  q»(x)  bmiaittibartu  l.O«uu);i;ii ,  iii  luiileri'n  Tdlcu  nii-bt,  so  ist  sj« 

'    Ans    Hiiigulltruu    und   |)itrtkulären    Lüsani^eu    /.uHuinmi'ugeBvIxt,      Wir 

woUou  zmiÄchüt   auurhuivu.   dass  g  =  rpdr)  in  ihrer  gauzeu  Ausdcb- 

uung  Milwr.der  fiue   singulare   gdi;r  iinrticulari'  Lrtauiig  sei.     Lmtscii 

^  ffii"  iu  GleieJiiiiig  (2)  dit-  Konctioii  ?)(ir)  uuoudlii^b  weiug  variiren,  ad- 

r  olsd  7.Ü  n  m\e  out^ndliuli  kiuiiu'  Fuucliuii  Öy  von  ^.    Dann 

t  in  Glcii'tiung  (1): 


l"  ö(/  1.2.3 


+ 


V'M-2.3 


Wen»  ntiii  lUe  durulj  die  Varialiuu  vou  ip[i)  vcrändcurte  GlcictiäÜ 
(ä)  oboiifallH  (üu  Integral  von  (I)  sein  soll,  bh  muss  dir  reclitv  S^ite 
drr  Cileichuii^  (3),  w<>un  man  .«  und  /  als  Funvtionsu  vou  x 
Lfininomim'n  in  (:t)  cinscixt,  =  t)  w(.Tdon  für  alle  Wort«  von  x,  1 
elcbe  7(ic}  gßgehpn  ist.    Wir  uiitcracheiilen  folgende  Fftllo; 


1- 


and    -.-.  sind  nit^ht  beide  gleich  0.    Uaon  ist  daa  Inte 


1  particnläres  oder  siugaläres,  je  nachdem 


■Rlr  irgend  ein   von   Null   vei-aehicdcufh  ty  der  Null  gleich 
f'WmNien  kann  odi-r  nicht,  da  diu  übrigen   Glieder    in  (3)  ref 
iOhernr  Ordnang  sind.    Wir  lietrttchten  nun  hier  wiwier  folgende  F 


'  die  Ulcieliiiut.'  (4)  eo  xehreiben 


in  IXjttrtittiiilgUicImas'ii  ' 


Idiji 


^B  Istc 

K 

I  nne 


Der  Quotient  rccbts  ist  eine  Function  von  x,  wplclic  anch  idenüatih 
=  0  oder  = »  soin  kann.  Setzen  wir  denselbeu  =  v'(*) ,  wo  t[i'(i«) 
die  Fluxion  einer  FouctioE  *(*)  nach  x  ist,  so  orballen  wir  dorcli 


die  Dasis  der  Neper'scheu   Logarithmen  und  c 
za  nehmende  Constant«. 


eine  nnondl 


Wenn  ii<'l»)  und  also  auch  i>{i:)  unendlich  grosa  ist,  so  kann  die 
nnenrUivh  kleini.-  ronstaute  e  uur  dann  so  gewählt  werdc^u,  dass  iy 
Überall  unendlich  klein  wird,  wenn  t(/(r)  ein  eonstaules  unendlich 
Groasea  und  deshalb  «'"*')  für  alle  Werte  vou  x  ein  unendlich  Grosses 
ron  gleidihleibenJiT  Ordnung  ist     lat  das  nicht  der  Fall,  so  hat  man 

singulare«  Integral. 

Wenn   ^'M  =- 1)  oder  eudlicb  ist,  ao  liefert  die  Gleichung  {6)_ 
tets  eine  hraucbbare  Vaiistion;  der  Gleichung  (2)  sind  andere  j 
hungen  benachbart  und  das  Integral  ist  [jarticulär. 

In  letzterem  Falle  köunte  man  ein  xweites  particuliLres  Integr 
belcbea  mit  dem  gegebenen  stetig  znaamnien bangt,  sich  aber  um  eino 
nndliche  GrOase  davon  unterscheidet,  auf  folgende  Weise  erhalten: 


setze- 

,,  _  ,  +„.(.1 

„-„+..W.1 

WO  t/m  ans  p»_i  anf  dieselbe  Weiso  abgeleitet  wird,  wie  j/,  aus  y. 
Die  GrCase  e  sei  der  nte  Teil  einer  willkllrlicb,  aber  hinreichend  kloin 
gewählten  Grösse  C.  Beim  Uebergange  von  jm-ii  auf  y  wächst 
f(it,]/,y')  um  eine  Grösse,  welche  nach  Obigem  bei  gegen  0  conver- 
girenden  r,  also  unendlich  grossem  n,  im  Vergleicli  zu  e  unendlich 
klein  wird.  Der  gesammte  Zuwachs  von  /{x,  y,  y')  bleibt  daher  gegen 
ne  oder  C  ebenfalls  nuendlich  klein.  Nun  sind  aber  die  gesammten 
Znwacbae  von  y,  nilmlich  ne'H*),  ee'^il')  etc.  mit  c  von  gleicher  Ord- 
llHing,  Stelleu  lüso   zusammou  gleich  wie  cn  eine  endliche  Grüsae  dar- 


Vthmatni  'ArAtnm  Ar  MmnUrw  ÜAgralr 

KiÜiin  watliat  j/  am  eiuo  FancUan   von  endlicher  Grtase,  wS! 
Zuwni'lis   von  /(a-,./,,?')   nnimdlich  kloin   bloiht,   li.  li.   =  r 
mnaeli  ist 

y  ^  .V" 
'ein  partienUrns  Integral  von  (l),   welches  von   (2)  nm  püip  cndlid 
I         Grössf  ftljwciclit.  jedoch  Btctig  durcli  andere  i)articulftn'  lllb^g^Up  i 
[        üaascUie  UbcrgtthiM 

i 


b)  Es  sei 


,  wie  voransRnseM  in  Oleiicbnud  {2)  nicht  auch 

f-" 


¥ 


ist,  so  mass  dy  =  0  soin.    Es  Gxistirt  aUo  dann  keine  benaclibu 
AuflüNiing;  das  gugebuno  Integral  ist  ein  singiiiareg. 


<lf  ^  df 


Dann  mllssen  in   (3)  die  Glieder  der  2ten  Ordnung  zasamraen  ' 
sein,  also 

t  Ist,  80  wird  (7)  oine  Gleichung  \l»\\  Grades  für 

-,   für  weli'hi.'  dieselbe  Oisnissiou  gilt,  wio  oben  far  (4). 

f 

r^  nicht  =  U,  so  Icaiiu  mau  die  Uleichung  2ten  Gri 

untiöseii  und  erlrillf  fllr   —  —  -  einou  Ausdruck,   den   man 
auf  obige  Weise  ^u  unterBnchen  hat. 

i.  Wenn  auch  ilie  Glieder  ^tur  Urdiiuug  in  der  Gleichung  ( 
verschwinden,  Ro  setzt  man  die  der  3tca  ^0,  wetui  nui^b  diese  va| 
iliwinden,  die  der  4ten  u.  s.  w.    Es  seien  nun  die  GUod«^  di:r 


der  DifferentialyUichuiujen  erster  Ordnung.  341 

Orduaiig  die  niedrigsten,  welche  nicht  sämmtlich  verschwinden.  Setzt 
man  ihre  Summe  =  0  and  dividirt  durch  öy^^  so  erhält  man  eine 

Gleichung  »iten  Grades  in  — ^"^-    ^^  dieser  Gleichung  sei  die  mte 

Potenz  die  höchste,  deren  Coefficient  nicht  vorschwindet  Dividirt 
mau  durch  diesen  Coefificienten ,  so  hat  man  eine  Gleichung  von  der 
Form 

(8)     «+«t,te+«,y  •••+««-iy  +y  =0, 

worin  a,  Ol,  ...  Functionen  von  x  sind,  und  s  «  Igd^  ist. 

dz         1   dop    dds 

Da    j"  =*  Ä"  ^ '  ^"  *^^r  oiß®  Grösse  von  gleicher   Ordnung 

dz 
mit  Öy  ist,  so  ist    -   eine  endliche  Grosso.    Wenn  also  die  Gleichung 

dz 
(8)  für  ,    einen  endlichen  Wert  giht,  d.  h.  wenn  alle  Coefficienteu 

endliche  Grössen  sind,  so  ist  das  gegebene  Integral  ein  particuläres^ 
im  entgi^geugosetzten  Falle  ein  singuläres. 

Soll  ein  singuläres  Integral  einer  gegebeueu  Differentialgleichung 
erst  gefunden  werden,  so  stelle  man  nur  nach  Obigem  die  Gleichungen 
auf,  deren  jede  die  Existenz  eines  solchen  bedingt  und  eliminire  dann 
y'  zwischen  jeder  von  diesen  Gleichungen  und  der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung. 


xxvm. 

^  liosoiiilero  Art  von  successiven  lineitreD 
Sul>stitutIoiiea. 


'  riitiTsui'liuiiB  über  die  Wirkimgsivdse  der  Inflaenz- 
1  ViTfalirfTi  got'llhrt,   dio  Resultate  v 


Als  stetige  Fuuuticiu  vcm  x„  uuil  n,  wolche  für  gitn/.ii  WiürtO  von  | 
I  dit.'Bülboii  WcrtP  iiimiminl,  weltliü  die  auf  oiiiaudcr  t'ulgr.'mltju  E 
»t.iliitiinK'ii  licFmi,  kann  man  Jalier  j-  durcli  die  Oleicliung 


Wir  werden  schou,  ilass  bei  eiucr  grosseren  Äiiuihl  vdii  Variabeln 
l  diu  ßusnllato  der  SubBlitationcn  aus  duu  Gliciluro  oint-r  gloicbun  An- 
[  zahl  von  güomelriscbea  Reihen  zusammengesetzt  sind. 


Zwei   abbtLngii^e   Varialielii    x    und 
gloichuiigea  seien 


Die    SubstJtutiuiLS* 


(2) 


»"fl  =  t»'m  +  ßs- 


II,  h,  «,  ß  irgend  welche  Constauteu,    Diese  Gleiclinnf^oa  J 
)  zunächst  uiir  für  ganze  Werte  von  n.     Mau  kauu  dun^h  dieas 

und  y,  aus  r„  und  gni  liaraus  dann  j^^  smL  y^  etc.  erboltcu.    Dm  1 
[  die  Functionou  x  und  y  auuli  auf  gebin>cheue  Wertu  vnn  u  anszu- 

dehneu,  uhnu  dass  sie  audiüren,  für  ganze  n  die  auf  obige  Weise  I 
I  sieh  crgtbeiideu  Werte  anzunehmen,  konnte  mau  auf  folgL'udc  Woiac  j 
l  verfuhren. 

Man  setze  z,  B. 

j«n  =  ",'••  +  '',  a- 


Hl 


15) 

Dies. 


aus  i'.i)  in  (4),  so  erhSlI  nmu 


(ileicbiiiij^en  niilsucn  mil  ('2)  nlierein stimmen,  alan 

1  Uieraus  kOnute  man  nun  <i,,  />„  n„  ß^  bereebucn  und  die  Gleiebungeu 
(  (3)  oder  (4)  wUrden  dann    für  ganw  Worte   von   »  dieselben  Worte 
t  und  1/    liefeni.  wie  (2),   ausserdem  aber  auch  nfii'h  weJdie  für 

=  )-. 


Ebensii  kiliiute  r 


1  setzen 


■"U  -=  «la-B+Aii/« 


i'fllmann:    i'thrr  nitii  betoniirre   Art 

Dann  aus  fß)  in  (7).  dnrnuf  aus  (7t  tu  (f)  siibstitnir«! ,  dleX 
iLScnt«n  von  (H)  ticni'ii   iti   1'2)  gloicb setzen  und  aus  den  orhalto 
Glcidmogcii  ((,,  A,,  o,.  ßi  licrwhiio«.     Die  Fuiictioiieii  j-  arnl  j  " 
1  »nch  fflr  n  =  J,  1.  li     •  .  gßgt'bou.  blltteii  aber  fOr  n  —  1,;^ 
\.  noch  liieselbeu  Wiirtc  wie  früher. 

Aur  (liesi'lbe  Wuiso  kfiuuto  man  das  lutervoU  1  iltu-  gtattia  W« 
von  n  in  bi-iiebig  vinlc  Toilo  xuili^gon   aud  ilic  Puucticuen  x  i 
auf  die  onlsiireftbcndeu  Brnthzahlen  ansdohnon.    Wir  woUeu  diu  Z 
ditiser  Teile  unendlich  gross  iiclimuu  and  jcd^u  derselben  --«/«  sei 
)  dasB   wir  X  iiud  y  als  i^ontlnuirücho  Functionen  von  n  crbal 
9  aber  rur  gau'zi;  Worte  des  »  die  den  Gleichuagen  (-i)  cntsjir 
1  Wert«  Buuehiueu.     Da,  wcim  n  sich  um  oiu  uueiidlich  kloil 
I  Hudurt,  a-  Dud  y  obünfaliü  tinr  anendiich  kleine  Aondernngenj 
Ion  dürfen,  su  können  tr„^,t„  und  yMifn  resp.  von  vn  und  ygj 
1   Grössen   von    gleiclier  Odnuiig   mit    r/n   verschieden  aäte. 
Issi-^n  daher  setircn 

3'»+rfn  =  (l-j-ai'in)*»-|-//,ifti;/„ 

Wenn  wir  auf  beiden  Si'iteu  in  der  ersten  dieser  ülcicbongcu  a 
der  zweiten  y*  subtrahiren,  so  kCinoon  wir  dieselben  so  schrGib« 


^) 


)  AunüRuuK  dieser  Differentlalgleichnngen  hat.  die  Funn 


»WO  ^1  nnd  i-,  die  lutegralionscon  st  Anten  sind,  /„  ?„  /i,  »,,  i-,  tindfl 
aber  von  »„  A,,  o,  und  ß,  abhängen.    Letztere  sowie  auch  die  Daf 
ronljalglpii'lmiigen  ln'rUckBicIitJgcn  wir  jedoch  niebt  weiter 
gehen  wir,  nadiitem  wir  als  die  Form  di'r  gesoehton  Functionen  i 
jonige  in  den  tileichungeo  (3)  erkannt  haben,  nnmillelbar  \ 
ans  und  hestimTiicn  sHmnitliche  Conslantcn  in  derselben  der  Itcdingt 
geinILts,  da»s  rn  nnd  yv  t^T  ganiic  Werie  von  »  iliescihen  Werte  | 


nehniou,  Vfülche  sio   gi'iriäM  ileu  Oleii:hTiiigcu  (2)  crlialten.    Hipriu 
ist  imn  ZQuOchst  crfonlerlich,  da^  r^  nii*l  gn  in  <lcii  Ok-iuhui 
für  «  =  0  die  Werte  r„  und  sti  Haue  hm  en,  also  daas 

Sotxeu  wir  jetxt  in  den  Gleicliuugcn  (l')  n  =  t.i,  und  nidimeu  fQr 

I  iTo  und  yo  die  Werte  aus  (10),  so  müBseii  sich  liierdnrch  für  i,  und  j, 

H  den  6l(tic)iungcn  (2)  rlieselbcn  Werte  ergehen,  win  aus  (9),  wenn 

wir  dort  h  -^  1   aetKcu.     Dieselbe   Uebereinstinimnng  zwigclion   den 

Gleichungen  ('i)  und  (9)  muss  bestehen  beim  Uebergange  vou  x, ,  y, 

auf  «f.  Si>  von  a-,,  y,  auf  r.^,  Si  u.  B.  w.    Allgemein:  Wunn  wir  iu  (2) 

I  fOr  tn  und  ffn  die  Werti-  aus  (9)  hcU<'ii,   so  niOsaeu  sich  fUr  ir>,]i 

I  and  jb+i  dieselben  Worte  ergeben,  wie  aas  (9),  wenu  wir  hier  n-j-l 

Lt  n  sctKou.    Wir  haben  daher  die  Gloichuiigen 


|ai) 


I  Dieao  Oloicfanngea  können  für  alle  gauzen  Werte  von  a  nur  atatt- 
'  finden,  wenn  man  die  (ilieder  mit  gleicher  PuteuzbiiNia  glnuhsetzt, 
I  uud  sie  gelten  dann  Überhaupt  fttr  alle  Werte  von  «.    Es  mnss  sIbo 


(lÄ) 


'   sein,     Die  beidou  Gleichungen  liokfl  unters iiheidcu  aich  vou  c 
roubts  unr  durch  Jie  Indices.    Beide  Paare  könnuu  daher  repraaentirt  j 
werdeu  durch  di^'  Gleichungen  ohne  Iudic«s: 
fi-  -.  af-\-bg 
gr  •=  of+ßg 
f  oder 

lr-a)f-hg  =  0 

Diese  Glüicbnngon  habe»  in  Bezug  auf/  und  g  die  Auflüaund 
i   (14)  r:„  =  r-ß:it 

unter  der  IWinguiig,  JasM  die  Determinante  der  Coi'fficicnlBiIi« 
I   (15)  (r— a)(r-|3)  — t«.  =  U 

Lftzlere  Gleichung  liefert 


vr 


IHH^HflCS^Hm 
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■ 

Wir  wollen 

^ 

(17) 

V'-*['^)-' 

Betztm   und  den 

Wi'rr   von  r  mit  +ip  für  rj,  di-n  mit  — 

.'  tu  d^l 

nelinieii.    Wenn 

wir  dann  iu  der  Gluidiuiig  (1-1)   luidi  zu 

/  iiikI  j^H 

die  iMitsiirocboiidi 

m  ludicos  setzen,  so  küuuun  wir 

■ 

(18) 

?i  =  ff*  =  *                   1 

J 

nebmi'H. 

1 

^^^^^^1 

Aus  dou  UloicLuitgEiQ  (1<J)  erLält  man 

^^H 

fr, 

^1 

oder  nach  (IK): 

von  auccessiven  linearen  Substitutionen» 
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Ans  (17)  ergibt  sich 

a-ß 


(T^+»)C-i^-»)- 


bei 


(21) 


ttXt 


y 


und  man  kann  daher  die  Gleichungen  (20)  verwandeln  in 

+ %;, \-i-  - "') 

2;^ V-2~  +  "'j 

+ 2*; 1,-2 — «"  j 

Fttr  ganze  Werte  von  n  erhalten  diese  Ausdrücke  dieselben 
Werte,  welche  man  für  xn  und  yn  durch  successive  Substitutionen 
gemäss  den  Gleichungen  (2)  erhält 

Femer:  Wenn  man  statt  von  a^  und  y^  von  den  Worten  der  x 
und  y  ausgeht,   welche  sich   aus   den  Gleichungen  (21)    für  ei  neu 

zwischen  0  und  1  liegenden  Wert  -  von  n  ergeben,  so  liefern  die 

Gleichungen  (2)  für  n  =  --}-l, -+2   .  .  .     die   nämlichen   Werte, 

welche  man  aus  (2)  für  n  =  -+1,  -  +  2  . . .  erhält.  Hätte  man  also 

q         q 

mittels  der  Gleichungen  (21)  die  Functionen  x  und  y  für  alle  ge- 
brochenen Werte  von  n  zwischen  0  und  1  berechnet,  so  könnte  mau 
sie  für  die  übrigen  gebrochenen  Werte  des  n  auch  mittels  der  Glei- 
chungen (2)  erhalten. 

3.    Wenn  die  Wurzel  w  imaginär  «-»  ui  ist,  so  kann  man 


(22) 


setzen,  wo 


)  «  — ^±1»  =  p(co8ai:tsina) 


a—ß 

— ^  dt«»'  ■"  V(COBT  ±»8inT) 


p  =  >  oj9  —  fto 

a+ß 


Wcun  wir  aus  (22)  in  {21)  uiusotÄtJu,  so  wird 


-ij?(cüsr  —  isinr)«n      ,  i   .-        , 


,  wcmi  man  die  Glicdor  mit  r^  sowie  die  mit  i/n  /nsiimmcuzicht: 


l  sein,  also 

Die  den  Olniobungen  (11)  entsprachenden  Bind  jetzt 

Damit  iliesellion  fUr  jeden  Wert  von  n  stattfiiKlcii,  muas 


dv 

M) 

!7) 

sein.    Nehmen  wir 

(16),  also 

(28) 

nnn  für  r  den  einzigen  Wurzelwert  der  Gleicliung 

nnd  setzen  diesen  in  die  Glciclinngen  (26),  so  erbalten  wir  ans  di^| 

'^■.+h,           fl 

^B 

19) 

e.---+T"                    ■ 

Sa  aber  die  Gleichung  {16)  alattdndet,  welche  die  Bedingmig  der 
AnflOsbiu-Iceit  der  Oleicbaugeii  (27)  u&cb  f,  nnd  jr,  darstvlU,  i 
faftlt  mftn  ans  dieson 

3 


ffi :  tf«  = 


:~n  =  i!.:'^ 


e  Gleichnngeii  (29)  nnd  (30)  barnionircn  mit  einander,  da  in  e 
!  Coofficienteii  sowobl  vnu  tn  ^'^  ^on  y,,  dasselbe  VorbältnisB 


tuiben  wie  «t  und  ;,  in  (30).  Setien  wir  non  m  (9B)  nid  (ß8)  Sie 
Werte  von  ^i,  ^  und  r  in  (3&),  u  wird 

&.    Drei  Varitble  r,  y,  ■;    Die  Sabatitittonen  seieB  dwgnteltt 

dnrch  die  OleichnngCD 

(31)  »t»+i  —  «i«"+*il»t+'^*' 

Dieselben  liefem  ^r»,  ^h  and  ch  nftch  nnd  nach  für  alle  ganzen  Werte 
von  n.  Um  anch  solche  für  alle  Zwi Bebenwerte  von  n  einioscbalteu, 
golaugcii  wir  ganz  auf  dicBolbe  Weise  wie  frflher  in  zwei,  m  Jetzt 
zn  drei  simultanon  linearen  Differentialgleich  sogen  mit  coaBtanlen 
Cocflicieuten,  worans  sich  dann  die  Form  der  gesuchten  Functionen 
ergibt.    Die  den  Gleichnngen  (9)  entsprechenden  sind  nftmlich  jetzt 

«  ==ft,i;,r,--f  Ä,fc,r,"-f  A,*jrj» 
Den  Gleichnngen  (10)  entsprechen  diese: 

!^  -/!'=.+/.*.+/.*» 
(S3)  yo-ft*i+ft*i+ftAs 

und  den  Gleichnngen  (11)  folgende; 
(34) 

=  (»fi+iff.+'^^)'-."+(«»/.+*?.+«'A.)V+{«/i+*ft+s*»)V 
ft*i'-,»H-|-p,fc,r.-t»+ff,A,r3-+' 

=  (o,/"j-Mrfi-|-e,fti)r,"+(a,/,-|-i,a-|-c,A4)f-,"+(Oi^s-f-Ä,ft-f-<!,*j)^- 


1  Suhll 


Setzt  m&ü  die  OlipikT  mit  gleicher  Poteiizbasis  (nnander  gleich  un 
divtilirt  r,",  r,",  Tj".   «owii*  t, ,  *,  und  k^  heraus,   so  erhält 
9  Gleichungen  in  3  Gruppen,  die  sich  nur  durL-li  die  Indicea  ut 
scheiden  und  die  daher  reprlisetitirt  werdun  kOnneu  durch  die  ( 
cliDsgüii  ohui'  ludicea 


/■ 


''i/+(fti-'-)ff+f|A  =  0 

Diese  Gleichungen  sind  uuflüsbar  iu  Uciu^  auf  /,  g  und  h   und  ihid 
AuflOsuTiK  ist 

(35) 

nnter  der  Bedingung,  dass  die  Determinante 


bor  Proportion  (35)  gemäss  können  wir  nu] 


c,Ä, 


S«.     Wenn   diese  Gleluhung   3tt'Q  Grades  drei  Torachiedcne  Würz 

Iia  nehmen  wir  eine  fUr  r,,  eine  andere  für  r^,  die  dritte  i'Ur  r 
bor 

nehmen.     Setzen  wir  diese  Worte  in  (33)  ein,  so  liefern  uns  die« 
fif  and  tg.     Diiniit  sind  dann  alle  Couatauten  der  Gleichniigon  (! 
nimt  und  können  in  diese  eingesetzt  werden. 


r,- 

■•■.««i- 
-»,(•. 

1,  _ 

«,(,. 

-(',- 

',)«■ 

A- 

(»,- 

■'.)(<.- 

-r,)- 

ff. - 

c,a,- 

-«.(«. 

-'■) 

*t- 

■",». 

-(»,- 

r,).. 

f.- 

.  (J,- 

-r.)(r. 

-••.)- 

?j  - 

<-,a. 

-a,(., 

-'.) 

Aa  = 

■«,'.. 

-(''■- 

',)-. 

^^^Bninit 


Sollten  zwei  WurzelQ  der  Gleichung  (36)  oder  anch  alle  drei 
einander  gleich  sPin,  ao  verfiihrt  man  ganz  in  derselben  Weise,  wie 
iu  don  cuteprectlipndon  Fällen  bei  der  Auflösung  von  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen. Für  den  Fall  vüu  zwei  gleichen  Wurzeln  r  nnd 
einer  dritton  g  i.  B.  würden  j-,  y  und  ä  folgende  Formen  erbalten: 

~~  =  (A,  +  A,n)r"  +  A,p- 
Im  Falle  dreier  gloidion  Wurzeln  r  wären  die  Formen 

=  =  {A,  +  A,,.  +  A,«i')r," 

(J.  Gan^i  in  derselhon  Weise  wie  bei  zwei  oder  drei  verfiUirt 
man  aiicli  hei  einer  beliebigen  Anzahl  Variablen.  Hat  man  deren 
m,  so  ist  die  Lösung  dor  Aufgabe  von  oiner  Gleichung  mten  Grades 
ahhitngig. 


.■    nfori,  ,l,r   n«l'i>->lf'<   hituta 


XXIX. 
l  Tiieorifi  ilcr  IIoltxNclien  InflutinzniAsehinr  zwoHrr  Ali 


In  Band  Uil  von  PoggendorlpB  Annalcn  der  Physik  und  Chflnrfl? 
rjMg.  hVA  babe  ich  App)irate  best^hricbcii  niiil  dcri>ii  Wirk ongs weise 
I  theuretifli'li  ubgoloitut,  welche  dorn  Prinzip  nach  im  Wesentlitbeii  mit 
dor  Uolta'acheu  Mascbiiu'  prsttr  Art  übereinstimmen.  Daa  dort  on- 
gowandto  Verfahren  war  Jodocli  nicht  geeignet,  alle  EigentDinlicIi- 
keiton  jener  Apparate  erkennen  ?.u  lassen;  namentlich  ergab  sich  da- 
durch nicht,  das»  bei  den  unter  gewiason  Voraussetzungen  eintretenden 
hcsUudigOD  Umkehniugeu  der  Ladung  eine  fortwährende  Zunahme 
der  positiven  Muxima  und  negativen  Minima  stattfindet.  Inzwischen 
habon  mich  die  der  gegenwärtigen  Abhandlung  vorhergehenden  Ent- 
iridielaugen  suecessiver  linearen  Substitutionen  in  den  SUud  gesetati 
die  aul'einaodor  folgenden  Ladungen  durch  analytische  Ausdrücke  dar- 
«nstelleii,  wodurch  man  dann  eine  vollständige  klare  Einsiebt  in  dio 
Wirkungsweise  jener  Appai'ate  erhält.  Da  letztere  noch  nicht  auB- 
goführt  sind,  so  untt^^rlasse  ich  es  vorlänlig,  darüber  Weiteres  zn  ver- 
öffentlichen. Dag(>gea  sull  eine  auf  dieselbe  Weise  erhalten»  Theorie 
^^^^er  Uoltz'schen  Maschine  zweiter  Art  hier  auseinandergesetzt  werdeu. 

^^Beliet 

P: 


Mehreren  von  einander  isolirteu  Lüileru  ?l,   SB  etc.  mfigen 

eliebige  dektrixche  Ladungen  ^1,  B  etc.  erteilt  worden.   Im  Zustande 

i  (ileichgcwichts  i«t  dann  die  Dichte  in  irgend  einem  Punkte  so 

s  auch  die  Ladung  eines  beliebigen  Teils  der  Gesanimtobertläche 

9  lineare  Function  der  einzolnen  Ladungen. 


Man  erkennt  die  Richtigkeit  dieses  Sat/es  leicht,  wenn  man  zu- 
erst %,   dann    ^    ti.  h.  w.  allein   elektrisch  macht  und  dann  die  so 
erliitllonen  einzelnen  elektrischen  ZuslÄudr  übereinander  lagert,  d,  h. 
jQ  jedem  Punkte  die  staltgefundeneu   Dichten   addirt.     Di 
T«U  LVIU.  18 


'eliaanni 


yeln'i^tit  JiubMinaMiWK»  m 


r  An 


Ldnxolaon   Lolt«rn  constanten   Potontlole  aildircii  sich  dann  ßln'ufallB 
nnil  dos  Glcicligewiclit  bleibt  also  tiratcben.    T>n  nun  dio  der  L 
(lines  eiiizelm-u  Loilurs  ('»(»iirechondoii  biobti.Ti  dcrselbRii  iiroportl 
fiinil,  so  linim  man,  wenn  E  dio  Dichti»  lu  irgend  einem  INinktP  i 

die  Lndung  irgend  cini.'s  fitichonteils  ist, 

f  -  aA  +  hä  +  eC  ... 

I-flCtxcn,   wo  n,  ''  etc.  constanU-  Grßsscu  sind.    Wir  nmnrn  iiitn 
(itKe  Coeffii'ientcn  der  lutluenz  des  belrt^ffnuiicn  PiiiiklßB  oder  FlOrt 
dlB  resi).  durcli  SU,  9  olc 

Eine  l^dnng  dur  Masciiiiic,  hei  wolclior  einander  diamAt 
^nnbcrlieKondc  und  von  der  goometriBcLen  Aie   nleicliÄbstohondo 
mkle  ontgcgi^'u gesetzt   und  gleichstark  idcktrisch  sind,    ni-nnitn  wir 
i<^ne  symmetTisdiu. 

3.  Die  MaacUinc  habe  zuuäcliHt  statt  der  tilasachoiben  zw«l  ein- 
ander  uniBChlicsscndo  Ringe  von  Bolr  dUunon,  zur  Axn  parallolcn  und 
deshalb  in  der  Fig.  1  als  Punkt<i  erscheinendc-u  Metallstttbilieii ,  dio 
einander  ealtr  nahe  aber  zugleich  so  isolirl  siud,  das  ein  l'ebcrgauit 
vuu  Eiektricitäl.  zwischen  donsolben  nicbt  oiutritt.  Die  Condtictoreo 
enden    hier  iu  Spitzen  S,  >S',    T,    T'.     Die    Stäbchen    des    Ikaaaeren 

■BiugcB  seien  iu  der  rechten  HälftQ  alle  gleich  stark  positiv,  iu   der 

|.1liikeu  ebcuso  stark  negativ  clektriecb,  Die  Ladungen,  wdehe  diu 
tpit;ti'n  S  uud  'S'  gegen  überstehen  den  Stjllicbun  tt  und  ft'  des 
iunoreu  Ringes  erhalten,  sind  dann  liuoare  Functionen  der  Ladangen 
der  äusseren  Stabcbcn  uud,  da  dleae  dem  absoluten  Werlv  uacJi  M" 
gleich  sind,  einer  derselben  proportional.    Mau  kann  also,  weiui  mM 

'   £e  Ladnngeu    mit    den   eutsprech  enden   lateinischen    BacbstabBU  ] 

KEtichnot : 


•fl) 


-qt 


setzen,  wo  —9  die  Summe  der  (s&mmtlich   negativen)  ( 
der  Intlneuz  von  K  durch  die  äasaereii  Stäbchen  ist.    Obschon  ■ 
jeder  einzelne  der  letzteren  kleiner  als  1  isl.  so  wird  doch  ihn'  Sai 
bedeutend  grösser  sein.    Die  bcnaiibbarten  Siikbclien  l^  und  i,  m  4 
kl'  und  ij'  stehen   nur  wwiig  seitwärts  und  wirken  dahtT  I 
MriwDBO  stark,  wie  t  nnd  f.    Da   nun  für  letztere  beiden  nlleJIi'^ 
icoeffidenten  ünsaninien  nur  wenig  kleiner  als  t  sind,  su  n 
i  bloB  für  dio  aecliB  t,  I,,  t,,  [',  t^',  V  schou  betiilubtlivli  { 


LasBcii  wir  dio  Stabeben  einander  nnendlich  nabp  rücken,  so  z 

alten  wir  znsamuK-iihltiigcnde  Holiliyliiider.     In  der  GleichuTig  (1) 

!ltJ)riiieu  wir  nur  dann,  um  diesoIbE«  zwiecben  ondlicbeu   Grüssen  zu 

l'luibeu,  unU'r  K  auil  k  Xva  (.'Icktiischcu  üiuhtou  auf  dum  inniircn  uuil 

Ideni  ttusBercu  Cj'liudi/r  vcretehen.     Vorwirklichon   lasst   sinh   dieser 

all  darcb  düimo  Ringe  aus  uicbtloit^ndiMn  Material;  die  innere  Fläche 

I  inneren  und  dio  äussere  des  ILussercn  Ringes  Etellen  dann  jene 

tfdeii  Cylinder  dar     An   die  Stelle  der    einfachen    Sjiit/e.n    müsBeu 

I  den  Eupeu  der  CnudactorBu  Metallkümnie  tretea,    Dass  wir 

|er  Bolehe  Ringe  stati    der    Schoilicn    nehmen,    gescliioht   bloH   der 

ssereo  OeutUchkeit  der  ZeiuLnougon  wegen, 

Nehniöu  wir,  gemaBs  Vorigem  statt  der  Stäbchen  gläserne  Bingc 

raussetzeud,  auC  dorn  äusseren  Ringe  wieder  uine  solche  symme- 

isebe  Ladaug  an.  das»  die  ganze  rechte  Htllfte  positiv  clckarisch 

llht;  jedoch  sei  die  Diebte  in  den  beiden  llälften  nicht  constant,  ohne 

I  Ubrigcus  in  der  Nähe  der  Kämme  &  nnd  S'  ecbnell  zn  ändern. 

pfcun  niau  daiui  die  Wirkung  der  eutfuruteren  Punkte  vcrnachll 

\  kann  mau  auch  hier 

ff  =  —  «A 


iäao^H 


Zngieick  sei  aneb  der  innere  Ring  in  der  Weise  symmetrisch  ge- 

,  dass  dio  obere  Ilälile  positiv  elektrisch  nnd  die   Aendernng 

•  DichU^  weuigRlens    iu  der  Näbi'  der    Spitzen    T   und    'i"    keine 

ksche  ist.  Der  Cuuductur  wiid  dann  auch  durch  die  benaehbartcu 
ikte  dcB  inneren  Ringes  iuHnenzirt  und  die  Diuhte,  welche  hier- 
Drcb  den  Punkt  t  erhält,  kann  man  der  mittleren  Diclite  der  beuacb- 
u  (eulgegeugesetut  cb'ktriscbenj  Punkte  proportional  setzen.  Wenn 
fbo  etwoa  oberhalb  &  die  Diehte  =  K^  und  etwas  unterhalb  —  K^ 
,  80  kann  man  den  beiretfeuden  Teil  von  A' 


=  -6(Ä,  +  A',) 


,  «o  6  eine  positive  konstante,  bei  welcher  biusiebtiich  il 
)  eu  berücksichtigen  ist,  dass  in  ihr  der  Divisor  2  mit  enthalten 
Der  Wert  von  K  ist  also  jetzt 


a  gestattet,  für  ff,  und  A',  die  Dichten  zu  uehmen,  welche 
r  Paukt,  der  augenblicklich  dem  Kamme  .S  gegenüber  ist,  kurz  vor- 
r  und  kurz  uaebber  hat. 

Allvs    hier    Gesagte   gilt   auch    t'ur   die    Ladung   des    Susseren 

1  durch  die  Kämme   T  und   T'  in  Folge  der  Influenzwirkung 

>  Inneren  Ringes  so  wii>  der  benachbarten  Punkte  des  i< 


Vulla 


t  JXaoTH  ihr  Snltt'tdrta  InfiirnnmanAhif  mu/Mr  Art.'  I 


*.    Jcdtr    Puukt    jedes  dor  bnüiou   tUu^e  geht   w&lireiid   i    _^^ 

rillft]l)Cn  üniilnbuiig  ciumnl  au  miicm  ikuselbou  luiiduDdtui  Kamme  vor- 

unher.      Wir  wollm   dustialli   die  LaduiisMn'lt'ningi'ti   in   InU;rvBllt^n 

krön  eiüi'r  halben  irnidrcboug  bestimme»    Vitrfotgcii  wir  zu  dem  Endo 

E(Ho  Wf-L'hBülwirkuug    uweier  Flfcheuclomuntc  A  dt's  inueron  uud  Jf 

iriui  Uingcs  (V'ig.  2.),  wclulic  nacli  der  «teii  [laDidrnliuug  der 

«chmo  in  A,  uuil  Oi  by(iiidlii:l  um  dou  gluidieu  Winkel  tp  von  der 

!^inic  SS'  itbatcben,     Wir  »l'Iiiiiüii  au.  daes  bi'idc  Ringe  mit  dtTHolbcii 

ßeschwiiidigkvit  siih  dri'hmi,  der  iiiuen>  uat^h  reulits,  der  Unssere  uai-h 

Inka.    Eh  ist  ohne  Wcitorcs  klar,  dnoH,  wenn  die  Ladmi};  auiünglich 

«ine  symmelrisclK'  vun  der  in  ä.  augoKebonen  Art  war,  sie  dies  aueh_ 

f.Meta  blf^ibt. 

I  iltT  itli'u   Halbdrehung   heiiüicbuou   wir  die  Dichten   in  i 
Pnnkten  /l,   uud  ü,   mit  j«  und  j«.    Wird  ituu  weiter  godre 
treffen  ilic   beiden  Bingclemento  A  ood  11  dem  Kamme  S  ge^j 
/.usammeii  und  A   erhält  durch  IntlneuK  von  Soitrn  des  li  ans  d 
,  Kamme  S  die  Dichte: 

—  q^u- 

FUnmittelbar  vurher  war  die  ififhte  des  A'=  r«;   onmittelbar  r 
List  Bio  dieselb«,  mit  welcher  naeh  der  7i-|-lteu  Ualbdreliuug  J  in  1 
Zukommt,  alsu  — — o-n-M',  mithin  erhält^  ferner  uocli  durch  liiflueu/ 
u  Seiten  der  benachbarten  Punkte  des  inneren  Ringes  die  Dichte* : 


iDic  gerammte  Dichte  wird  demnach 


m). 


■JCit  dieser  kommt  nach  der  n-j-lten  Halbdrehung  A  in  A,'  u 
Vfoh  ist  sie  dann  in  A,  -. 


iW 


r«  +  l  -=  9ya+6(it«— ir«|i)- 


Nachdem  A  uud  B  nach  ihrem  Zuaammeutrelfen  bei 
1  90"  weiter  bewegt  haben,  stehen  sie  einander  und  den  Käu 
P  und    'J"  gegcuObcr  iu  A^'  und  i*(.    Die  Dichte  in  A^'  i 
dieaelbo,  mit  welcher  A  uach  der  n-f  Ken   Ilalbdrehuug  iu 
tommt,  also  — »-«+1,  mithin  +irn^\  die  in  J,,  so  das  alsu  tl  i 
'.  von  Smton  des  iniicreu  Ulugos  die  Dichte 

BrhiUt.  Uumittelbar  vorher  lialt<-  /i  dir  Dichte  y„^  uimiittelhar  i 
r  diejenige,  mit  der  es  nach  der  n  +  Hen  Ilalbilreliunj;  in  Ä,' 
mmt,  also  —  .vn+i;  mithin  erhält  li  noch  durch  lulluenz  t 

der  auf  dem  fiuasereu  Uluge  beiun'bbarteu  Punkte  die  Dicht«* 
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Die  gosammto  Dichte  wird  also 

Mit  dieser  kommt  B  nach  der  n-\-\Uin  Halbdrehung  in  B^'  an;  folg- 
lich ist  sie  dann  in  B^i 

(5)  yn\\  =  garM+i+^(yn— ^M+i). 

Wenn  mau  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  anders  ordnet  und  zugleich 
den  Wert  von  xn^\  aus  (4)  in  (5)  einsetzt,  so  kommt: 

^    (  g         I     ^        \l     * 


^n 


oder 


(6) 


Diese  Gleichungen  stimmen  mit  den  Gleichungen  (2)  in  der  vorher- 
gehenden Abhandlung  überein,  wenn  wir  dort 


i+i       i+i 


setzen.    Wir  können  daher  auch  die  dort  erhaltenen  Formeln 

^- [-.2-+"-)  +    -27r- V"2    -"7 

-2;-- y  -  2-+"-j  + 2;;:^ [  -2    -"■ } 


(7) 


anwenden,  worin  jetzt  x^^  und  y^  die  anfänglichen  Ladungen  in  den 
Punkten  A^  und  i^j  sind,  und  n  die  Anzahl  der  Halbdrehungen  ist. 

£8  ist  jetzt 


■(  rfer  nillt-tfhf  V'!rf"fi 


■,\_1±ß^,^^  o-\-ß±Vla-ß)'-ib<' 


-  2(14-«)* 

■Die  QaidratwBi^ol  tat,  da  5  ;>  1,  grösser  alH  q*+2l;  wilre  sie  di<| 
l'lileicli,  80  wUrde 

'  1+21+1* 


"Aas  ■]  1>  1  folgt  also  nucli  r 


a+ß 

-  -  -+ir  >  1  nud  es  wachBen  o 

ber  die  Ausdrücke  für  r  umA  y  iii's  Uuondlitho.  Dio  Laduut;  dor 
Mascliine  wird  dt-mnacb  zninAlinicn  an  wfiit  es  die  Uiivollkiinimoulir>it, 
dor  Isoliruue  ziiiaast.  Was  r,  betrifft,  so  aiobt  mau  luiclit,  das8  es 
in  jedom  Falle  positiv  ist. 

Die  Gloicliungen  (7)  liefern  den  clpktrischou  Zustand  uai.'h  iduer 
[  balicbigon  Anzahl  von  Ilalbdrclmngen  für  alle  Funkte  di-r  Quadrauti;n 
■'11  des  innerou  nud  III  des  änssercn  Riuges  nud  somit  hik'Ii  für  din 
Wdlametral  gegeiittberliegendeu  IV  des  iTinßren  und  I  des  äusseren,  um 
K^e  cntiprccb enden  Gleichungen  anch  für  die  übrigen  Qnadrnnt«n  la 
^Mrfialton.  kann  man  von  den  Punkten  C  des  inneren  und  D  des  llilt- 
»erpo  Ringes  ausgehen,  IIa  von  diesen  D  zuerst,  bei  dem  Kamme 
Kf  nämlieh,  zu  einer  neuen  Ladung  gelangt ,  so  braucht  man  nur  dio 
B^chtu  iuD  mit  x-  und  iiT  C  mit  j/  7.n  bezeiehnen  und  kann  dnuu  ilit^ 
KFormeln  (7)  unverändert  zur  Anwendnug  bringeu.  Da  die  Quadrat- 
Bvnrjel  h-  =V</  +  ii/l+iq'l''  in  den  Gleichungen  (7)  bei  jedem  Werte 
VVou  q  und  l  rooll  ist,  so  köuncn  iieriodisiiho  GrOsaen  in  den  Glel- 
Kebvngcn  nicht  orschoinen-,  eine  Limkelirung  der  I.adnng  kann  also 
widemals  eintreten. 

M        Um  die  Maschine  in  der  hier  angenommeueii  Weise  in  Tätigkeit 
Hini  setzen,  konnte  man  aus  den  Kfitnmou  S  und  S'  durch  gleich  sturlt 
Evirkondc  entgegengesetzt  elektrische  Inducenten  wHbrend  einer  halbco 
KUmdrebnng  Elektricitat  heraus;:ieben     Wenn  man  statt  dessen  ^^| 
■Ititieu  dieser  Kämme  iiitlueuKirl,  so   wird  die  I.BdnUfj  zunächst  ^^| 
waasymmetrische-,  indes    sti'Ut  sich  der   syniiuetrischo  Zustand  iln^| 
WH^  T&tigkeil  der  Maschine  nach  und  nach  von  selbst  her.  ^^H 

^        4.    Uie  Mascliine  sei  in  der  vorhin  betrac bieten  Wejsc  in  To^H 
Kfccit,  so  dass  also  in  den  Quadranten  11  und  \\  beide  Itlngo  f^d^H 
l.oaniig,  in  I  nud  III  entgi^gengesetxt  elektrisch  sind.    Wenn  mau  dann 
V  uf  dem  einea  Ringe,  etwa  de.ni  inneren,  2wi.'«i:hc-n  den  Quadranten  II 
Bmid  TV  einen  dritten,  unterbrochenen  Oonductoreu  (mit  versrhiebbwa^B 


r  äolls-nhii   Inßaii\ima:.chlue 


3Ö9 


Ebklroden)  anbringt,  so  wird  hierdurch  die  Tntiglceit  iltT  beiden  »n- 
durcn  uicbl  boeinträvbtigt.  Obgleich  nlinilich  niiflinglich  liurub  die 
l^ns  dim  KUmmeii  des  nenen  Condneturs  nugströracndo  ElckUicität 
>  dp9  iiiiioren  Ringes  iientrnliHirt  wird,  so  treten  denselben  doch 
limnicr  wieder  neue  I'utilcte  dos  letzteren  ifcgenöber,  welelie  ebenso 
|Btark  elektriai-b  sind,  wie  die  frOhen^ii.  Itidom  nun  hierbei  die  boiilon 
Xllütleu  des  aeucD  Oondnctora  sich  mit  immer  grüaseroii  Mengen  vqq 
rcRi'Uti^n  I'^ilektridtAteii  laden,  wird  die  Ausströmung  aus  den- 
tiolbou  immer  geringer  nud  srldiessliiih  ^=  0.  Dann  ist  also  der  innere 
^ing  den  Spitzen  des  nouen  Conductnrs  gegenüber  ebenso  stark 
jilektrisi'h ,  wie  frillier,  und  da  an  diesen  Stellen  beide  Ringe  gleicli- 
j:  elektrisch  sind,  so  wird  die  Spannung  in  den  Elektroden  sehr 
^deutend  sein.  Ist  die  Dlstiinz  derselben  klein  genug,  ilamit  bd  dem 
iximniu  der  Ladnng  oder  noeh  Cirtkher  Funken  Uberspvingeu,  so  wird 
E  Erscheinung  in  regel massigen  Zeitin tcrvjtllen  fortdnucm.  Eine 
rllmkeln-ung  des  Stromes  kann  aneb  hier  in  keinem  den  drei  Cou- 
dnctoron  eintreten. 

Die    hier   beschriebene   Einrichtung   entaprichi   der   niilt?.'schon 

Masdiinc  mit  einem  sogenannien  schrägen   (^oudue.tor  (Poggendorff, 

Annalen  Bd.  I5<>.  i)ag.  2\.),  nur  dass    hier   der   schräge  Cunductor 

nicit  einer  der  gesclüosBenen ,  sondern  der  unterbroehene  ist,    Diese 

LAnordiiung  ist  anch  wohl  die  natUrlichivi',    Die  Glasrtxige  mit  den 

ueschlosseuen  Cnndui'toreu   stolleu  ileu  eigentlichen  die   ElektricilAt 

Btets  in  gleicher  Stärke  erzeugenden  Apparat  dar;  der  offene  Con- 

Eductor  wir<l  hiuzugel'iigt,  nm  die  .'i'^rugte  Elektricitat  zu  irgend  wel- 

Bi}heu  Zwecken  zu  benutzten. 

I  Wenn  man,  statt  einen  besondorcn  unterbrochenen  Conductor 
fciiuznüufügen,  einen  der  beiden  anderen,  etwa  den  horizontalen  selbst 
■onU-rbricht,  »o  inuss  dann  die  Scblagweite  aus  zwei  GrUuden  geringej 
Mt^in.  Erstlich  ladet  sieb  uämlicli  jede  Hälfte  des  Conduclors  schon 
Bei  den  ffnien  Umdndiungen  mit  der  eutgegeugeaetztcn  derjenigen 
Bfloktricilitt.  welche  sie  ausströmt.  Hierdurch  wird  aber  dem  iufln- 
Kmironden  Etutiuss  der  Ringe  entgegengcwii'kt  und  die  Ausströmung 
■tegCTi  letztere  vermindert-  Ferner  ist  oberhalb  und  unterhalb  der 
Bidtzen  dieses  Conductors  iler  innen.'  Ring  eutgegeugeset/t  elektrisch, 
Brahrend  er  dem  sclirftgen  Conductor  gegenüber,  wenigstens  so  oft  das 
■Maximum  diT  Ladung  eintrat,  an  beiden  Seiten  gleichnamig  elek- 
Brisch  war. 

■  Dass  auch  die  einander  zugewendeten  Flächen  der  Scheiben  der 
ntoltz'scheu  Maschine  zweiter  Art  nicht  unelektrisch  bleiben,  wofür 
Blr.  PoggcndorlT  in  I(*L  l-W.  der  „Aunaleu  der  Physik  und  Chemie" 
Btewissß  LichterseheinuDgeu  an  derselben  als  Itewuise  ansiebt,  konnte   ] 
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vom  lierein  keinem  Zneifol  ontcrlittgen  Wenn  mftu  oine  iaolirondc 
Pjlatte  auch  Wos  auf  einer  Flfiche  elektrisirf,  so  wirkt  sie  docli  näch 
boidon  Soitou  hin  anf  die  I.nft.  In  iIbh  Quadranten  der  Moscbiiie, 
wo  boide  Solieiben  dieselbe  Elektridlät  haben,  wird  die  eutgygea- 
gcsotzte  ntjf  beiden  innijrcu  t'lnclip.n  auB  der  Lnft  herhoigf zogen ;  diu 
gleichnamige  mnsB  deslialb  iii  den  flusaeri'n  Ranm  entweichen  nnd 
verursaclit  dort  die  bckauiito  l.irfitersclieinnng.  In  dem  anderen 
Quadranten,  wo  die  Sclieibcn  uiitgegengcset?»  clektriBCli  sind,  begiebl 
sicli  die  imsitive  Elelitrieitai  der  Lnft,  nai'b  der  einen  Scheibe,  dio 
igative  nach  der  auilereu  nnd  ein  Ausströmen  findet  dessbalb  nicht 
Für  dio  Theorie  der  Masctiiue  kommen  dieso  Vorgiluge  un- 
roKttelbar  nicht  in  Itetracht,  Da  nllmiich  die  Punkte  der  änssoren 
Flächen  ihren  eltiktrisehen  Znstaiid  während  jeder  Umdrchuiig  xweiraal 
wci'bsclii,  80  glji  dasHe]t)e  auch  für  die  inneren  FHIrlicn  nnd  dicae 
halten  also  nicht  Zeit.  Irgend  L-rhobliclie  Ladnu);en  au/uiiehmen.  Die 
Inflneu?.  im  Glase  selbst,  nnf  welche  Hr.  Riock  ein  liosoudercs  Gö- 
wicht  legt,  kommt  aus  deniHelbon  Gronile  noch  viel  weniger  in  Be- 
tracht. 

Dio  hier  dargelegte  Theorie  steht  mit.  der  Erklümng,  welche  Hr. 
PoggendorlT  in  Bd,  150,  ])ag.  5.  seiner  Ännalen  >ou  der  WirknngB- 
woiae  der  doppeltrotirender  Maschine  (?ibt,  in  einem  wesoulUchcn 
Punkte  in  Widerspruch,  Er  sagt  nämlich  (pag.  6,).  die  aus  einem 
Kamme  aassti-ßtuende  Elektncitilt  werde  immer  mr  Ilillfti*  durch  dio 
Ladung  der  Scheibe  neutralisirl,  wSbrend  die  andere  Hälft«  nur  neueu 
Ladung  diene.  Wäre  das  richtig,  so  wflrde  die  Ladung  ihrem  ab- 
soluten Werte  nach  constant  bleiben  und  blos  bestilndig  In  allen 
Punkten  ihr  Zeichen  wechseln,  also  eine  fortwähreude  Zunahme  gar 
'  nicht  eintreten. 

Eb  »ei  noch  bemerkt,  dass  bei  den  Maacbinon,  welche  fi 
Kgmkchrungou  neigen,  in  den  Formeln,  welche  man  lUr  die  LadaHJ 
f/erbält,  sich  dies  durch  imaginaro  Wur;telu  i^u  erki-iincn  (sibt.  iliö  | 
1  iwriodischcn  Factoren  vereinigen. 

Düren,  15.  Juni  1«75, 
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XXX. 
Note  Aber  Differentialgleichaugeii  der  Form 

(a,+ft2aj)y"+(oi4-ftiaj)y'4-(ao+*0«)y  =  0  (D 

Von 
Simon  Spitzer, 


Ich  habe  die  Gleichnugcn  der  Form  (1),  in  wdcher  og?  «n  «o? 
&2»  ^1  und  bQ  coustauto  Zahlen  bezeichnen,  oft  in  Betracht  gozogen. 
Bekanntlich  erscheint  das  Integrale  der  Gleichung  (1)  uach  Laplace 

in  der  Form: 

~» 

e^Vdu  (2) 

in  welcher 


« 


r  =  -i  /S-"  (3) 

ist,  nnd  die  Integrationsgrenzen  u^  nnd  u^  solche  constantc  Zahlen 
bezeichnen,  welche  sich  aus  der  Auflösung  der  Gleichung 

e^  ^    =  0  (4) 

ergeben.     Uq  und   ü^  haben  in  obiger  Gleichung  (3)  nachstehende 
Werte: 

Will  man  das  in  (2)  stehende  y  weiter  entwickeln,  so  hat  man  i 
Bruch 


■r:   Äi.(r  ühcr  liaaire   OiffirfHiialj'cicItungt 


^) 


Vt 


4 


iu  PartialbrQchc  zu  zorlcgi-D.    Hierbei  kommen  xunOclist  -1  Tprschrp- 
dcuo  Fälle  in  Bctracbt,  jo  nachdem  uämlicb    ,,*  üiue  der  4  nadi- 

sU'hi'tideu  Forniou  bat: 


I  I    U — B 


r'iii  Memoire  junen  Fall  l]i'«|iri'i*lit'ii,  wo 


pn\  fUr  üPgativo  Wi'Ttf  vou  »i 


temiiftch  ist  das  vollafÄudigo  Integrale  der  Gleicbuug  (7)  für  giotitl 
(fcrte  von  A  nnii  n 


bd  für  ciiiun  püHitivon  Wort  von  A  und  einen  negativen  Wert  von  n 

C^'^i/("— n)         '  ^     litt  +  Cj  I  (u  ~  ii)         c  ^     (iw 

kierbei  bedcuteu  C,  unJ  C^  willkürlicba  Constanlcn. 

Im  FitUo  A  eine  ganze  pogitive  Zahl  ist,   babc  ich  das  volf? 
Indige  Integrale  der  Glcicliuijg  (7)  in  fulgundiir  Fonii  grfmideu: 


itl  iat,  oder  ganz  and  negativ,  l'iuid  i 


'  =  '-1. 

i  im  Falle  A  Niitl  iat,  oder  ganz  and  negativ,  l'iuid  m\i 


I'Is  Llcibt  also  nur  noch  jener  Fall  zn  bospreehtm  ilbrig,  woselbst 
~A  negativ  nnd  gebrochen  ist,  und  die  Untersuchung  dieses  Fall 
bildet  den  liigeiitticlieu  Gegenstand  dieser  Abhandlung. 

Es  sei  also  gegeben  die  Gleichung 

„y'+f™+-— .«J.v'+[--»-"("*+^)]r/  =  0 

1  setie   in  selber 


fcter  X  eine  neue  Variabk-  verstanden,  und  erhalte  hierdurch  ^ 

führe  ich  weiter  für  x  eine  neue  Variable  ^  in  Ilccbt 
liSttclst  der  Substitution 


■ 

1 
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■itf"' 

v,^^  +  na  =  «ii 

<») 

Da  nun 

,       Sa       Sz   8$        1     di 
'  '  Si  "°  3|  ■  Bic  ~  nA  *  34 

„      Sh         1     8*1 

ri 

ist,  so  hat  maa: 

^■i;;+i|+x=-o 

■ 

odiT  von  BrUi^hPii  befreit 

s 

|":+,i.4;+^..»'=-o 

9 

Wälilt  maa  nun  k  JiTmassen,  dass 

^ 

ni*=— 1 

(M)| 

wird,  80  erhält  man  die  öleichnng: 

8T=  =  *8i+'^ 

(17) 

wdche  ich  nun  auf  fnlgcndo  Weise  weiter  beliandlo. 

T.i,  ^i «■.„„... :;-^  ^;„  ni„!„i /iti   ..   ™.i    „™^l. 

f      ,.,.•. 

™r    ,<    <.i„= 

-p-'' 


S.   Ordnung  mit  SntimH  CM/rMmfm. 


L-.'-i- 


21 


31 


+  fl',(«)+lv*W+S'»,l«)+-.  +  l^-''P^w]''»    (Sil) 

inn  ilinso  Gleichung  ffllirl,  fi  mal  differenturt,  wieder  auf  dk>  Glci- 
Anng  (20)  znrQck,  aus  welcher  sie  durch  luti^ration  hervorging, 
P,{m),  ip,(«).  »a(")i   -  •  Ti.(")  büzeichuoii  wülkUrlicbc  Functionen  von  n. 

Per  in  der  GleJclinug  (21)  gewonnene  Wert  Ton  a  soll  aber 
lebt  blos  der  Gleichung  (20)  genügen,  aondcm  er  soll  gcuUgen  der 
eicbiinff 

g-^,      =     |g|  +  ^  (10 

s  beBcbrititkt  dir  Willknrlichlicit  der  mit  Vj(u),  tp,fH),  ip3(n),  ,  .  . 
^^(h)  boKoiuhOL'ten  FauctioTien  von  u,  wie  sogleieii  dargetan  werden 

Dil.    Za  dem  Zwecke  ist  es  nötig  ^  und  att  ^^  bestimmen.     Ea  ist 


8S< 


■j-'i"-'\ 


+  1.2.p,M+2.3>«.,{..)+3.4SV,.(")+...+(/— 2)(l'-l)ä''-»?>,.(")|i 
folglicb  bat  man: 


..(..-:-.|-" 


-SJje-», 
-3)1 ; 


.(,...- 


4-1.2(P,(«)— ^Vif») 

H-l(2.3v.(«)-(a+i)fl),(u)) 


s,..- 


:  Nott  Ober  l 


,  Ulf.,, 


,a(j;«V*K«,aoi 


+  S'(3.4t,(,.)_U+2)»>,M) 

+ 

+  E»-'((,-3)(c-2)«>,-i(»)-^l+(.-4)f,^,(»)) 
+  |i'-'{(K-2)(c-l)»«(«)-  (^l  +  (>-3)(p^(.)) 
-(vl+,-2)|»->„-,W 

Setze  ich   null  duR   unbestimmte  Integrale   des   soeben  aufgestellten 
Ausdruckes  gloicli 


(M-l)l 


J^JnA        (23) 


80  muss  der  mit  iln  multiplicirte  anter  dem  Integralzeicien  in  (24) 
BtetiGDiln  Ausdruck  gleich  sein  ilem  nach  u  gciiomincnQU  Differciitial- 
qaotieuhin  des  Ausdruckes  (23),  d.  b.  cb  mnss  sciu: 


-i.(.., 


""•        21         31        ■■■       (f-3)!^ 
""•        2!         3!        ■■       (f-2)i; 


2.  Ordnung  mit  linearen  Coe(ficienten, 


367 


Dividirt  man  beide  Teile  dieser  Gleichung  durch 


A-l    -^ 
u       e    ^ 


und  lässt  man  die,  sich  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  aufhebenden 
Glieder  weg,  so  erhält  man: 

1.2<P3(m)— ^<Pi(u) 

+f[2.3(p,(u)~U  +  l)(p,(u)J 

+  J«[3.4(p6(u)-M+2)()P8(u)] 

+ (25) 

+  jAi-4[(^-3)(^-2)  ()P;^i(i*)- M+^  -  4)<p^-3(n)] 
+£/^-»[((i-2)(|ü-l)<p^(tt)-M+|ü-3)g>^-2(t*)] 

und  aus  dieser  Gleichung,  welche  für  jeden  Wert  von  f  stattfinden 
soll,  gehen  hervor  nachstehende  Gleichungen: 

1 . 2  tp^(u)  =  A  <pi(t*) 
2.3<P4W  =  (^+1)9,(1*) 
3.49>6W-M+2)9>8W 

(|i-3)(ft~2)<p;,-i(t*)  =  (^+^-4)()P;,-iM 
(f*  -  2)  (f*  —  1)  g>;,(t*)  -  (il + f*  -  3)  <p^-2(t*) 


(^  +  ^  —  1)9^(1*) 
und  hieraus  ergibt  sich: 


(f*-l)! 


9>/*-4(t*) 


(4+/i-l).(^-l)! 

M^ 

(^+^-2).(^-2)I 


M+f*-l)(^+/i-3).(^-3)! 

tt^^ 

(il+f*-2)(^+^-4).(^-.4)! 

^^•^l 

M+^-l)(^+^-3)(^+/i-5).(^^5)I 

w^ 

(^4.^_2)M+/i-4)M+|ü-6).(fi-6)l 


(26) 


Der  in  (23)  Btcliende  Anadruck  lässt  sich  ancli  so  srhroibttlfl 


rr-M.gP 


(87)1 


L  *•!    "^  (f+i)i   ^   (c+a)! 

und  in  diosor  Form  ist  enichlUcb,  dosa  er  Null  wird,  sowobl 

für  <*  =  Q  a!a  autL  für  «  =  i  sc 
folglidi  ist   wirklich  der  in  (21)  stcbeode  Wert  von  t  da«  Integrale  1 
d(tr  Olciclmng  (17)  nuter  der  Voranssetz-nng,  dass  fp,(a)^  «>•(••)(  9^*>>iJ 

,..9y,(n)  die  in  (26)  angegebenen  Bedentnngeu  haben. 


Uccapituliren  wir  das  bisher  Gefondone,  bo  hat  man: 

Ist  zu  iut«griron  die  Differentialgleichung: 

nV'  +  (m-|-ai-n«)j'  +  [^-«(m  +  .r)]y  =  0 
in  welcher  m,  n  und  a  beliebige  censtante  Zablou,  A  aber  eine  i 
Uvc  und  gebrochene  Zahl  bezoicbnet,  so  s(!l/e  man 

woselbst  3  eine  neue-  Variable  lH.'zeichnet,  man  erlilUt  dann : 

In  diPBe  Gleichung  lulire  ntau  fUr  r  eine  neue  Varilible  £  eil 
der  Substitution 

„+.+  „_  iy_. 

man  kommt  hipnlun:li  zu  der  Gloichong: 

?!■   _     '" 
8i<  - 
UQi]  diese  gil>t  integrirl; 


(12) 
(l:i) 


«+•<• 


V^.--H- 


+  »,M  +  St,(»)  +  ,'V.(")+    •+!'  '»„(«)•'" 


.c.p-,-1\.^-. 


+  T,(»)  +  W.(")  +  iV.(»)+  -  +  S''-'')';.(«)J'Ail 
nüt*T  (11  eine  solclic  gannp  positive  Zahl  verstanden,  auf  dass 

ein  jxiMitiver  echter  Bruch  wird.    C,  und  C,  he/eichncMi  willkQrllcbc'l 
Coustanton,  Vi^")«  9tMy  VfM  •  ■  ■  ergehen  sich  aus  den  Gtelchengon  (26).  f 


P/tit:  £lnig4   Wündm,  dw  PImimttrvi  bttn^Md. 


XXXL 
Eini^  Wflnscb«,  die  Flaotmetrle  1 


Pfeil. 


I  wird 


Die  Lehrbücher  der  Flanimetrio  cnthaltGU  vielfach  Aufgaben  t 
S&txe,  welche  gar  keine  practischo  Bedeutung  haben:  was  ich  im 
Allgeineineu  uicbt  tadeln  will;  dabei  aber  entbebren  sie  der  LösDog 
solcher  Aufgaben,  Aia  in  der  Praxis  vorzugsweise,  ja  allein,  gebraucht 
werden,  und  die  gleichwohl,  auch  tbeoretiBcb  betrachtet,  nicht  minder 
coirect  sind,  als  jeno.  So  sinil,  mit  Aasnalimo  des  Kreises,  wo  maD 
aie  nicht  umgeben  kann,  alle  Annahcrungsmethoden  gleichsam  ver- 
pönt, und  doch  halbirt  kein  Mensch  einen  Bogen  oder  eine  gerade 
Linie  durch  zwei  gleichscheuklicho  Dreiecke.  Um  Parallelen  zu  ziehen, 
wird  eine  weitläufige  Constmction  angegeben,  wahrend  man  aolche 
^liekanntlich  durch  Verschieben  eines  anliegenden  Winkels  leichter  and 
lerer  herstellt  Man  schnuidet  nur  Teile  von  Linien  ab,  wührend 
\x\  sie  iiHufiger  absticht. 

Feruer  fehlt  in  der  Planimetrie  der  Begriff  des  Symmetriscben 
tind  damit  der  des  Positiven  und  Negativen,  der  entgegengesetzten 
Grössen,  den  die  Alten  allerdings  nicht  gekannt  zu  haben  scheinen. 
Hau  subsumirt  ihn,  sehr  nneigentlich ,  unter  den  Begriff  der  Con- 
gruenz.  Es  sind  jedoch  z.  B.  die  beiden  Hälften  eines  gleichschenk- 
tichen  Dreiecks  keineswegs  congruent,  sondern  nur  symmetrisch,  denn 
mau  kann  sie  nicht  auf  einander  decken,  ohne  Eines  davon  aus  der 
Ebene  heraus  zu  ueluneti  und  es  nmziikehren;  was  doch  uicbt  erlaabt 
ist,  da  mau  alle  Coustructioneu  der  Plaaimetrio  als  in  einer  Ebeno 
-Hegend  denkt. 

TtULTDl. 


» 


.870 


irAft  ri«  Kami 


Ancb  die  Lehre  der  ParaUdlinien,  iuBliGsondcre  der  herOcbtigtc 
Ute  Grnndsatz  des  Euklid,  diosor  Scaadal  fUr  die  lieolJgo  Winsen- 
gcbafl,  sie  Iftest  ncli  vOllig  correct  behandeln,  soliald  mnii 
die,  durchanB  unrichtige  Ännahmu  fallen  Usst,  wclcbo 
die  grade  Liuie  als  einen  einfachen  Begriff  betrachtet*), 
Dud  wenn  man  alsdann  die  Eigenschaften  (icrBclheii  in  gewoboter 
Weise  regelmässig  entwickelt  —  Eine  currpcU;  Beliandloog  der  gradon 
Linie  nnd  der  ParalleUiuien  würde  noch  den  Nelienvorteil  haben,  dus 
Bicb  die  Satze  der  Planimetrie  harmonischer  anerdiieu  liesscn,  als  ca 
Jetxt  möglich  ist 

Endlich  fehlt  ttherall  die  Lösung  der  Aufgabe,  deren  Entdeckung 
ich  mich  rfthmon  darf,  Kreise  oder  Kreisbogen  nach  belie- 
bigen Verhältnissen  einzuteilen:  eine  Aufgabe  gleichwohl, 
welche  sich  mit  den  elementarsten  Kenntnissen  lOseji  lüsst.  Die  Lö- 
sung, theoretisch  wie  practisch  gleich  wichtig,  gleich  richtig  and  glci<A 
leicht  und  einfach  wnrde  von  mir  bereits  vor  1'2  Jaliren  vcrüffeot- 
licht,  nnd  dann  noch  in  ein  lechnischea  Journal  abgedruckt,  dass  man 
sie  aber  in  irgend  ein  Lehrbuch  der  Planimetrie  aufgenommen  iillttc, 
ist  mir  nicht  bclfannt  geworden.  Pie  Lehrbücher  outhaltea  nur  dio 
Balbteilnng  des  Bogcns  und  Kreises,  die  practisch  wenig  genaue  Tcd- 
lung  des  Letzteren  in  6  Teile,  nnd  eine  practisch  ganz  unbruncbbare 
iu  10 Teile.  Sollte  die  allgemeine  Teilung  des  Kreises  und  Kräis- 
bogens  vielleicht  weniger  wichtig  sein,  als  die  in  10  Teile,  als  die 
Teilung  der  graden  Linie,  welche  doch  die  Lehrbücher,  wiewohl  in 
sehr  anvoll  kommen  er  Weise,  bringen? 

Die  allgemeine  TcUang  des  Kreises  kOnnto  zweckmässig  oocb  ddB 
SAtzen  folgen,  welche  dus  YerhältniBB  des  Dnrchmeseers  iruni  Umbog 
darstetlon,  weil  jene  Satze  ebenfalls  eine  Aunäbernngsniethode  ent- 
halten. Nur  die  Hatbimog  des  Kreises  und  Kreisbogens,  wie  der 
gmden  Linie  durch  die,  bei  Weitem  genauere  Annftberungsmi 
mUsflte  früher,  gleich  neben  der  sogenannten  streugou  Mslhi 
bracht  werden. 

Ich  gobe  hier  die  Andeutung  der  Sätze ,  indem  ich  mich 
der  genaueren  Ausführung,  welche  die  Kenbeit  der  Entdeckung  wegen 
nötig  ist,  auf  den  bereits  citirten  Aufsatit  iu  Teil  4<l.  des  Archiv»  fe»- 
rufe.  Dort  sind  auch  zahlreiche  Beispiele  nnd  Figuren  zu  fiadfljt 
welche  ein  umsichtiger  Lehrer  beliebig  vermehren  oder  verändern  koiM. 

*)  Dia  grade  Ltnle  nmtclilirssl  logar  ilrri  vnllig  vfirat^liicJen- 
■  rtti-«  Bi-griffo!  Llnge.  Rirlitiing,  nnii  Jercn  ün  v*  rünile  rllrb. 
k«it.  R«  niOiicn  viele  Sttxc  Wirt  Aie  eniiv  Lima  rrwIcaR»  ivetrimi.  Ittb 
_jUil6  ierrti  »i-lit  nnf.     (Mein  AufuU  T»!l  *9.   Qotl  »,  de»  Arrhlrs), 


^smetludL 
ihoda^H 

ich  v^l^ 


P/iili  Einigt    W^initht,  dit  riminittru  ietr^ffimt. 


Diö  8&li:e  kitniiteo  etwa  iu  folgender  Ordnung  in  die  Plauimetrie 
eingefügt  werden. 


I      öiv 


Unmitlftlbar  liiuter  der  correctcn'Halbirang  der  gradcn  Linie  i 


Halbirang 

Odor  Kreises 


durch   A 


gradcn   Linie,    eines    EreiBbogenir 

uaherung. 


Man  sclineide  von  den  Endpunkten  der  zo  holbirenden  1 
Teile  ab,  indem  man  kleine-  Kreisbugen  durch  die  za  tdlonde  Linto 
uebt.  Diese  Kreisbogen  lassen  sich  einander  beliebig  nftbcm,  nnd 
die  MitU^  zwiscbeu  den  genlLherttjn  Bogen  ist  der  Pankt  der  Halb- 
tüilang.  weil  dieser  Punkt  von  den  beiden  Kreisbogen,  und  damit  _ 
nDcb  von  des  beiden  £ndi)nnkten  der  zn  teilenden  Linio  gleicbwe^ 
entfernt  ist. 

Soll  der  ganze  Kreis  geteilt  worden,  oder  ein  Bogen,  der  sieh  - 
Ert^iso  aelir  nähert,  so  mnss  man  zuvor  gleiche  Teile  davon  ab- 
ibon,  um    den  Bogen  zu  verkQrEOii.      Erst  dann   wird    man   den 
ist  des  Kr&isos  durch  zwei  krenzende  Bogen  balbiren. 

Hint«r  der  Ermitteiang  des  Verhältnisses  vom  Durchmesser  znia 
'eise  würden  folgende  Sätze  kommen. 


Ein,  im  Vorbültniss  ; 
Kreises,  des  Kreisbogc: 
ZQScbueiden,  so  dass  < 
kleiuer   wird,   als  eine   , 


am  Ganzen  gegebenes  Stück  dea  _ 
s,  oder  der  graden  Linie*)  afai 
ST    dabei    vorkommende   Pehlqj 

egebene   Grösse. 


I 

H^Bsbei  Z  das  alizuscb neidende  StUck  der  Linie,  m  und  n  das  Zah-4 
'       '  lenverbaltuiss  eben  desselben,  von  dem  Ganzen  »  abzuBcUneiden- 

deii   Stückes,   q  eine  Poteuz  von   2   bedeutet,    deren    einzelne  Teile 

kleiner  sind,  als  die  gegebene  Minimal grOase. 


Man  denkt  die  zu  tuilende  Linie  darcb  Halbteituug  so  geteilt, 
Ua  die  einzelnen  Teile  kleiner  sind,  als  die  gegebene  Grosso.  Dar- 
f  setzt  man 


'}  l>lc  ^wQliiiliphe  Mi'ihoile,  ein  grfeben»!  8i&ck  einer  KTsden  Linie 


uchneiden.  hiti, 


I  graue  OeDBuigkcit  handelt,  keinen  pracliMl 


;±S±,R±  —  ±a 


bis  aun  auf  den  Teriaagten  Teil  gdaagt  ist 


Beispiel.     Blan   woUe   ein   Slbcb   einee  Kreise«  i 
welches  die  L&nge  des  Darcbmesaers  ktt,  iind  es  solle  der  Fehler 

dabei  weniger  betragen,  als  ^  des  Umfangi,  so  daas  das  TerlUÜt- 

nisB  des  I>iirctiiiiessen  zam  Umfang,  irie  1:344  angenommen,  nodi 
als  richtig  dargestellt  betrachtet  werden  kann. 

Han  setze  q  grösser  als  314    Kt  siehst  grOsso«  Polens  t<mi 

a  ist  äi2.  Es  folgt  ^^^m 

Z  =  512.- =  162,97.  ^^B 


Durch  fortgesetztes  Halhiren  findet  man  aus  ^12,  256, 
.  -•  i  des  Ganzen  and  dann 


P/4il!  Jäaigt  WliuiAt,  Üe  Ftammttnt  btlnffmd. 


Stack  Ton  163  bis  163,  kleiner  Ut  als  öti   de 
Bin  kann  der  T«üpnnkt  von  lfi3  ala  der  richüge  betrachtet  werdest 


Darch  Anwendung  dieses  Satzes  lässt  sich  der  Kreis 
oder  Kreisbogen  oder  die  grade  Linie  in  jede  beliebige 
Anzatil  gleicher  Teile  teilen. 

Man  kann  närolicb  die  Anzahl  der  verlangten  Teile  ti  stets  in 
zwei  Summanden  zerlegen,  deren  dner  p  eine  Potenz  von  2  ist,  sich 
also  durch  Halbtoilnng  bis  auf  1  teilen  lässt. 

Der  nach  der  Hinwcgnahiue  von  p  noch  bleibende  Rest  sei  m, 
BO  wird  mau  stets  setzen  können 

■  «  =  p  +  »t,    also   p  —  n— m 

r       Um  z.  B.  den  Kreis  oder  Kreisbogen  oder  die  grade  Linie 
n  >»  19   Teile  zn  teilen,   kann   man  setzen  ^  —  IG,    m  =  3,   also 
13  —  16+3. 

Da  jedoch  die  Zahl  m  grösser  sein  könnte  als  p,  and  dieses  Ver- 
hältniss  (ÜT  die  Ausftlhning  der  Teilung  Unbequemlichkeiten  bietet, 
80  wird  man  in  solchen  Fällen  den  Bogen  oder  die  grade  Linie  ver- 
längern, was  nach  bekannten  Sätzen  stets  angeht,  so  daas  p  grösser 
wird  als  n. 

Beim  Kreise  ßtllt  die  Verlängerung  in  die  Kreislinie  selbst  Es 
iht  daraus  ein  Bogen,  dessen  Länge  den  Kreisnro&ng  ftb er- 
reitet 

_     leb  habe  solche  Bogen  von  mehr  als  360  Graden  flbergrsifl 
fende   Bogen  genannt     Sie  worden   bei  der  Kr«isteilang  oft  j 
braucht. 


iii!9 


W: 


In  einem  solchen  Falle  ist  also 

n  —  p  —  ta     and    p '^  n-\-m   . 


Der  Pankt  163  weicht  * 


I  dem  richtigen  Teilponkt  nm  - 
.  äe»  Umkitiscc  ab. 


O.OO0OG9    »Ua  um  et   . 

100000 

In  der  Prnxis  gebt   m&n  mit   der  Halbteiinng    nicht   ■ 

trnrhtct   den   7.alctit  bleibeadcn   Bogen   ftU    flini»  greds  Linls  nod  niu 

v^UlniHinbisigea  Teil  davon. 


Pftiti   eiftifft    Wün'rJ.e.   rf»  llanif 


t  ittrrßfJ- 


^TH  e\nea  Kr«is,   ctifon    Krcitibogei)  oiler   eine  graAti  Lud 
Picn  wird  znerat  ein  Slfick  von  m  Tcik-n  nacli  dem  vurigen  j.^ 
tknct  vui    durcb  llalbtcUting   abgumessCD,    (bsmjn   Dluweji 

,  odnr  dcRBCu  HinxiifUftiiug  zu  n  die  DacliHliie|!;(?ndo  Potenz  i 
icbt,  d.  Ii.  oino  Holclie  Zahl.  bozOglich  oiDCii)  eolcht-D  Bugen,  d 
llbteiloug  bis  auf  1  möglich  ist. 

Ob  man  die  form  r  —  p+m  oder  n  =  p — m  wahluo  will, ; 
i  Allgemoinen  willkürlich  und  ri^ht^  sieb  lediglich  nach  dtiE  1 
nilicbkcit  der  AosfUlirung,    So  kann  man  z.  B,  fUr  die  Toiliu 
I  T»1e  entn«lor  sotzen 

23  =  16+7 


Im   letzten  Fsllp   überBchreitet  der  Bogen   m  =  9 

"Kecis  nm  ^g  desselben,  also  nra  140»  52'  10 -^  .       Duv 

foi»de  Bggen  wird  also  btnfi  (i2'  10        lang  sein. 

Dagegen  wflrde  es  unbequem  sein,  wollt«  man  fllr  n  -^  17  sel^ 
17  — 32  — la    anataU  17  =  16+1.      Ebenso   wUre  os  ouvort 
)Ute  man  fUr  n  —  31  soUeu,  ;tl  ^  16+15  anaULtt  31  " 

Die  Teilung  des  Bogons  p  teilt  aucb  gleichzeitig  den  Bog« 

Sil  df^sKen  Teile  in  p  enthalten  sind,  und  damit  wird  auch  fi  +  ni  J 

0  der  ganze  Kreis,  der  Kreisbogen  uder  die  grade  Linie  gcteilCfl 


Der  letztere  Umstand  gewährt  ein  leicbtuB  und  sicheres  1 
l^iien  Fehler  ^u   ontdeutceu  nud   t.u  bericbticou,  da^ll] 
pr  Abmofisung  von  m  vorgekommen  sein  kflnut< 

Eb  sei  dieser  Fehler  r,  wo  :c  eine  kleine  poBitlve  oiler  ue^ 
;  bedeutet.    Es  sei  also  m'  —  tit.±,K. 

Es  ist  dann  in  dem  FaJlo  A 

p  ^  n  —  ltn±r)^  n  -  m  +  ir 

1  ia  dem  Falle  B 

p  =  ii  +  {m±x)  —  n  +  m±x. 

Es  ist  also,  da  n  iinil  m  ibrem   sein  ^ollcndcu  Wert  nach  f 

mt«  Grössen  sind,  in  dem  Falle  A  diu  LUnge  von  p  l'tdls 

|:in  klein,  wenn  m'  zn  grotiB  war,  ond  aragekchrt. 


P/ril:    t'rJ.'i/<    Wiinickr,  Hie   PUmimitrU  bttrrfftnii. 

Ttn  dorn  F&llo  B  wird  p  ma  x  za.  gross  oder  zu  kldn,  wann  i 

p'oaB  oder  zu  kk'iu  wnr- 

iBa  die  LftDgc  von  m  Teilen  eiumal  onmittelbar  bemthupt, 
;  Mal  aus  der  Ualbt«iluiig  von  i>  ermittelt  vrird,   ao  mllB0 
)  LSugßn  genau  Ubcreinstimmeii ,   sobald  "i  im  Anfange  ricl 
fflmt  war. 

I  Wurde  dagegen  nt'  um  die  angesoininene  GrAsse  t  fehlerhaft  | 
Besen,  so  mass  sich  der  Fehler  auch  tn  der  Liknge  der  r 
i  der  Ilalbtcilnng  von  p  gefunden  wurde,  verhäitnissn 
|Sn.    Beide  Litugcu  worden  dann  eine  Differenz  d  geben. 

&B   ist   nan   in    allen    Fällen    der    begangene   FehlJ 
R^.rf,  und  kann  somit  durch  die  bekannten  GrrßflBen  ;»,  n  ond| 
äonigirt  werdt^n. 

Beweis.    lat  die  fehlerhafte  Länge  7ii'=  m±_x  am  «  zu  gi 
r  zu  klein,  so  ist  im  Falle  A,  wie  e^^^g'  wurde,  ;i  nm  c  zu  k 

zu  gross.    Mithin  ist  1  Teil  ?on  p  nm  -  zu  klein  oder  zu  g 
%  Teile  sind  um  —  zu  klein  oder  zu  gross. 


iDcr  unterschied  beider  fehlerhafter  Längen,  nilmlich  der  Lfti 
n  ±it,  und  der  Länge  m  ip  ^,     beträgt     ^  =■  m  i  « -^ 


,  nnd  da  in  ( 


I,  so  ist 
E  und  also  ü 


"Im  Falle  B,  wenn  man  n^p — m,  also  p  =  n-|-ni  gesetzt  battl 
■  zu  gross  oder  zu  klein,  wenn  m'  nm  i:  tu  gross  c 
klein  war.  Mithin  sind  m  Teile,  ans  der  Halhteilong  von  p  bestii 

.  gross  oder  zu  klein,   wenn   7»'  = 


11  +a  nnd  mi  —  beträgt  also  dr=n 


t^)=, 


D«  BBB  in  dnn  Falle  B  der  Wert  r—m  ~  «,  m  fat  ■ 


)  wio  in  F»De  A. 


Cm  dea  SreiR.  den  Kreisbogen  oder  die  grsds  Linie 
nach  einem  gegebaveo  Verbillniss  in  onKleich»  Trilc  in 
tnilOQ,  Giicbt  man  Rtr  die  Tdlo  ein  EfineinadiaftIicl>eB  Haan,  nm- 
mirt  nach  diesem  Hnasg  die  Teile,  und  bcBümiDt  die  Teilnng  nach 
der  Summe.  Man  fahrt  jedoch  die  Teilung  nnr  an  den  hetrdTeBdeii 
Stellen  ans. 

spiel.    Es   Bei  ein   Kreis    zn  teilen  nach   dem  TeriiHtnisB 
|4;&:9,   bo  letze   man   3-|-4-t-fi+9  =  32,    toUe  den   Krm   in 

- 11  Teile,  indem  man  11  —  8  +  3  oder  11  =  16—5  setzt,  sad 
ilbire  zwischen  2  Teilen,  wo  ee  nötig  ist.  Die  Bezeicbnnng  der 
MIe  «rflrde  dann  lauten  3,  7,  13,  22.  Der  Bogen  von  22  (als  den 
i^pnnkt)  bis  7  giebt  beiläufig  die  L&nge  des  Dnrchme^ero,  ein 
Kcnigca  genauer  als  3,14*}. 

Die  Genauigkeit  des,  in  dem  Anfsata  in  Teil  41.  des  Arehll« 
ggcftlhrton,  liier  nur  angedenti-ten  TeilungsvorTahrene  hilngt  ledtg- 
1  TOD  der  Schftrfe  der  dabei  verwendeten  optischea  und  mechani- 
pen  HOlfsmittel  ab.  Sobald  ein  Fehler  noch  wnbmehmbar  bleibt, 
insobald  ISsst  er  sich  uacli  iliesciii  Verfuhren  ancfa  berichtigen. 

!ch  will  hier  tiiese  Gegeiistäude  verlassen,  indem  ich  in  Bczielmag 
f  die  atiBfnhrlichen^  Beliandlung,  wie  sie  dem  Lehrer  gegenüber 
inen  Schillern  ent8]irirht,  anf  die  bereita  citirten  Aufsätze  in  ? 
41.  und  49.  des  .\rcbivs  verweise.  Dass  die  augeregton  Gegeni 
nicht  geeignet,  oder  nicht  wtirdig  seien,  in  eiuem  Lehrbuch  b<!hi 
za  werden,  dürfte  üicb  schwerlich  behaupten  lasBea:  man  mtlssta 
latliematiache  Eutdeckungen  der  Neuzeit  verwerfen,  nicht  ( 
"faideni  weil  sie  in  das  Gebiet  gewerblicher  Tätigkeit  nUU^üf 
»«tfen. 

ne   Anregung   bat  ihren  Zweck  erfallt,   wenn  sie  den 
Lehrer  veranlasst,  die  hier  berührten  Gegenstände  iti  den  Rreia  | 
Lebrplauf  aafzunehmen. 


=  0,001  SR4I 

=  0.001Ä9a7. 


il:  Eiaric/ilung  Hti  MeiirUchtt  auf  Jrti  f^adtt. 


xxxn. 

ElnrieMim^  des  Hesstilsebes  anf  drei  Funkte. 


I  Pfeil. 


Die  hier  folgende  Methode,  den  Steastiscb  anf  drei  Punkte  ein^ 
znricbten,  ist  in  den  mir  bckaDoten  Lebrbachem  nicht  enlfaaiten. 

Eh  seien  Fig,  I.    (L  and  2.  in  zwei  Lagen  gezeichnet)   A,  B,  C 
drei,  ihrer  Lage  auf  dem  Felde  nach  hckannte,  nnil  aaf  dem  Mess- 
tisch unter  a,  b,  e  bezeichnete  Punkte.    Ein  vierter  Punkt,  über  dem 
mau  don  ttfcsstiach  einstellen  will,  sei  L.    (Die  Funkte  A,  B,  C  sind 
\  dem  Plan   nicht  gezeichnet,  eonderu  nnr  aus  der  Richtung  der 
bnrliuien  za  rrkcunou). 

Man  stelle  den  Messtisch  über  L  und  drehe  ihn  so,  dass  das 
eieck  ii£c  ungefähr  nach  der  Ritrbtung  ABC  zu  liegen  kommt. 

Von  einem  beliebigen  Punkte  c  des  Messtisches  nsirc  man  nach 
;  B  und  C  und  ziehe  die  Visirlinien  eA,  «B  und  eC. 

Man  habe  ein,  ans  rocht  steifem  und  festen  Papier  geschnittenes, 
Dreieck  ahc  congruentes  (oder  äbnlicfaes)  Blatt*}.  Man  lege 
Bsolbe  in  aßy  ao  Ober  die  drei  Visirlinien,  daas  dessen  Winltel- 
pitzen  Ober  die  drei  Visirlinien  fallen. 


iRi  iwt^kmluigiU'n  isl  ilie  Form  Fig.  III.,  bei  welcher  dl«  geio 
Inien   die   kUincn   KreUs   ichr   eclisrf  hslbircn.     Mna  kann  (ich  nnilUt^ 
■Bi-h  ein«!  JreifOuigBn  Zirkfl*  bedianm- 


/'/<■'■'  EüiTÜiluHf  dm  JlmliirifJ  auf  diä  l'unktt. 

Es  worden  alsdann,  onch  bi^kniinlvn  SHt/t-u,  ilio  Linien  i 
L'nnd   ya   üea   Linien   uuf  dem   Peldo   AB,    !iV  uud   CA   liuzHf 
tpftrallel  soia. 

Hierdurcli  ist  also  der  Winkel  bekannt,  wcIt-Jiim  ilb  Lluiei 
"ie  und  Ol  gegen  tlio   Linien  a^,  ^f  und   }■«,  also  auch  gegen  ) 
Linien  dea  Feldes  AB,  BC  und  CA  bilden. 

Va  iat  darum  leicht,  den  Mesatisch  Bo  zn  drehoa,  dass'  das  Drw^ick 

«Je  des  Messlisches  mit  dum  Droioch  -4ßC  des  Feldes  |iaraUel  wird. 

I  darf  zu  diesem   Zweek  nur  den  Winliel,   welchen  irgend  fiino 

\iia  Seiten  von  c^y  mit  der  corrcHpoudironden  Seite  von  nie  blMot, 

I  irgend  eine  der  Tisirlinien  entsprechend  anlügen,  deu  neu  gf-Ko- 

I  genCQ  Schenket  des  Winkels  als  neue  Yisirlinie  botrachteu,  und 

\  nach  dieser  den  Meastiscii  drebea. 

Man   babe  %.  B.  den  Winkel  gewählt,   welchon  ay   (oder  ihre 

Parallele  fy\  Fig.  I,  1,)  mit  der  corrcspondirenden  oe  bildet,  den 

Winkel  f.    Man  lege  y"f'a  =^  f  an  irgend  oiueu  Funkt  irgend  eiuer 

der  TOD  9  aus  ge;(ogenen  Visirliniin,  etwa  an  den  I'nnkt/'  und  dio 

r  Tisirlioic  eo,  bringe  das  Diopterlineal  an  /"/'■/'  und  drehe  de-a  Mesa- 

t'Usch,  bis  die  Diopter  /'  auf  A  eingestellt  ist.    Fig.  U.  bezUgUcb  1. 

[  snd  2. 

Es  ist  dann  der  Messtisch  um  dt-ti  Winkel  y"/'a  gedreht  worden, 
[  irelcher  Winkel  gleich  f,  gleich  dem  Winkel  ist,  den  die  Seiten  des 
E  Dreiecks  a£e  mit  den  Seiten  von  aßf^  nad  also  anch  mit  AllV  \Ai- 
E  Selon,  vnd  ob  wird  darum  jetzt  A  abc  parallel  ^  ABC  sein. 

Fig.  II.  zeigt  die  neue  Stellung  des  Messtiscbes. 

Um  nun  den  Pnnkt  L  auf  den  Messtisch  zu  legen,  ist  es  nur 
tuOtig,  über  n,  b  und  e  in  der  neuen,  richtigen  Lage  des  MesHtiscbe» 
tutch  A,  B  uud  C  zu  visiren.    Die  Yisirlinien  werden  sich  alle  drol 
tn  t  schneiden  müssen,  wenn  mau  mit  Sorgfalt  verfahren  ist. 

Es  bestimmen  Übrigens,  nach  der  Parallelstellnng  vo^ 
abo  und  ABC.  schon  zwei  Visirlinicn  dio  Lage  di^a  PunkteS' ^J 
di«  dritte  dient  nur  zur  Contrüllu. 

Es  ist  darum  der  Punkt  l  auf  dem  Messtisch  der  richtig  11 
tragcne  Punkt  L  des  Feldes. 


Das  hier  dargelegtij  Verfahren  beruht  auf  der  Annahmi?,  das 
h^Psnkto  e  und  l  des  McBstischcs  bii  der  llrohung  des  Lct^Ii^mn.  j 
iltomlicho  Lage  anf  dem  Felde  Dar  uumerklicb  verUndcm,  oder  g 


^■■fen  die  Eutfernnng  cl.  nnT  das  Feld  bozogcn,  als  Nnll  betrachtet 
^»»erdpn  kann.    Es  wird  diese  Aunahme  in  der  Praius  jcili-rxuit  richtig  . 
Bciu,  zojDal  wenn  man  e  in  der  angefäbren  Lago  \ou  l  wählt 


P/*il!  EiiiricSlmiy  dtn  Unnni 


nuf  Ort!  IhiHkt». 


ugogebenen  Verfabrons  bar 


Der  Beweis  d^r  Richtigkeit  des  i 

anf  folgenden  GrUnden. 

Viflirt  man  Fig.  IV.  von  einem  Punkt  t  des  Hesstisches,  der  Qbe 
L  anf  dem  Felde  lie^t,  nach  A,  B  nud  C,  und  denkt  die  Lii 
"    und  ca  [mrallel  AB,  BC  und  CA   auf  dem  Felde,    so  sind   i 
lecke  ahe  und  ABC  ähnlich,  nud  die  Seiten,  wio  die  Eutfernnngoll 
len  iu   Proportion.    Es  isl  also  der  Punkt  l  aaf  dem  Messtisch^ 
ipr  L  auf  dem  Felde  richtig  eingestellt  und  bestimmt. 

Das  Dreieck  aiie  lässt  sich  Ober  den  Tisirliuien  lA,  IB  and  tC 
schioben  und  drehen,  so  daas  der  Punkt  a  iu  lA,  nnd  der  Punkt  b 
iu  IB  bleibt:  eine  Bedingung,  welche  ansfUhrbar  ist,  bis  a  oder  fr  to 
/  Mit,  nud  so  lanjfe  die  kOrzeato  Entfcranng  beider  Linien  At  und 
Bi  nicht  grosser  wird  als  al>. 


L  an 


I      ieari 


Die  neue  Lage  des  Dreiecks  aic  sei  a'b'c'. 


1  der  angozeigten  Weise  geschoben  und 
die  Visiriinio  IC  in  der  Regel  vcrlassea  t 


"Wird  das  Dreieck  nie  i 

!ge3reht,  so  wird  der  Punkt  e 
nud  Bäch  e'  rücken.  iJ 

Fiele  dagegen  der  Punkt  c'  ubenfalla  iu  die  Visirlinic  IC,  so  | 
IBSto  ^li'tc'  =  ^Ho  sein,  weil  es  iUn  deckte. 

Diese  Bedingung  findet  bekanntlich  nnr  dann  statt,  wenn  a,  b,  e 
l  in  der  Peripherie  eiu«!S  Kreises  liegen:  ein  Fall,  bei  weldiem 
die  Lage  des  Punktes  L  dnceh  A,  B  nnd  C  nicht  bestimmt  wird. 

In  jedem  andern  Falle  wird  A  f^  parallel  Ci  -löC"  sein,  wenn 

(t,  b  und  e  in  die  bezüglichen  Vlsirlinien  fallen.    Es  wird  also  auch 

l  anf  dem  Messtiscb  richtig  angegeben  sein,  wenn  man  es  aus  zwei 

Funkten   unter  den  drei  bckamiten  durch  Rttckwilrtsoinschneidcn  bo- 

mmt  bat. 


[  Man  dürfte  durch  das  hier  gezeigt«  Vorfahren  bagaomer,  kll^ 
1  genauer  zum  Zweck  kommen,  als  durch  dns  fetj 
.  dnrch  die  Methode,    wolehe  z.  D.  in  Vo{ 
b860.  der  5.  Auflage  angegeben  ist. 


P  sei  eio  beliebiger  Foulet  der  Ebene  eines  Droiecke  ABC,  pa 
Bdne  Normale  auf  BC  =  o,  -4'  Uir  Fu8S|)unkt;  es  ist  dann: 


Ll^  P  auf  die  Petipherie  des  Umkreises,  so  ist: 

^  A'B'C  —  0  —  Saphpt 

Schreibt  man  Btatt  pa  die  trimetrischen  Pnnktcoordinaten  «a,  so  iat 
demnach  die  Gleichnt^  des  Umkreises: 


Setzen  wir  hier: 


vo  £a,  fd'zwei  beliebige  Punkte,  also  l^-\-m^'  der  Schnittpunkt  da 
Secante  Eafn'  mit  dem  Umkrde,  so  folgt:  ^ 

Die  beiden  so  durch  -  bestimmten  Schnittpniikte  fallen  zaBanlmei^ 
wenn 


Baiit!  Ufber  rfcn   ünkreii  dtt  Drätda. 


L  nni]  fa'  selbst  als  ein  Punkt  des  Kreises  Angenommen,  so  ist: 


ikt  der  Geraden 


18  der  Punkt  f.  genügen ,  <!  b.  er  iiiQsa  i 


und  dies  ist  die  Gleichung  der  Tangente  an  den  EreUpunkt  C 
}  nach  -  qoadratiacbe  Glsichuitg  gibt  zwei  [absolut  genommen) 
(che  aber  entgegengesetzt  gleiche  Werte  für  — ,  wenn 

I  Dann  wird  die  Strecke  fu£a'  darch  den  Kreis  harmonisch  geleilt 
Lassen  wir  .:a  constant  d.  h.  bilden  wir  ein  SecantcnbUscbel  aus  dem 
ScheiteJ  1«,  so  gibt  ea  nach  der  letzten  Gleichung  eine  Gerade,  die 
alle  Punkte  i„'  enthält,  fllr  metche  die  Strecke  fufn'  dnrch  den  Kreis 
harmonisch  geteilt  wird.  Diese  Gerade  heiast  die  Polare  des  Punktes 
ia  und  ihre  Gleichung  ist: 


Trifft  PA  die  Seite  BC  in  A'  und  conatmirt  mau  den  in  I 

auf  BC  tiarmouisch  zugeordueten  Punkt  A";  so  liegon  die  Ä"  in  ei 
Geraden,  welche  die  Harmouikale  des  Punktes  P  heisst    Ihre  Glä 

chnng  ist  Z^-^  0,  wenn  t«  die  Coordiuateu  von  Paiad.    Umgekehrt 

kann  man,  wenn  i£a,tca  =^  0  die  Gloictinng  einer  Geraden  ist,  den 

den  barmonischen  Pol  dieser  Geraden  nennen. 


■gukl 


Die  Gleichung  des  Umkreises  ist  Sanrc  =  0;  U  sei  ein  PonJ 
seiner  Peripherie;  seine  Harmonikale  hat  die  Gleichung  ^E^-  -■  I 

Biese  Gerade  geht  aber  dnrch  einen  festen  Punkt,  weil  £r  =  I 

welche  Oleichnug  eben  die  Voraussetzung  eiuschliesst,  dass  f«^ 
der  Peripheriö  des  Umkreises  liegt    Der  feste  Punkt,  tu  i 
sich  die  Harmonikalen  der  Peripherie  punkte  des  Umti 
den,   ist   aUo   der  Symmetriepnnkt   a  d.  i.   der   Grebelij 
(Schendel,  Ekmeute  der  analytischen  Geometrie  der  Ebl 
iren  Coordiuateu,  Seite  44).    Um  den  geometr 


Hai»!    Utbtr  Afi   ümkrtU  </<r<  llrtitAt. 

mücbcti  Polt»  allt!r  TangcDtHD   du   Umkreisoi  m   erba]Uii(,jl 

wir  zunlicbst  duu  iiannunischeu  I'ol  der  Tangvotu 
ikt  fa  des  Umkreises. 

N&ck  I.  ist  Ihre  Oleiubung 
r  boriaonUi^lio  Pol  der  TongeDto  von  la.    8cti«n  wir 


hist 


'VI 


Die  Gltifliuiig  des  gesnchteo  Ortea  ist  also; 

■tue  Curve  4.  Grndes,   wcklio  durcli  die  Eckt^u  dos  Urdrck-i-kva  | 
lart^hgulil. 


Die  Uukrcispotare  des  Funktus  f«  ist  di»  Gerudc  fttcl-ci 
—  «,  d,  L  für  den  Grebo'sch™  Ponkt  wird  dio  Dmkrciepolu 
|crado  be\  dt<!s  ist  aber  aach  die  Hormüiiikali'  desulbcn  Piu 

Dia  Unkreispul&rc  dos   Grebo'scbon  Punktes  isl 
parmouika]e  dieses  Puaktee. 

Es  sei  ?o  JcT  Ort  Uor  Punkte,  deren  HnrmutiikHle  niil  rferj 
reispolarc  zusammoufällt.    Dann  ist  die  Gerade  h  ü  * 
i  von  ia  und  iSe-i-^Sh  <lie  Umkreispolarc  dossolbeii  Pitoktoau 

Die  Auflösung  der  drei  Gleichitiigen : 

^  n  d,  b,  der  Grebi.''s«he  Punkt  ist  der  oitizi^o,  der  die  E 
Aiuft  liBt,  dass  seine  HnrmonikalR  mit  diir  Uiukrcietiulani  zussi 
lllt;  er  kann  also  auch  durch  diese  Eigenschaft  definirt  wertfed 

>  Harmonika]«    des   Cireba'sehen   Punktes   ist   auch   diqi 
|«rade.  tu  wekliiT  ili<'  Sulmittpunklv  der  Ütnlen  des  GrdrBie 
1  Umicroifltaiigeiiten  an  ileu  Oegeneckcu  liegen. 


:    (Jtbfr  Hm   t/mliTrit  dtt  Onieclcii. 

Nach  I.  hat  die  Tangeote  an  doB  Pnnlrt  ^  ^  1,  0,  0  die  Glei- 
ch+6  »■(  -  0 

r  Schniltpnnlrt  dicsisr  GcTodcn  mit  der  Soite  BC,  dwi'n  GläicLaiig 
=  Ü  ist,  bat  diu  Coordinaten  0,  — t,  -f-"^  """l  ''"K'  *l*o  '"  ^^ 
inetric'gcradeu  be. 


?.  Umkreispolare  des  Inkreisccjitnims  ist  h-^-e.    Der  Schnitt- 
t  dieser  Geraden  mit  der  Hurinoiiikaleu  desH^lbeu  Punktes  iat: 

.  er  gehört  der  nnendlicli  fernen  Geraden  der  Dreieckebene  a 

Die  Umkroisiioiarc  des  Inkreiscentruins  ist  parallj 
■  Uarmonikiile. 

I  sei  a-B  ein  Pnnkt,   dessen  UnikreiH])olarc  parallel  seiner  Kar- 
de iBt, 

Es  muss  dann  sein: 

1    s         >.        c     I 

I  i.Tf  +  öit,     C(ra-{*''^r,     an  +  lu-g  ^  =  (i 
\        nre,  treXay  iTail,       \ 

r  Ort  von  »a  ist  also: 

2:axa^(bn-cn)  =0 

)  Curvi^  3.  Grades,  wolcbe  durcti  die  Mitten  des  Dreiecks   und 
1  Iiikrf'iBtt'utruin  htadurchgelit. 


I  Die  Harmonikalc  des  Inkreisccntmms  ist  die  GeTade  1-,  es  i 
■  Umkreispo!,  der  Punkt  L.    Es  ist  dann: 

woraus 

Wenn  mit  O  der  Symmctriepunkt  a  bezeichnet  wird,  so   ist  , 
he{b~ii);  Ibr  Umkrelspol  sei  Ly,  er  ist  bestimmt  durcb  die  Qld 


£i  ttt  Kanit   der  Symmotricpankt  a{6 — e);  er  liegt  in  der 
von  O  mtd  in  der  Harmooikalen  dea  Umkreiscentrums. 

Die  La  trifft  die  Harmonikale  von  G  in  dem  Symmetriepnnltt 

a(6+o-2a). 

El  sei  X  der  Umkreispol  der  Geraden 


tt  W  d«nu  fOr  ibn: 


bic+cu  =  0, 


=  o(W, +«,  — oo,) 


US  midier  Formel  steh  dnrcli  Linealconstractlotien  eine  o 
Menge  von  Symmetriepoukteu  ergibt.  Man  bestimmt  z.  E 
kreispol  X  einer  gegebenen  Geraden  nnd  die  Uarmonlkale  von  X^ 
welche  die  erste  Gerade  in  Y  schneidet.  Mau  bestimmt  den  Umkr^ 
=  und  harmonischen  Pol  der  X¥  n.  s.  w. 


Wien,  Mfln  1876. 


M 


XXXIV. 

nSCw  qrmmetrische  Funktsysteme  d«B  Dreiecks. 


I. 

Ist  fa  die  Normale  eines  Punktes  P  in  der  Ebene  eines  Dreiec 
BC  auf  die  Sfile  BC  ^  a  Josselben;  so    heisst  /'  ein  Symmet 
t  des  Dreieclis,  weuo  pa  cmc  uacU  £  und  r  symnietriscLe  Faucti«^ 
äer  Seiten  a,  b,  e  ist  nnd  pi,,  pc  durch  cyklischc  VcrtauscLung  aot" 
pa  folgen. 

Ist  pa  aber  nicht  nach  h  uud  c  Bymnietrisch ,  folgen  aber  noch 
immer  pa,  pi,  pt  durch  cyklische  Vertanschnng  der  a,  b,  c  aaseiu- 
ander;  so  Ltann  ein  sulc.her  Punkt  ein  Ilalbsymmetriepuulit  des  Drei- 
ecks genannt  werden,  üud  zwar  enispricht  einem  jeden  solchen  eis 
(nrciter.  Es  sei  z.  B. 
t  P- =/[¥(<"),   v{i),   xW] 

wo  ip,  %;  i  beliebige  Functionen  nur  von  der  eingeechlos 
riablcu  sind,/  aber  ganz  beliebig  ist;  man  hat  somit: 

1  gibt  es  einen  Punkt  pa,  so  daas: 


iinl    Urbtr  igmmtlriiekt  Anttrrfite»  du  Artnejb. 

Die  Verbindangsgerade  dieser  beiden  Pankte  lutt  »im  Co 
TOii  r«  in  ihrer  Gleichnog  die  D«l«rmiuaiite : 

]/[v(6).  *('),  l(«)J.    /[»(*).  *(«).  !('!)]  I 

Werden  in  dieser  Determinajite  b  nnd  <^  mit  einander  *  

BO  äiidfrt  sie  nicht  iliren  Wert;  sie  iat  somit  nach  b  und  c  BjTDinie- 
trificb.    Somit  ist  die  Verbindangsgcrado  dieser  Halbsfmtnctricpiiulttfl  | 
eine  Symmctricgerade. 

Wie  die  Sjinmetncpankte  nach  der  Dimension  ihrer  Coordtnateii 
i  Synunetriepnnkte  l.  2.  3.  ...  Grades  eingeteilt  werden  kOnaci 
jes  hier  auch  bei  den  Halbsfiniiietriepnukl«»  mOglick. 

,  Pf  seien  HalbsyüimetTiepnnkte  ersten  Orades,  so  dftsa  J 

wo  V,  %  X  constanle  GrOsscn  vorstellen. 
Dann  ist: 


P,Pt  = 


=  (9  +  V')(»'-*f)+l('^+«'— t' 


Die  PfPt  gehen  durch    den  Schnittpunkt   der  Gcradon  i 
1  ffli+oc— 4* — «^  d.  i-  durch  den  Punkt: 

.  die  Verbindungsgeraden  je  iwciur  coigugirt«n  HalbsTmin 
nkte  obiger  Form  sind  einander  parallel  and  zwar  der  Han 
ä  des  Inkreiscentrum». 

Denn  die  Gerade  j,-(-ir(,+irr  =  0  geht  durch  die  IlBJbs]rmia 
pankte  b — c,  e  —  b,  welche  rait  ihrem  unendlich  fernen  i 
fallen. 

Ist  1  —  0,  so  ist  die  Gerade  /'i'i  die  Symmetriegorad«  a 
d.  h.  »lle  Halbernimetriepnukte  iler  Form  ^-\-ve,  gic+if*  ] 
in  der  Geraden  o* — be. 

Ist   V  —  —  «)',   so  ist   i*,/*,  =  <iA-f-ac— y  — c*   und  die  ] 


Bain:   üirbtr  lyimulritclit  I^nllij/iltme  df  Dratehi, 


HfmmetriepnDhte  sind  ton  dar  Form  tpi  —  ipe-^ia,  ^ — ipb-^xa  o 
Die  Paobte  endlich  der  Form 

liegen  in  der  Oerftdeu: 

a*  —  fi*  —  e'-^-ab-^-ac — b«. 


U. 


Bozeicliueu  wir  den  Symmetrlüpunkt  a  mit  O,  die  Halbsymnietrie- 
3  b,  c  nnt  O,,  Gf-,  so  sind  die  Normalen  von  <?,  and  G^  anf  a: 


Die  EntfemuDg  zweier  Punkte  i",   P',  deren  Seil^nnormalea  | 
1  pa    sind,  wird  durch  die  Formel  aaBgedrflckt; 


V,acl3abe+£a'—£aHa+l>)l 

Sind  P„  P„  P,  drei  Pnnkte    mit  den  «■  Coordiuten  a,,  «„  0, 
]  sind  ii«!.  'IfOti  "^"s  ■'"'^  Normalen  anf  o,  bo  ist: 


i?,l,V.   ".   c.   /. 
I  "t  ßs  n  ' 


Dieae  Formel  gibt: 


a6c£a,(be  —  o*) 


888  Sain:    Ueher  lymmefrUckt   Punktsysteme  Au  Dreuela. 

WO  «1  to  CoordinatCD  des  Punktes  P,  sind.    Für  Bpecielle  i\  41 
{^bt  Bich  E.  B. 

WO  J'  du  InkKÜcentnim  nnd  9  den  Infcrdandini  bezeichnet. 

Die  Entftnnng  dnea  Ponbtes  fa  von  der  Geraden  oj  Ist 
SoiU-.N,   wenn  £■   die    Seitennormale   uf  a  und   it^^  —  2aj' — 

ZEa^h^aay  (o,  jS,  7  die  Winkel  dea  FnndKmentaldreieckB). 

Ist  o,  —  1 ,  ist  also  der  AbatMid  eines  Punktes  tou  der  Har> 
fflooikalen  des  Inkrdscentnuns  zn  beitinunen,  so  Ist  A  —  d:r,  wo  <l 
den  Abstand  des  UmkreiicentnimB  vom  InknäBcentnun  nnd  r  den 
Umkreisnuliiu  des  Fnndwneirttldreiecki  besdchnet 

Fflr  Ea  =  ^1  erhalten  wir: 


Ftkr  Gf  erhalt  nuin  denselben  Ansdrnck  mit  domselben  Zeichen, 
weil  die  Gerade  &iG,  ^n*— &«  nach  I.  parallel  zur  Harmonikalen 
des  Inkreiscentnuns  ist 

Um  nan  znr  Constmction  der  Punkte  C,  nnd  C,  zn  gelangen, 
denken  wir  nns  O^  mit  A  verbnnden. 

Die  AQi  schneidet  BC  in  ^,  ^  0,  e,  a.  Die  Seitennormale  von 
Ai  sind: 

2J  2aF 

°'    a+b'     c(a+6) 

FftUen  wir  von  A^  anf  AB  eine  Senkrechte,  so  bat  diese  die  L&nge: 

BA,  smp  —  -z — TTC  > 


welche  Gleichungen  znr  Constmction  von  O,  filbren.     Dabei  kaim 
bemerkt  werden,  dass 


itti  UAtr  nymmelritiAt  Puiikruj/tUmt  dt*  Drtitria. 


Die  TranaversaleufuäspuaktdreiecltQ  der  dem  Grebe'ecben  Punkt  i 
g^rdnetcn  HalbsymmctrippankteD  haben  gleichen  Flächeninhalt  i 
^^^dem  FuBnpunktdreieck  der  iuiieren  Winkel  hol  birenden  des  Urdreiocka. 

^^Ht     Der  Symmetriequokt  be  werde  mit  S,  die  Halb9}rmmetriopnnkte 

^^PP,  ac  mit  Sj,  S,  bezeichnet     Dann  ist  S, ^  ^bc{bc~a*).     Ist  also 

^^^a  einem  Dreieck  die  eine  Seite  die  mittlere  Proportionale  der  beiden 

andern,  so  geben  durch  das  Gegoneck  der  Mittelseite  die  Verbindonga- 

gersdc'n  der  conjngirten  Punkte  gowol  des  Schwerpunktes  als  anch 

dos  Grebe'schen  Punktes. 


m. 


Die  Harmonikaien  von  S,  ond  S^  haben  dio  Formen  e,  a,  h  und 
A,  c,  a.  Ihr  Schnittpunkt  bat  die  Coordinaten  a*— Ae  und  liegt  also 
a  =  Vfce  aur  BC\  er  liegt  zugleich  mit  S  auf  der  Geraden  b—c, 
i  welcher  die  Symmetriepunkto  der  ersten  Ordnung  liegen. 

Treffen  ABi  and  AS^  die  BC  in  A^  qnd  A^,  so  findet  man  wie 


D(aM-6c)' 


fflc+i» 


IV. 

I  Ui,  Mt  leien  die  Halbsymmetriepnnktfi   ra-\-b,   i 


Sind  ebenso  iV,,  W,  die  Punkte  n+S,  n+c  so  folgt: 
M^M^  _  Xm       2n«-f£oi 
iViiV,   ^  !■  "  2i»*4-'2^'^ 
Man  findet  ferner  als  Gleichungen   der  Yerbindungsgoraden  diu 


ttmimi   Vtbtr  ijfttimtlTÜtkt  f^kliyilain  dtt  tJtt'fla. 


U,M, 

=  m[a«— ft— c)+a*— Je 

rf^ff, 

=  1.(2(1  — «  —  c)+o*—Ae 

Gendi 

m  scbDeiden  frieb  tn 

m(2Ä  — c— o)+6*  — cn,    n{26— c— «)4-i<— e 
„(2c— o— *)+«*— «6,    »(2c— a— fc)-f  r*— o 

Die  Af,  ^fi  sind  alao  der  Hurmonikalc  des  Inkrciscentrums  pa- 
rallel oud  falleu  für  jedes  Dreieck  zusammcii,  in  dem  eine  Seit«  bowoI 
tfks  orttbmetiBCho  als  gcomctriscbe  MitU<]  der  beiden  andern  Ist. 

I  AUa  findet  fomer: 

M,Nj  =  a-c,     MtNt  =  a~b 
Die  Af,JV],  M^Kt  liegen  also  in  zwei  festen  Ooradrn,  die  sidi 
Igcentnim  trcffeu. 

V. 

Im  VorigeB  nurdeu  einige  Pnolite  notorsacbt  von  Aar  Form,  dasa 
rch  Tertchiebuug  der  Coordinateu  vulIsUndige  SymmetriEtponkto 
Mitsteben.  So  wnrden  %.  B.  ans  dem  Scbworpuukt  S^hc  die  Halb* 
Symmetrie  punkte  ca  und  ah  bcrgelcitel.  Aus  der  allgemeinen  Form 
der  Hnibsymmetriop unkte  ia  I.  folgt  aber,  duss  durcb  die  Verscbi 
bnng  der  Coordinaton  nii-bt  immer  vollständige  Symmetriepunkta  a 
ergeben  mflsBeu. 

,  So  geben  die  Halbsymmetriepankte 

ab*,    bc\     ea*  =  ü, 
0.T»,    W,     et*  =  ü, 

Rb  TerBCbicbnng   der  Coordinaten   folgendes   System   i 
inmetricpanktcn: 

ic»,    ea*.    Ol»  =  F, 

b*e,    e'n,    rt*6=  fj 

I  Oleicbnngon  ihrer  VerbiudnDgsgeraden  erbftlt  man: 

t;,r;,  =  6e(«'— A'c*) 
»',r,  =  tf(o*— fa) 


I 

Dl 


Utber  tymiaelriicht  Pankliyttemt  dei  Dttilflu. 

Diese  Ofmden  geben  also  für  a*  —  ba  durch  A. 

Trifft  'ir,  die  BC  iii  ^,,  so  findet  man  nie  in  n. 
2aboF 


d,  AB,Cj  —  A  AtB^C,  — 


nco-K) 


Die  Transversalfusspnnktdreieclco  der  Punkte  Sc»,  b*e  hsben  i 
dem  TrftDsv  Draal  fusspankldreieck  des  lubreiBcentnims  gleichen  ] 
^eninhalt 

lU,  die  BC  in  A,',  m  ist: 


^  ^i'fl.'C/  =  i^  ^t'Bi'Ot'  - 


Wird  ff,  der  Symmclriopunkt  a,  mit  J  Terbnndeo  and  trifft  AG 
}  BC  in  A",  ao  findet  man  ebenfalls : 


Es  ist  möglich  dorcb  Constmctioncn,  welche  Ilalbsy mmetrieponkte 

betreffen,  volUtändige  Symnietricpnnkto  zu  erholten.     So  gelangt  man 
.  z.  B.  Eur  CuaBtnictiou  des  Syinmotriepanktes  zweiten  Grades; 


Hau  verlängere  die  Seite  BC  über  B  und  C  um  £^t  und   C>1< 
>  hinaus,  dase: 


AiB^BC-\-  CAt  =  AtAc  ■ 
AiB  =  e,    CAe  • 


a-\-b+c 


0> 


—  b 


C.  =  i;+6,      —  a,  0 

I  Dieee  Coordinat^  mtlssen  der  Reihe  nach  mit 

2F      2F      2F 

ah        he        Ca 

bliplicirt  werden,  damit  gie  Seitenuormalen  werden, 


Hain:    Cthtr  tymatlrisrk»    PHnkItyttrm'  dri   I^l/rlit. 

Me   Schwerpunkte  iler  flacihengleiclicn   BrPiecUo    AtB.Ca    und 
AeBad  seien  Sy,  B,.    Ihre  Normalen  naf  a  sioil: 


iF 


(fi»+*c  — (ic)    und 


2f 


(o*4.fcc  — o«) 


Eiter  Balbirangspvnkt  der  Strecke  8,8,  ist  der  Sjrmraetriepunkt 

Es  wcrdt)  BC  übel  Ü  und  C  binaaa  um  m  verlängert,  bo  das» 

B  SeitennomtaleD  voq  A»,  Je  sind  dann : 

J*  =0,    +(n»-|-ii)Bin)',    —  »BinlS 
^  =  0,        —  mMn)-,    +(ffl+a)sÜliJ 

Die  Schwerpunkte  S„  S,  dieser  Dreiecke  AtßcCa,  AcBtd  babcn 
&1b  Seitennonnalun : 

(w  +  cjgin^  — mginy      (w+ftlainy  — wring 
3  '  3 

fi  Mitt«  von  SiS,  ist  dor  Ponet  *r,  der  Schwerpunkt  des  ürdreiecki. 


vn. 

Ist  ^a  ein  STminetriepunkt,  so  kann  aus  seinen  Coordinaten  folgen- 
ftden  «jnimetriscbes  SfRfeni  abgeleitet  werden: 

Pt  =  pt,        ippi,       pt 

WO  qo  consfant  oder  eine  beliebige  ajmmetrischo  Function  dor  Sdtoa 
ind  zwar  van  der  Dimension  Null  ist 


Die  Po,  können  dann  dem  Symmetricpunkt  P^pa  nach  dem 
Index  <p  EUgoordnet  genannt  werden,  oder  da  sie  erst  tn  ihrer  Drsi- 
heit  ein  symnietriichcs  System  bilden,  analog  den  frObereu  Beuich- 
nnngen.  Drittel  Eymmclriepunkte, 

Es  ist  APa^pen — pkrc,  woraus  sich  ergibt,  dasi  die  AP»  Ar 
Jeden  Index  v  sich  in  P  treffen.  Die  EcktrnusverBalen  von  P  Bnl- 
balten  atso  alle  in  dissor  Art  zugeordneten  DritteUynimetriepunktO 

Vorzugsweise   wurde  bityetzt  der  Fall  qp  =  —  1  untemncbL 
z.  B.  lind  die  Punkte:  —1,  +1,  -f  1  die  Ankreiscentni  des  Fw 


Bain:  Ueber  »ymm€tru€k€  PunkisyttmM  des  DrtMcB, 
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mentaldreiockB.  Constniirt  man  Aber  BC  als  Basis  nach  Anssen  so 
ein  gleichschenkliges  Dreieck,  dass  die  Winkel  an  der  Basis  gleich 
ihrem  Gegenwinkel  im  Urdreieck  sind;  so  erhält  man  als  Spitzen 
dieser  gleichschenkligen  Dreiecke  die  Punkte:  —  a,  -|~^«  *^^* 

Fflr  den  Fall  9>  »  —  1  gilt  noch  die  Bemerkung,  dass  die  Har- 
monikaien der  Pa  die  Seiten  des  Transversalenfusspanktdreiecks  von 
P  büden. 

Die  Harmonikale  von  Pa  hat  nämlich  die  Gleichung: 
Wird  BC  von  AP  in  A^  geschnitten,  so  ist: 

Bi  ^  pa,       0,      Po 
B^C^^ — phpeXa-^pePaXh-^PaPhXe 

Die  Harmonikale  von  Pa  WM  mit  B^C^  zusammen.  Pa  ist  der 
harmonische  Pol  von  B^C^  in  Bezug  auf  das  Urdreieck.  Die  Pa 
können  somit,  wenn  P  gegeben,  durch  Linealconstruction  erhalten 
werden. 

Wien,  April  1875. 


XXXV. 
Ueber  Bildung  neuer  Sfminetrfepimkfo. 


L 

Da  jeder  Panlft  io  der  Ebone  eines  Dreiecks  in  gewissen  symma 
triscbeu  Beziehungen  zu  den  Seiten  desselben  stetien  Icnnn:  so  ist  dil 
Untersnchung  dieser  verGcbie denen  SymmetrievcrhältnisBe  nnbegreni 
und  ebenso  wenig  abzüschliessen,  als  die  Theorie  der  Ciirven.  Jedei 
Bynimctriepnnkt  des  Dreieeks  kann  auf  unendlich  viele  Arten  coo- 
Blrnirt  werden,  ebenso  wie  einer  und  derselben  Curve  verschiedene 
Bildnngfiwoiecn  angehören.  Ist  eine  gewisse  Anzahl  von  Symmetris- 
pnnkten  gegeben,  so  kann  man  ans  ihnen  als  CouBtnictionseloinentea 
eine  Reihe  neuer  Symmctriepunbte  durch  mehr  oder  minder  einfache 
Zeichnung  erhalten.  Im  Folgeudon  wird  besonders  der  Umltreis  des 
Dreiecks,  das  InkreiBcentruin,  der  Schwerpunkt,  der  Grcbe'sche  Fimkt 
als  gegeben  betrachtet. 

Wenn  ein  ncner  Punkt  P  mit  den  trimetrischcn  Coordinaten 
|o£»i(  bostimrat  ist,  wo  i,  der  Normale  von  F  auf  die  Seite  BC^ 
des  Dreiecks  ABC  proporlional  ist;  so  ist  die  Gloicbnng  seiner  Har- 
monikalen  (Archiv  LVIl.  Seite  316.) 

Ist  ia  ein  Synimetriepnnkl,  so  ist  seine  Uarmonikale  eine  Symmetrie- 
gerade  und  man  kann  den  Auadrm-k  gebranchon:  4it|e  ist  die  Uar« 
monikale  von  f,i.  Die  Cocfgcienten  von  nif  werdou  daim 
i^klische  Tertanschnng  der  ahe  erbalteu. 


:  Urbir  BUAirui  n 


Der  bonnomBcbo  Pol  der  Symmetriegeriulon : 

t  alBD  der  Symmotriepnnkt  //,  c,. 

Die  Polaro  des  Panbtes  ^  in  Bezug  auf  den  Umkreis  ist  t 
Gerade  ftfe+cbi  der  Umkr«i^ol  der  Geraden:  £ii^iem  —0  ist  i 
Punkt:  o(6fi,+cc,— aai>. 

»Die  Verbind  nngsgerade  zweier  Punkte  $a,  |a'  iat  die  Gerade: 


Der  Schnittponkt  zweier  Geraden  o,, 


.  ist  der  Punkt: 


Trifft  AP  die  Seite  BC  in  A^  nnd  nehmea  wir  tnf  BC  so  einen 
Pnnkt  Ai  an,  dass  BA^  =■  CA^,  CA^  =  ^Ai  bo  mUssen  die  AA^ 
tich  in  einem  Paukte  P'  schneiden,  welchen  mau  als  den  zn  P  ge- 
hörigen Punkt  mit  denselben  SeitenabscbniUen  bezcichnon  kann.  So 
gewinnt  man  also  za  jedem  Punkt  (den  Subworpnnkt  ausgcnonunen) 

Idnrch  eine  sehr  einfacbe  Constmctiou  einen  zweiten. 
[       Die   80    angedeuteten   Erzeugangsarten   nonor   Symmetriepunkte 
iterdon   in   Folgendem  angewendet.     Betrachtet  worden  jedoch  nor 
«lebe  Punkte,  deren  trimetrigche  Punktco ordiuateu  rationale  Fnz 
Ibuen  von  ahe  sind  und  die  fttnfta  Dimension  nicht  Übersteigen. 
n 
L      Der  einzige  Symmetriepunkt  nnllter  Dimension  ist  das  Inl 
«etrnm  J.    Es  treffe  AJ  die  Seile  BC  in  .<*,,  so  sind  die  Cooi 
natcn  dieser  Symmetriepnnkta : 

A,  =0,    1,    1 

Ä,  =  1,    0,    ! 

C,  =  1,    1,    0 

mit  dieee  C«arilinaton  Seitennormalen  werden,  sind  sie  noch  bzbi^ 


gy 

i  +  o- 


c-\-a 


I  Rinltipliciren.    So  sind  dann  die  Soitennonnalen  von  A^ : 


i 


Fol  kl:  "'  ""  ■'  "1  *.  Gerade  J 

aS  '     ^ — i; 

Phwerpankkt  des  Dreiecke  ^.»  c,  jJh 


Hain:  üeher  Büdung  neuer  SymMMirkpunkt». 
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Die  PfJ  schneidet  die  Umkreispolare  von  J  in: 


=  P. 


8 


m. 


Trifft  J  die  BC  in  A^^  so  ist: 


CAi 


<a 


b+c'         ^^       b  +  e 
Wir  nehmen  nun  auf  BC  einen  solchen  Punkt  A^  an,  dass 


BA^ 


ab 


CA, 


ae 


Die  Normale  von  A^  auf  AC  hat  die  Länge: 


2F 


Somit  ist: 


A^  =  0,        c«,        *> 
Die  AA^  schneiden  sich  also  im  Symmetriepunkte 

Die  Seitennormalen  von  A^  sind: 

Der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  A^B^C^  ist: 


:+ 


b^ 


=  ftc(&+c)(a*+;ac+2*c)  =  P^ 


10 


ea  (c + a)  *^  ai  (a-f- ^) 

Die  Harmonikale  von  P9  ^  &^<^  ist  die  Gerade  a^\  sie  trifft  die  Um- 
kreispolare von  J  in: 


b\     c+a 


=  oi«— «?«+&«— c»  =  Pji 
Die  Gerade  a«  trifft  die  P^J=b^—(»  (ü.)  in: 

=  ft*+€^—  aH^—a^<^  =  Prt 
Umkreispol  der  o*  ist: 


Baiit!    Utber  BilAtnf/  hout  SyraMclriV/nrntUi, 

tet  ferner: 

IV. 
Die  Harmoüiliale  des  lukreiBcentnims  hat  dlo  Gleichnng: 

r  Umkrcispol  ist: 

«{*+=-")  = 
^erbiDden  wir  diesen  Punkt  mit  dem  lakreiscGutruin,  so  erhalte 
I  bc-\-ia  —  i.*,      1  j 


.a  +  o6- 


=  (b- 


■cnb+t-a)  =  p,j  (ttE 


Sonach  liegen  das  Inkrciscentrnm,  der  Schwerpunkt  seine«  NonnaleB- 
fnsspunktdreiccks  und  der  Umkreispol  in  einer  Geraden.  Diese  trifft 
die  HarmonikaJe  von  J  in : 


\{c-anc+a-b),     11 
\la-bHa+b-c),     1] 


Die  Hannonikale  von  i*, 
J  in: 

|oi(6+c-o)(a+o-i),     1 


a{&-\'a — a)  trifft  die  Hannonikalo  tob 


feit  der  Geraden  < 
Ban  findet: 


■*  (in.)  bildet  die  Harmonikalü  Ton  J  den  1 
b'-^'  =  P„ 

fco  Pia  den  Schnittpnnkt  der  Pj^^c* — c*  mit  da  HumoJ 
(Dn  J  bezeiclinet.    Der  hannouisctie  Fol  der  PtjJ  ist: 

(«»+it_2r'')(a*+c»-2A»)  =  P,, 


Die  Gerade  £— e   ist    die  VerbinduDKBgerado  aller  l 
bokte   der  ersten  Dinteusiouen.     Da  iu  ilir  der  Gri^be'sclie  1 

1  niid  äaa  Inkreiscetitntni  licigt,  so  Ul  ilire  CoitHlrurLion  g 
Wenn  wir  dou   Punkt   6*f^  s  R,   (III.)  mit   dpm   Scliwerpvnld 
Fnadaineutaldreiecks  S^be  verbinden,  so  erbaltcn  wir: 


Die  HarmoDik&le  dieses  Punktes  ist  die  Gerade  (a-)-A){a-f  c), 
— .^rifil  dio  Urakreispolare  ron  J  In: 

)  Umkretspolare  voa  i  +  c  ist:  oi+oc+i'+c';  ihr  barmoniBcher 


9  Gerade  oi+oc+ft^+c"  trifft  die  Uarmonik&le 


i  Pu  mit  dem  Punkt  o(i+c— <i)  = 


J  in: 
0  =  P,!  (IT.)  verbanden,  sn  folg 


i'ui'M  = 


0  (.,+<.- 6)  I 
c(o+i-6),     (a-6)(a+6-e)i 
=  (a+Ä_c)(a+ö— i)(ai+«c— i»— cO 
r  harmoiÜBctie  Pol  dieBor  Geraden  ist: 

{6c+6a— e»  — a»)(ca+ci— a*— 6*)(fi+c— a)  =  J'jt 
IEb  treffe  AP^  die  liC  in  ^„  so  ist: 

yl,  =0,     c+a,     a+ft 
Die  Seitennormalen  sind  daun: 


^P^ 


-4,  =0, 


2f  (^H-  ")       2na-H) 
Schwerpunkt  des  Drcincka  vljBjCj  ist: 


j;+ 


H-Zoi^ot+iafi 


=  (S-fc)(ai  +  «c+2ic)(3a6  +  3ac+2tc)  =  P„ 


BeBtimmcn  wir  anf  £C Bo  den  Pnnkt  >lg,  dassf^Ji^O^,,  CA^=BAt. 
Dann  ist  C^,  gleich  der  Normale  von  A^  auf  ^C  dividtrt  durch  den 
Bitma  des  Winkels  C\  sonach: 


he-\-2^ai  '  mny       be-^-Siaii 


Hain:   V*ttr  Bildiiiy  neuer  SyniiiitlTirpunh; 

[He  Nonnate  von  A,  auf  AC  bht  also  die  Länge: 
A,C  alay 


B  Coordioaten  von  A^  tind: 

0,    (a+fr)e" 


Ca  +  c)6» 


,ivl,   Bclmeidea  aicb  im  Punkte:  b*<^{a-\-l>){a+e).     Verbindot 
1  diesen  Punkt  mit  dem  Punkte  6^c*,  lo  orhiUt  man  dl«  Gend«: 
at(b*~e*)  =  P,J  (lU.)    Sie  trifft  die  Harraonikale  von  J  In: 


1  .»(«' 


-i*),      1 1 


eo^ä'+aV— 2s»c*  =  r„ 


[He  Harmonikale  des  Panktea:  b*<^(a-\-b){a-\~c)  ist  a'(fr+«) 
^Idta  mit  der  Geraden  o*  (III.)  den  Punkt: 


VI. 

Der  Qrobe'sche  Punkt  wird  erhalten,  wenn  man  Ober  den  \ 

■CS  Droieeks  uacli  Aussen  oder  uucli  Innen  Quadrate  construirl 

fam  ]>reiouk8i<itea  imraHoleu  Quailratseiten  bilden  ein  Dreieck,  i 

lomologicpunkt  in   Bezug  auf  das  üidrcieck  der  Orolie'sche  1 

Seine  S4.'itQUuorHialon  sind:  ^aF-.Ea'.    Die  Umkroispolai 

?  ^  «  fällt  mit  der  Uarnionikalen  desaelheu  Pmiklf  a  zusamn 

It  die.'Oerado  bc.    Sie  schneidet  die  Harmouikale  von  J  in: 


o(ft- 


}er  bannoniacVe  Pol  dieser  Geraden  ist: 

(Jo+ia  — 2ca)(po-|-c4  — 2flfi)  =  iV, 


Ifo-ia,     *| 


*c(6-f-e  — 2«) 


Der  barmonische  Poi  dieser  Geraden  iat: 
I  ihr  Umkreispol: 
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Ferner  hat  man: 


-e) 


Diese  Gerade,  deren  harmonischer  Pol: 

a{a — b)  (a — c)  ^  Pjj 

schneidet  die  Harmonikale  von  J  in : 


ea{e  —  a),    1 
ah{a—h),    1 


~  a{b'^'\-f^^db'-ac)  =  Pj 
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2^^  2<?JF' 


Es  treffe  AG  die  2?C  in  A^,  dann  ist: 

Der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  A^B^C^  ist  also: 


-^2"i" 


a 


=  a(i2+c3)(i»4-ö*+2a^)  =  Pa4 


Die  Mitte  von  AG  sei  ^4'.    Die  Seitcunormalen  von  A^  G^  A!  sind: 


2P 
-4  =  — 
a 


G  = 


0,  0 

2aF       2^^       2c-F 


.  •  >  . 


-Sa« 


•*- 


-Sa«'     ITa»'     Ä«      '^ 
Somit  ist  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  A'B'C : 

1        3a 


m 


.•• 


V. 


;>»■•  .*■' 


VII. 

Trifft  AG  die  -ßC  in  ^„  so  ist: 

ac* 


■*■■ 


o^ 


'1       &«+c> 
Vertauschen  wir  diese  Seitenabschnitto,  so  dass: 

BA^  «  CA^  . 


a&s 


CA^  —  ^ilj  — 


T«U  LVIIX. 


ae 
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SO  hat  die  Kormale  voa  A^  auf  AC  dio  Länge; 

Es  ist  alBo: 

Die  AA,  Bclineideii  sich  also  im  Punkte  fi'e*.  Obwol  dieser 
Punkt  von  der  sechsten  Dimension  ist,  so  worden  doch  einige  nie- 
derer DimenBion  von  ihm  sbgeleitet  So  ist  e.B.  a'  dlo  Hannauikalo 
dieses  Punktes,  sie  trifft  die  Harmonikale  von  J  in; 

J«— e»  =  >„ 

snd  die  Harmonikale  von  O  int 

Der  Umkrdspol  der  a*  ist: 

a(i*-}-ö*— o*)=  Psa 

Die  Verbindungsgerodo  dor  Paukte  i^e*  oud  6*c*  (III)  ist  a\b — c), 
sie  trifft  die  üarroonikale  von  J  in : 

Dieselbe  Gerade  trifft  die  b—e  in: 
und  die  6*— c>  in: 


Die  Gerade  (— e  enthftlt  alle  Symmetriepnnkte  erster  Dimension. 
Ihr  hamoniscber  Pol  ist; 

(a-b){a-e)~Pa 
nnd  ihr  Umkreispol: 

Die  Gerade  F^tJ  ist  von  der  Form: 


I  4»{<.-«),    1  I 


=  Wc+«c»— «i*— oc» 


I  Cbt«r  BSUung  ntaer  SsiHMetri*i»iii1clt. 


I  trifft  die  Bannonikale  vou  J  id: 


-be*—ba\     1 


—  (*  — c)(2a»  +  oi  +  ac— ie)  =  P^ 


-r  trifft  die  Haroonikale  tod  J  in: 
l-\-e-2a  =  P^ 
:  l\J  =  l,*~<^  (11)  in: 


-S»,   < 


i  b~o  trifFt  dio  U  in  kreispolare  von  J  in: 

Sie  — n'^;»,. 


:t:l 


Die  HariDODikalo  von  /*(,  ist  die  Goraile:  {rii — c](ae—h")y  i 
die  Harmomlcale  von  J  iu: 


|(S.-i.")(»o- 
I  (CO  — 6*J(cÄ- 


■■).  i! 


5(i-«)(4.-a>)iS/'„ 


Hit  der  Hannouikale  des  Grebe'sclica  Panlitcs  bildet  die  b  —  e 
Puuld: 


fc 


a(nfi4-ec  — 2ie)  =  F„ 


Hannonikale  von  P^^  b-^~c—'2a  ist  die  GeraiJe   (e-^-a — 
'ftt-i-b — '2c);  ibr  Dorchschuitt  mit  doi-  Harmonikalea  vun  J  ist: 


^ 


|(i+.-ü.){.+a-24),     ll-" 


Eine  der  ciiifattialcn  Formen  dtr  Symmetriepnnklo  zweiter  ] 
menfiion  hat  diT  Suhwerputikt  S  ^  ftc    Seine  Umkreiapolare  ist  I 
f-c"),  Bio  trifft  dio  Uarinonikalo  vou  G  in: 


||  SJ  ist  die  Gerade  a(b — e),  ihr  li&rmoni scher  Pol  ist: 


«(i 

-^J  (»'+''*+«<'- 

-fc) 

Dieselbe  Gerade  n{i- 

-c)  schneidet  die 

+= 

liC«-..),     c+o|_ 
|»(a-4),    «+i|- 

2(iJc— a"*— o^c- 

»= 

nnd  die  Hannoniltale 

von  J  in: 

\lt 

t  ;h-+« 

—26 

KWird  (las  lukreiscentritm  ^mit  daa  Ecken  Ä  verbanden,  so  entstcliOii 
[•die  Dreiecke  BJC,  di^rei)  Scbwüqiauktc  Sa  scieu.    Ea  ist  dauu,  wen» ; 


■gesetzt  wird: 


B    =0,    Ä6,    0 


C  =0,    0,     kc 

Der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  SaStSc  ist  daim: 

3p-f-2Ao  =  ic{5a-j-2fi  +  2f)  =  J^^ 

Wird  in  dieser  Constructioa  G  statt  J  gesetzt,  so  sind  die  dreifacben 
Scit«nnormaloa  des  Schwcrpunktfa  Sa  des  Dreiecks  BGC: 


< 


2a  F 


£a*  +   6   *      ia'  +  c 


r 


r  SctiwL'rpunkt  diesos  Dreiecks  SaSiSc  ist; 

Dieselbe  Constructioü  allgemein  für  den  Punkt  P,  dessen  Seilonnor- 
malen  pa  aind,  ausgofütirt,  gibt: 


«  =0,     J.,    0 

C  SO,     0,     1, 

s.=r«,  pj-t-Ät. 

r.+». 

S'  iE  3r.+2*. 

So  erhält 

mao  z.  B.  für  P=6»ö»  = 

1  (HI.) 

2F.i'c" 

•2f      bc 

»"  -  S^i'lf  - 

7     Za 

3p.+21.sJ.(6J=+a 

^  +  2., 

i 


»or  für  /■=  J<— a*=  F„  (VID.) 
■2F(l,c  —  a*)       : 

3pu + 2;i„  =  &:  (9  ofic — 5o*  - 


Wird    /'äi  =  Jci5o 
die  Nomiaip 


f'-|-i;j*-|-2c*)    mit  S  verbundfiii,   so   eiitstelil  i 
"j-,  sie  trifft  diu  Harmoaikalo  von  J  iu: 


-..>),  11 


die  Nomiaip  von  S  auf  ÜC'  diese  in  A^,  so 


Di'*  tk'ilpn normal cu  von  ^1,  sind; 

4-fp'-c'  2f     3«'4-c'-6*    2F 


Der  Schwer|iuiil(T.  ilrs  Droii.-oks  v 
34»+«=-- 


^öur 


Eine  dor  i-infachstnn  Formon  untor  ilon  Syinmctricpunklcn  dritt 
limPDsion  ist:    äc(S+(?);    dieser   Puiil<t   ist  das  Inkrcisucalrnm  i 
Mitteudreiecks  uud  wurdo  zuerst  vou  Spii-kor  nntersucbt    Kb  sei  nd 
fc^Äu(t-|-o);  wird  h  mit  dem  Paiiltt  b-^-e^  P^^  (V.)  verbanden,  i 
ist  (i(i— c)(a-j-i)(a  +  e)  die  Form  dieser  Verbindnngsgeraden 
harmonischer  Pol  ist: 

bcla—b)(a-c)(b+e)  =  Pe, 

Die  Harmonikale  von  k  ist  die  Gerade  a(a-i-b)(a-\-e);  sio  IrUR  ^ 

JJT  trifft  BC  iu  J],  dann  sind  die  Coordinaton  von  J, :  (},  aii(a- 
Eä-4-&)  und  die  Seilcnnormalen: 


tc(*+c){i+c— 2tt}  =  Ä 
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Der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  Äi  B^  C,  ist:                                      ^^| 

ÄfS.  +2vi^.  -  M.+.)(^»+.+.)(2.+3.+  i.O  -  P^ 

Ferner  ist: 

BA            °<°  +  ''          CA.           "''•+'''                            ^1 
■""'       2o+S+e'     ""^       2a+J+o                       ^H 

At,  so  dass 

Wir  fit,  mit  CM,,  so  erlmiten  wir  auf  BC  dea  Ps^^f 

„,          <■('■+')        r,          «1«+«                      ^1 

Die  Nomiil 

TOn  vt,  auf  AC  liat  die  Uege:                                    ^H 

CA, 
Somit  iit! 
oder: 

"('■+"     ^^               '^''            ful»)           ^1 

"■'1'        2«+i+c  oi  -M3o+i+e)-^  +  '          ^H 

A  =  0,     ».(a+l)(6  +  »),    oJ(.  +  c)(4+.)                  ^H 

Die  yl.1,  Ireteo  sieb  In:                                                                     ^| 

J.(.+l)(a+a)sP„                                         ■ 

Die  HartnoQiliate  dieses  Penlites  ist  a(&+c);  sie  trifft  die  b  —  c  iat^H 

1««+.), 

^_j  =  2oÄc-f  o'6  +  a*B— 04*— (w»— ic<— fi'cs  P^g              ' 

XI.                                                .. 

Das  Drakreiacentrnm  hat  dio  Coordinateu;                                          '' 

c.s._"+^-  =  .,4.+  ..     „,=  . 

Man  findet: 

--!:S:'.t::it.l;  !!--<»■-'<)       fl 

Der  harmonische  Fol  von  VG  ist:                                                   ^^H 
a(ö*-b*)[a^~e*)  =  Pg,                                       ^^| 

^ 

^[^■-j'J,'  ;ih°"'+'"--"''='""       H 
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ferner  die  Gerade  b^ — c^^P^J  (II)  in: 

^a(a+b)(a+c) 
und  die  Harmonikale  von  J  in: 


=  Pi 


69 


ca(c^'-  a^),     1 
aZ»(a»  — 6«),     1 


=  fl(i+c)(i»+c«— a«  — *c)  =  P, 


70 


Die  Harmonikale  von  ü  ist  die  Gerade  bc(a^']'b^ — c*)(o*+<?* 
ihr  Umkreispol  ist: 

Dieselbe  Gerade  trifft  die  Harmonikale  von  G  in: 


-Ä»); 


ca(b*+c^  —  a^)(b^  +  a^  —  c^),    ca 


=  a(Ä«  — c«)(i»+c«— a»)  =  P, 


78 


xn. 

Treffen  die  äusseren  Berührungskreise  des  Fundamentaldreiecks 
die  BC  in  A^y  so  ist: 

a-^-b — e       ^^         a+c — h 


BA^  = 


CAj 


A^  =0,    


ab 


ao 


Die  AA^  treffen  sich  im  Punkt  ic(d+c — a).    Der  Schwerpunkt  des 
Dreiecks  A^ß^C^  ist: 

Wird  dieser  Punkt  mit  (b — <?)(ä+c— a)  ^  P23  (V.)  verbunden, 
so  folgt: 

(c+a)(<?-|-a — i),     (c — a^ic-^a — b) 
(a'\-b)(a+b  —  c),    (a— 6)(a+&— c) 

=  (a+6— c)(a+c--ft)(a»— de) 
Der  harmonische  Pol  dieser  Geraden  ist: 

(Ä+<?--a)(d>— «<?)(<?«— oft)  ==  P74 
Vertauschen  wir  ^^^  mit  CA^j  so  dass: 


-^23  -P73  = 


2 


2 


_    "xtr.  sw^,  rf,,  „--""""■"■«Kirea 

■ireicck,  1,1  ^„/'  ""»"*    Dor  StbmJ 

Fr  I 

'^  P— Aa   wird; 

"-;Ä-   erhalicü  wir  ^ 


meiiialdri-ietka." 


'  •'eo    Schw« 


Xiy. 


i  Gerade  trilTt  die  Harmonikale  vou  U  m: 

|(c"— o>)eo»).toi..    co.).co<o;_  .i«u- 1    »«I. 

I  (»■-  f)  CO.  er  tosA    CO»  •  cos(i  I  =  °"  +'  ~°  '  ''T""  ~-'°  ' 


ll 


■  XV. 

l         Ist   r  ein  Sjininetriepaiikt   di'B   FuudnniGutal'IrtiiockB,  ;in   aeiiu^ 
Normalo  aafüCand  ist  P'  dcrsulbi!  Syinmctriepaiikt  für  das  Mittel- 
dreieck  doH  FuudantentalUreiccks ,  pa   diu  Normale   von  J"'  auf  itC; 
so  findet  man  aus  der  Figar: 


[eben  wir  pn  ^  c,  d.  b.  beHtimmeu  wir  di^u  Grebe'scbon  Punkt  i 
MitteudreicckB,  so  ist  dieser: 


-- -^-,=  ictt»+c»)  =  P„ 


K       Die  Harmonikale  dieses  Punktes  (^a*-\-b^]la'-\-B^}  bildet  mit  d 
l'iHttnnonikalcD  von  J  den  Punkt: 


IHh'-i-a'yibi+e'),     1 


Soitcunormal(>n  von  /"^j  ^  Je (/'*+"*)  flind: 


I  Pnnkt  Pg,  des  Mittendreiecks,  so  ist  dieser: 


"£i?=''"^»'+"+-''  = 


iDSO  erbalt«ii  wir: 

,_1        2a»+6'4-e 


=  6fl{2n''-f-3fi'+3c')  =  P^ 


^^^^^^^H 

410                         Ulli«'    U,Ur  Bildunff  ^»«r  SynORffricpuntr«.                            ^^H 

^"'  =  ^  -  y"^  =  i«C«6+<.c+26c)  =  P„                ^H 

^H 

,                  Sind  P,  P'  Syrametriepunkte ,  bo  ist  der  Halbirmigsputikt,  1^^^| 
jeder  Teilpnukt  der  Strecke  PP'    ein  Symmetriepuiikt    So  ist  z.  ^^H 

Schwerpunkt:                                                                                     ^^H 

^^j:^  +  £=ic(4a+6+e)  =  P„                      ^H 

Ebenso  Bind  die  MiUon  von  G  und  J,  £  und  J:                           ^^H 

^q^^ + :^»  ^  {2a»+i«+«»+«6+„.))  =  p^        S 

p  +  1   ^  =  Äe(2a+6+c)  =  P,,                          ^| 

Die  Seitennonnalei)  Ton  b-^c  =  pM  (V.)  sind:                                ^^H 

i                     V^                ^ 

Die  Mitte  von  P^  »nd  J^  ist  hiermit: 

3ai  +  3ac-i-ibc+b»  +  ^  =  P^a 

Ebenso  sind  dio  Mitten  von  P^aS  nnd  P»,G:                                            J 

6c(5a6+5«c+2te)  =  PB,                                       ^ 

{ft+c)(3o'+6"  +  e»)+2a6c  =  P„ 

Die  Seitennormalen  von  iV^Pg  (HI)  sind: 

2»MF               bc                                       ^^m 

Somit  ist  die  Mitte  von  P,  nnd  Si                                              ^^^M 

L                               ^+^  =  6o(«*+«c+4ic)=P^                     ^M 
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xvn. 

Verlängert  man  die  Höhe  von  A  auf  BC  über  ihren  Schnittpunkt 
Aj^  mit  dieser  Seite  bis  A^^  so  dass  A^A^  »  a'  ond  zieht  man  durch 
A^  zu  BC  eine  Parallele;  so  bilden  diese  Normalen  auf  die  Höhen 
ein  Dreieck,  das  dem  Urdreieck  ähnlich  ist  Wenn  die  Normalen  in 
B2  und  C2  auf  BB^  und  CC^  sich  in  A^  schneiden;  so  ist,  wie  aus 
der  Figur  unmittelbar  erkannt  wird, 

wenn  Sahh  die  Seitonnormalen  von  A^  bezeichnen.    Es  ist  also: 

^  =  1,    0,    0 

^3  =  £a»     — ff  9     — ^ 
AAu  ^  c'xb — b'xe 

Die  AA^  schneiden  sich  im  Punkte  a'.    Dieser  Punkt  ist  somit  der 
Homologiepunkt  der  Dreiecke  ABC^  A^B^C^. 

Für  a'=^-|-c — a  erhalten  wir: 

Ä+c— a^P94 

Setzen  wir 

2F 

so  ist  • 

(«-I-6— c)  (a+c-b)  =  P98 

Sind  ia  die  Coordinaten,  pa  die  Seitennormalen  des  Panktes  P;  so  ist: 

2JaP 

Setzt  man  a'  ■»i'6-f'/'««  ^^  erhält  man  den  Symmetriepunkt: 

2hF      2^eF  _ 

So  bekommen  wir  aus  äV  =  Pq  (HI.): 

aus  iS  ^  6c : 

a(b+e)  =  P97 

Setzen  wir  a  =|jj-j-|><. — p«,  so  erhalten  wir  aus  5V^  P9: 

aV+aV—b^i^  =  P98 

aus  iS^^: 

ab'^ac — bc  =  Pjj 


äaür.   Vthtr  Bädu 

aij  neuer  SymnicVr/f/iuiille 

Pi+P 

bekömmt  man 

den  SymmetriepDukt 

iSt.-- 

AS«+h)(U-\-te) 

i'c». 

SO 

erhalten  mr: 

(a»+i»)(a»-f<;')=r,M, 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  durch  diese  Construrtioo  mittelst 
der  Höhen  des  Dreiecks  alle  Symmctricpnnkto  erster  Dimension  er- 
halten werden,  indem  man  a  =  rpa-\-ii/li-{-il!c-{'m  setzt,  wo  g>,  i(f 
numerische  Coustanteu  und  m  eine  von  a,  b,  e  nnabbängigo  gegcbeno  , 

Strecke  bezeichnet. 

xvin. 

Aus  dem  Vorhergehenden  erhellt,  dass  dio  Anzahl  der  ao  gcbil- 
doten  Symmetriepunkte  sich  leicht  vermehren  liesse.  Im  Nacti- 
Btehendüu  sind  die  Symmctriepuiikte,  deren  CooBtruction  hier  ange- 
gchon  worden  ist,  nach  ihrer  Dimension  geordnet  Die  arabiachea 
Ziffern  bedeuten  die  Nnmmor  des  Parktes,  die  römischen  den  Para- 
graph, in  welchem  die  Constructiun  dieses  Punktes  aogegeben. 


Ponkte  » 

rstor  DimeDsion: 

4+0          5E  T.  20 

64-c— 2a=  vm. 

45 

i+«-o   =  XTII. 

94 

Punkte   ewoi 

er  Dimension 

(i+»)(2«+J+») 

=  11.  1 

(,.+»)(.+.) 

=  H.  4 

oi+at+Uc-f- 

.■ 

=  II.  6 

a(J+t— «) 

=  IV.  14 

i<+o>-2a<+ai+ 

(W  — 

24»  =  IV.  15 

J'-t" 

=  IV.  17 

S'+t>-2«' 

a  IV  18 

(S-c)(i+»-.) 

S3  V.  23 

«(i  -») 

=  VI.  28 

a(ft+<!— 2a) 

=  VI.  31 

j.+j,+t. 

i=  VIL  40 

(o-J)(a-t) 

=  Tin.  42 

'«r»-     i 

i 
I 


HKSHI^^^^^^^I 

^^H                        Hnin:    U^^t  if.'Mu»^  »r 

«er  V""'" 

4 

^H 

=  vm. 

■ 

^H         <S-»)(4+r-2.) 

=  VIII. 

■ 

^H           ab+ar--ac 

=  IX.  55                              ^H 

^H           (i+«)(4+t-2«) 

=  XII. 

^^B 

^H          2<i>-|->!-|-.>4-<>i+s<: 

=  XVI. 

^^1 

^H          M+Soc+iic+i'+ci 

=  XVI. 

^^H 

^H            («+i-0(a  +  c-J) 

=  XVI] 

^^H 

^H            «»  +  >) 

sXVl] 

^^1 

^H           a^+ae  — 6e 

=  xni 

^^1 

^H                      Panklc 

Dimcosi 

^H 

^H          (.+*)(,.+.)(S+f-2«) 

^H 

^^^          a(a>— (>— c^-f&c) 

^H 

^H          ai'^a^  +  l'-e' 

s  ni.  11          ^H 

^H          (S"-o')(2«+J  +  ') 

21           ^^M 

^H          o(.+J-2.)(»  +  .!-2J) 

30        ^^1 

^H          a(a— i)(>-«) 

32               ^H 

^H          o(W+r>-oJ-..»') 

33               ^^1 

^H 

s  VII.  36              ^H 

^H           ofi'  +  acS-t-/,*r+K->+/.^  + 

f'+flie 

41               ^^1 

^H 

5  vm.  43              ^H 

^H           (S-«)(2o"+ol+«-i») 

VIU.  41             ^H 

^H           (.-6)(a-c)|J+c-2o) 

VIII.  4e           ^H 

^H 

=  vm.  48            ^H 

^H           .(aS  +  ™-Zfc) 

49              ^^1 

^H           2A:-.'4-a'e-«i"_a,:« 

^l'c+lc-' 

=  IX.  54               ^^1 

^H           £0(5a+2£H-2<:} 

=  IX.  56               ^H 

^H           {l  +  ,)iU-a-) 

a  a.  60               ^H 

^H          2<t£«T+a>i-{-a><^~<>Ä"— a.r» 

-Je>-i>. 

^H 

^H          o(l'+«'-2a') 

=  XI.  6S                ^^1 

^M          ala+iHa+r) 

s  XI.  69                ^H 

^H          k(4<i+(+c| 

XVI.  87              ^H 

^H          Iciia+l+c) 

=  XVI.  89               ^H 

^H          »+.-)(3o'+S'+c<)  +  2oi< 

=  XVI.  92              ^^1 

^H                      Punkte 

Dimcnsi 

^H 

^H 

2                   ^^1 

^H         «(J-.-)(o  +  i)(»+^) 

^^1 

I 

;■  I 
( 


;  '  -1"  '.1 


•  •  ■:■  j 
-  .f.:» 

W    '  — J       ■ 


^o{a~b)(a~c) 
M«+<^)(*^-o--2«) 

*<'(«*+ac4.2Jc) 
*c(5a*4-5a<f-f.26c) 


Hain:  Ueber  Bildung  neuer  Symmelrigpunkte, 
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bc  (dabo  —  5a» — 2b^  —  2c») 

&c(a— Ä)(a— c)(Ä+c) 

*c(i»+c)(2a+*+c)(2a+3Ä+3c) 

a(a»— Ä«)(a»  — c2) 

a(2a2*«+ 2a«c«— 2*2c«+Ä^+<?*  — 3a*) 

a(*«— <?»)(&«+ c«—a«) 

(Ä + <?  —  a)  (Ä>— oc)  (c« — ai) 

a(a»62_|.o2^^2!»M  — ^*— c*) 

a(a2i3  +  a»c«+4*M  — !»*—<?*) 

a(i«+c«)(&»+c»— a«) 

a(i»«+c»— a«)(i2+c»  — 2a2) 

(Ä»+c»)(6»— c«+a»Ä— a«c) 


=  Vn.  37 
=  Vn.  38 
=  IX.  51 
=  IX.  59 
=  IX.  61 
=  X.  62 
=  X.  64 
=  XI.  67 
=  XI.  71 
=  XI.  72 
=  Xn.  74 
=  Xin.  76 
=  Xin.  77 

=  xrv.  80 

=  XIV.  81 
=  XV.  83 


Wien,  Juni  1875. 


Rtlhyi  hie   Fnndanuntal'dbidiunptn  rier  tiiekt-nkhiUtrjHin 


Die  FnndameDfal-Gletcluuigen  der  nicht- enklldtsi) 
Trigonometrie  aof  elementarem  Wege  abgeleltc 


Herrn  Dr.  Motitt  JttUht/, 
Pruieuor  an  der  UniTBrliMl  Klnnicuburg. 


Die  DefiuitioQtu,   Ariotne  und  Poslulate,   trolchc  dcT  f 
K^nklidiscben  Geometrie  (in  einem  homogeuoii  Ituunic  vun  drei  I 
l-tianen)  za  firunde  liegen,  Bind  von  dreien  dersellieti  nbgesi<h«B'3 
■tiich  mit  denjenigen,  auf  wolcbo  die  euklidische  aufgebaut  isl 
ftXIßfiailiou ,  das  Axiom  und  Postulat,   diTcu  Gültigkeit  dabia  i 
useu  wird,  sind  bekanntlicli  df-r  Begriff  deü  ParallelismM 
allelen- Axiom  und  das  Postulat  von  der  Geraden  ■  und  zwU 
'  man  von  den  ersten  bcideu  vollstlndig  ab  und  formulirt  das  I 
vun  der  Geraden  auf  die  WeiDO,  dass  wenigstens  durch  xwßiij 
Punkte,   deren  Abstaiiil  kleiner   ist  als  eine  gegebene  GriJisa 
^.eino  Gerade  m<>glieli  sei. 

Wir  wollen   uns   einen   Rauinteil   von  der  Eigensc 
1,    das8   durcli  je  Kwei  Punicte  deeaelbeu   nur   eine  i 
^agli(^li   sei.     Inuerbalb  eines   solcbeu  Raumteils  werden  ror  ] 
folgende  S^txe  gelten: 

Der  Satz  von  der  Uleicbheil  von  Scheitelwinkeln. 
Die  Satze  von  der  Congrneuz  ebener  gerailiinigur  I 
Wenn  die  Bögen  AB  und  AC  eines  Kreises  ebenso  j 
Centriwinkeln   entsprechen,   als  die  DSgen  A'It' 
eines  andern  KreisAS,  dann  hat  man 

AB:AC  —  A^':^' 


itlrit  auf  tlemtHianm    If'r^  abi/tUilti. 

Die  Sätze  TOQ  der  Geraden,  die  auf  zwei  eich  schneidenden 
Geraden  senkrecht  steht,  uud  die  (Imkebrangeu  dor3<.'Hieii. 
'  T.    Wenn  zwei  Gerade  auf  dersolbeu    Et/eue   aruitrcchl    stebeu, 
so  liegou  sie  iu  einer  Ebeoe. 
^ir  haben  diese  S&txe  augefUlirt.  weil  die  spllteru  sich  auf  die- 
sellien  stUlzeu;  die  Beweise  durfeu  wir  wol  llliergehou. 

3.    Wir  wollen  uns  im  fo^euden  die  Aufgabe  atoUen,  die  trigo-.]J 
uometrischen  Fundamental-Glcichuugcn  ftlr  reehtwinklige  geradlinige 
Dreiecke  abzuleiten,  die  innerhalb  eines  Kauiuteils  vou  der  Eigen-H 
Bcbaft  liegen,  dasa  ein  beliebiges  innerhalb  des  liaumleils  gclegeuea  ' 
geradliuigee  Dreieck  böchsteus  eiucn  rechten  Winkel  besitzt.    Wir 
nehmen  uns  vor  diese  Aufgabe  zu  lösen  ohne  den  Rauniteil  zu  ver- 
lasseu,  und  setzen   dempcmflss  ein  fUr  allemal  fest,   daas  all  unsere 
CüustTDctioDcn  im  folgenden  sich  auf  einen  Itaiimteil  von  der  soeboii!  ^ 
ausgesprochenen    Eigenschaft    beschraDkun.     Die   Existenz    eine«! 
solchen   Raumteils  folgt  daraus,  dass  widrigctu falls  das  Postulat  von  I 
der  Geraden  selbst  iu  der  mcidificirlen  Form  (1}  uicbt  betiteben 


^toi 


Form  der  Fnu 


laniental-Gl 

n  Winkel ;  wii-  erricbteu 


geu. 


AOB  irgend  nin  Winkel;  wii-  erricbteu  aus  deu  Punk- 
ton  A'  und  A"  des  einen  Schenkels  OA  die  Geraden  A'ü'  uud  Ä"ff' 
senkrecht  auf  den  andern  Schenkel  OB  (resji.  dessen  Verlängerung^  1 
Mau  denke  sich  dann,  dass  die  entstandene  Figur  um  Oll  als  Axe^ 
eiue    volle  Umdrehuug   ausiUhrt:    dabei   beschreibt    OA   eiuo  Kegel-   ' 
fiftche,  die  Geraden  HA'  uud  U"a"  beschreibeu  Ebenen,  die  Punkte 
A'  und  A"  Krciae.    Bezeichnen  wir  dann  die  Peripherie  uiuea  Kreises 
KadiuB  r  mit  or,  so  besteht  der  Satz: 


B'A'-.oOA-  =  oB"A":oOA" 
Satz  rednclrt  sich  nemlich ,   mittulst  Abwickelung  der  durch  i 


beschriebenen  Kcgoltläche  auf  eine  Ebene,  auf  den  Satz  111. 

Der  Lehrsatz  erlaubt   uns  obiges  Verhjiltni^s  als  Fnuclion  dei 
WinkfJs  AOB  =  a"  aufzufassen.     Bezeichnen  wir  diese  FunctJoiv  n 
/■(o),  so  haben  wir  für  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Droiei'k  mi^fl 
Seiten  abc  uud  den  gegeuQberliegeudeu  Winkeln  J"iJ"£iO", 
tionen: 

VI.  oo:oi!«-=/U):/(fl):l 

3.    Es  sei  BB'B"  eine  Linie,  deren  Punkte  in  gleicher  Ent- 
fernung liegen  von  der  Geradon  AA'A";  die  Punkte  A,  A\  A"  seien 

TaU  LTEU. 


^    **  sei  Ä/c  -i       , ,  . 
"^'  "-«■  .M   73.  ^°"'  «'«'«'»« 

VDi.  _     "''  •*««  1 


t^iffattomelri«  auf 


Die  Functionen  f{x)  und  tp{x). 

Die  Function  f(x)  bestimmt  sich  durch  Uebprgang  auf  un- 
endlich kleine  Ilroiecke,  iniicm  man  dc-r  Reihe  Dsch  folgende  Sfttze 
beweist: 

a)  InnerbEilb  des  abgfgrenzteu  RaumteÜB  ist  die  Hj^oteunse  oii 
jeden  rechtwinkligen  Dreiecks  grOssET  aXa  die  Kathete. 

b)  Ks  mnss  für  gcuQgeud  kleine  Werte  von  r  die  Reihe  gelten 

or  =  o,7-  +  a,rä  +  a3r=+  .  .  . 
no  a,  0,0^  .  .  .  Constanten  bedeuten  und  zwar  o,  ^  4  ist 

)  Ist  1  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  femer  ■ 
eine  Kathete  desselben  und  A  der  gcgenttb erliegende  Winkel, 
so  ist  für  nnendlicb  abnehmendes  c 


d)  Die  Winkclsumme  eines  geradlinigen.  Dreiecks  convergirt  gegen 

180",  wenn  die  3  Ecken  sich  naendlich  nähern. 

)  Bezeichnet   mau   die  Seiten   eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit 
ahc,  die  gegenttberlieg enden  Winkel  mit  .A^iJ^SO",  eo  hat  D 
für  verschwindendes  r 


-[©■+©>' 


f)  Besteht  z 


I 

^^^  Der  Satz  a)  besteht,  da  sonst  innerhalb  des  abgegrenzten  Raumes 
HHVR  Dreieck  mit  zwei  rechten  Winkeln  sein  mOsste,  gegen  Voraas- 
~~  seteung.     Die  abrigeu  Siltie  ergeben  sieh  dann  der  Reibe  nach  f-" 

von  selbst 

Die  Sätze  c),  d),  e)  und  f)  sprechen  aber  aus,  dass  f{x)  < 
j  Fuuctional-Gleiuhungen  genügt: 


sehen  3  Winkeln  die  Relation: 
CAli'  ~  CAB-i-BÄS' 
CDQStruirt  man  feruer 

CB  senkrecht  auf  AB-    BB'  senkrecht  auf  AB' 
CC  senkrecht  auf  AB';    BD  senkrecht  auf  CC 
eo  hat  man  für  verschwindende«  AC% 


CC 


•  1''»  v/.+  lini 


BB'.     AB 
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Ritts:  DU  Fkndamflal-C 


/(x^+jO)  -/(i")/(90'-/)+/(ff'>)/(90»- 
worauB  fol^  dass 


wo  A  c 


)  ConsUnte  bedeutet. 


Mhx'') 


Die  Constaute  A  beaümmt  sieb  endlich  aus  der  Koilieneiitwicke- 

Inng  für  arcBin/(^^)  und  daraoE,  dass  /(WO")  =  1.  In  Folge  davoa 
ist  nemlicb  ^h 

fi.90»  =  2-     also    A  =  ^„  ^1 

2.    Bezeichnea  wir  nach  alledpin  Ar*  =^  «  -Tüy,  =  £,  so  hat  mau 
ftr  ein  rechtwinkliges  Dreieck,    dessen  Seiten  abc   and  gegenüber- 
liegende  Winkel    aßs  Bind  (immer  noch  innerhalb  di-a  abgc^re uzten 
llaumes) : 
VllL  iMi:oA;oc^  8ina:sin|3:l 

easv.imß  =  7!(a) 
cos0:sinn  -^  ip{b) 


IX. 


3.    Zur  Beetimmnug  von  ^(x)  beweisen  wir  die  folgendcM 
Hflifssätze; 

1.  Hütfssatz.    FOr  einen  Kreis  vom  Radios  r  ist 

WO  C  eine  Constante  bedeutet 

Sind  nemlich  a,  b,  e  die  Seiten,    o,  ß,  s  die  gegenaberliegendi 
Winkel  eines  Dreiecks,  so  wird  nach  Vlll.  und  IX.: 
ob  —  oetiaß 
ip{a)  —  coBa:sin^ 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  einander,  so  liat  man 

1)  ohqiifl)  =  occose 
Nimmt  man  die  Relation  hinzu 

2)  oa  —  ticstna 
und  quadrirt  und  nddirt  die  Gleichungen  1}  und  '2),  so  hat  man 


I 

wei 

4 


vcrflndort  sich  die  rechte  Seit«  dicsor  Gleichnng  nicht, 
1  a  mit  b  vertauBcbt;  mnn  hat  dabor 


Tj  ■=  tonst. 


2.  Holfasatz.    Es  ist 

o{c,-f  c,)  =<wri9i(':i)+'«'i'J'(c,) 

Man  ziehe  zum  Beweise  dieses  Satzes  eine  Strecke  AB  ^  c, 
i  teile  die  Strecke  im  Punirte  ü,   so  daaa  An  =  c,,   DB 
1  errichte  ferner  iu  1}   die  Gerade    /*C  senkrecht  auf  AB  i 
)  C  mit  A  itii'l  iJ.    Man  hezeicbne  ondlich  ßO  »  a,  AC  =s 
,  DC— nt,  Winkel  BCD  =  C„  Winke)  .^CD  = 
[  Mau  hat  dann  nach  VIII.: 

1)  öwsinC,  =  w,sini( 

2)  omsinC,  =  oefSinA 

3)  .»»  =  ooBinS 

4)  .IUI  -=  obsiaA 
i  den  beiden  letxten  Ol^icbaiigen  fol^t  nun  fQr  ein  t 

oa  : ob  -B  siaA  •.BinB 
glich  bat  man  auch 


5) 


-  ainjf: ! 


Utipticirt  man  andererseits  1}  nnd  2)  mit  cosC^  resp.   cosC^   i 
~  t  dieselben,  bo  hat  man 

6)  omainC  —  öc,  Binüco8f'j+oc,BiiL.1eosC, 
r  folgt  aus  3)  und  5) 

7)  omunC  —  oa  8inB8in(7=  orsin/lsinJB 

Man   erhält  daher,   indem   man   b)   nnd   6)    ^gleichsetzt  nnd   dnl 
siojlflinß  dividirt; 

cos6",  cost^ 

"^  "=  ""i  ^ö  +  "^s  sinfl 

?  Gleichung  spricht  aber  mit  Berücksichtigung  von  IX.  den  I 
leisendcn  Hulfssatz  ans. 


Dl«  bciileu  HolfiaAUc  reichen  mc  I^iimr: 
•.  Constaote,  die  uulicstiutiot  bleibt,  tuII^' 
rccbra  BcmÜL-h  ana,  dass  if\x)  di.T  FuikUoii^- 


MU  Folgt,  dass 

(p(*)  =  cosix 

I  jt  eioe  beliebige  Constante  t>edenlct    Znfotgfi  Ht  g 
Bdevtnng  von   gj(*)  kann  jwloch    liieaK  Constaulo  Iiloisi   i 

hn  imaginBr,  käiiuTsfolle  aber  caitiplcx  soiu,  da  soiut  daa  T«rl 

■der  reellGr  Strecken  complox  seia  mUsste. 


Diß  FDD(lR,mcntal-G!i'ichuDiren  der  niclit-euklldiitcbim  T4 
meine  sind  dcimnacb  für  ein  geradlioiges  Dreieck  mit  den  I 


I 


I  gegen  Ob  frliegendou  Winkeln  a,  ß,  , 

siaiaisiakbisinbi:  =■  sinci:sin^ 

eosAa  =  COB«  :  sin^ 

CObW  ^  C09|?:Sina 


fc  eine  beliebige  reell©  oder  rein  imaginttre  Const&nte  li 
werden  idenliscfa  mit  bekouuteu  Formeln  der  spbacrisebcn  ^ 
lonietrie,   wenn   man  /:  =  1   setet,,   und  vi  lassen  sieb  ans  d«tl| 
sflmmtliche    trigüuoiuütristho    Forinelii    für    gfimdlluige  Dro 
dieselbe  Weise  ableiten,  wie  man  ans  diesen  aammtlidie  apfai 
kbzuleiten  pflegt. 

Die  OOltigkeit  dor  Funneln    LTsolifiut  tiinher  auf  einen  ] 
^cbrflnkt,  innerhalb  dessen  kein  Dreieck  rail  zwei  recbt^Ma  1 

Dies  bildet  jedodi  im  FalJc  eines  imaginären  *  gar  t 
jibränkong,  da  duuu  die  Forniclii  setbur  aussagen,  dass  die  £ 
'  r  Winkel  eines  jeden  Dreiecka  kleiner  ist  als  zwei  R<telilvj 
kll   eines    rccllfii   t  bingi'gen   können    wir   ein  beliebige«  ] 
Ihlenfall^  in  sulclie   zerlegen,   div  tiinterer  Bedingung  gentigf 
^rmeln  anf  diese  anwenden  und  beroacli  niilteUl  i':iiminati(ii 
tfilfigröKBen  uns  vun  jedweder  Beschränkung  freimachen. 

Klansenburg,  Januar  1675. 


Boehkeim:  DU  rte^nroke  Pohrt  tkr 
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XXXVIL 

Die  reciproke  Polare  der  IMfferenttBlenrTe  der  Parabel 

in  Bezug  auf  einen  Kreis. 

Von 
Adolf  Hochheim. 


1.    Die  Gleichung  der  Differentialcarve  der  Parabel 

y'^px  (1) 

ist,  wenn  zur  Constraction  derselben  die  Strecke  Je  benutzt  wird, 


2         *V 


(2) 


Betrachtet  man  jede  Tangente  dieser  Gurve  als  Polare  bezüglich 
eines  um  den  Goordinatenanfangspunkt  beschriebenen  Kreises 


x«+y«  =  r«, 


(3) 


SO  liegen  alle  zugehörigen  Pole  auf  der  reciproken  Polaren  der  Diffe- 
rentialcurve  in  Bezug  auf  diesen  Kreis. 

Die  Gleichung  einer  Tangente  der  Differentialcurve  am  Punkte 
(or,  y)  ist 

Bezeichnet  man  die  Goordinaten  des  zugehörigen  Poles  mit  x^^ 
y^y  so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  derselben  die  Relationen 


9i 


2r» 


(5) 


Hnefihtim:   Dir  rnifroit  Polarf  der  Vifferenliakurve 

Durch  Elüniöatioa  von  a  und  .v  rrgiebl  wcli  iliu  Gleichung 


die  rcuiiirolie  Ptilavu  iu  Bßxug  auf  dea  Kreis  (3)  J 
onfalls  die  Differenlialourve  einer  Parabel- 

DeiUc  Uiffereutiakiirveu  Laben  die  Asymptoten  gemein,  berfl 
sich  also  in  der  Unendlichkeit. 

Dio  Parabel,  deren  Differential  cur  vo  der  Gleichung  (ti)  entsprl 
nitxt  einen  Parameter,  der  gleich 

Der  Berührungspunkt  der  Tangeute  (4)  möge  kurx  i 
I  der  derselK'n  eutspreehoude  Pnnkl  der  Cun-e  (6)  durch  i"! 
dinet  werden. 

Ist  die  1'angente  mit  dem  Beruh  ran  gspunkte  t  gcg<;beii 
i  die  Lage  des  Pnuktes  k'  mit,  Leichtigkeit  beslimmen. 

Man  fällt  vom  Cooi-diuatonanfajigspunklo  auf  die  Tungeut^^ 
Lot,  Kicht  ferner  nach  einem  der  Seh uiltj) unkte  der  Tangente  1 
,  des  Kreisi'9  oiuea  Radinn  und  orrichtst  im  Endpunkte  auf  dem 
i  Lot.    Der  Schnittpunkl  der  beiden  Lote  ist  der  Punkt  k'. 

I  Mit  Hülfe  der  Proportionen 

Jy :  r  =  r :  y,       I 
3r-.r  =  r:Xi       ' 

(m   man  »ehr  leicht  die  Coordinatcn  des  Punldes  k'  constrol 
i  man  hertlcksichti};!.,  ilasH  3?  und  ij/  die  Abschnitte  sind,  wel 
i  der  Tangente  (4)  auf  den  Coordinatenaxen  gebildet  wcrdcu. 

Aus  den  Gleichungen  (äl  ftitgt: 

«)   Die   beiden   Punkte  k  und  k'   liegen   slets   anf  < 
^Ihon  Seite  der  x-Axc. 

ß)  Das  Kechfcck  aus  den  Ahscisse«  der  Punkte  k  \ 
I.  halb  81)  gross  als  das  ans  den  Ordiuaten  dcraelbg 

).    Ans  iler  Theorie  der  reciprokcn  Polareu  folgt; 
Die  Differeulialeurve  (2)  ist  /ngleich  der  geometrische  Ort  M 
,  deren  Polaren  in  Bexug  auf  iluu  Kreis  (3)  Taugeulfin  der  ] 
Btialcarve  (6)  sind. 


itr  AraM  in  Bt^ng  m/  efiifa  Knit. 
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»"Wie  sich  demnach  dici  rcciproke  Polare  (ß)  aas  der  Differential- 
ne  (2)  ableiten  läsat,  so  mxa»  sich  unigi'liohrt  qucIi  <iie  Differential- 
B  (2)  ans  der  reciprokoii  Polare  (6)  entwickeln  lassen. 

Zieht  man  viin  einem  Punkte  (|,  i;)  an  die  Dilferoutialcurve  (2) 
die  drei  Tangouten,  so  werden  die  drei  diesen  entsprechenden  Pankta  J 
der  reciprokeu  Polaren  (6J  anf  einer  Geraden 

liegen,  welche  die  Polare  des  Punktes  (J,  ij)  in  Bozng  auf  den  1 


ft 


Ebenso  kann  man  umgekehrt  scliliessen: 
Schneidet  eine  Gerade  die  recijiroke  Polar 


(6)  in  drei  Poukten, 
«^rilen  die  diesen  Scbnittpanktou  eutsprechcndan  Tangeuten  der 
Differentiatcurvc  (2)  dnrch  einen  Punkt  gehen,  welcher  der  Pol  der 
Geraden  bezüglich  des  Kreises  [2j  ist. 

4,    Die  Tangente  (4)  schneidet  die  Oiffercntialcnrvc  (2)  in   dem 

Tange 1 1 ti alp un ktc /,   dessen  Coordinaten  4/,   —  ^  sind.     Construirt 

diesen  Punkt  eine  Tangente,  so  entspricht  derselben  ein  Funkt. , 


Bind. 


ciprokeu  Polaren,  dessen  Coordinaten 

4r» 

"3y 


Daraus  orgit'bf  sich:  Ist  /  der  Tangential p unkt  der  Ta 
gente   am  Punkte  k   der  Diffureutialcurve  (2),    so   ist  k'x 
der   Tangentialpunkt   der   Tangente   am   Punkte  /'   den 
reciprokeu  Polaren. 


Construirt  man  um  (Jeu  Coordiuaf^naufangspunkt  ein  System 

'Dtrirter  Kreise  nud  in  Dezng  auf  jedeu  derselben  die  reciproke 

der  Differential uurv^   der   Parabel,   so  bilden  alle  diese    ein 

bervon  DÜTercntialcarven ,  ili«.-  sieb  in  ihren  RUckkehrpunktan'j 

Wendepunkten  berühren. 


Wenn   man  zu  einer  Parabel  mit  Httlfc  verschiedener  Strecl 
k  ein  System  von  Diffoi-eulialcurven  {S)  construirt,  so  schneiden 
alle  Tangeut<^u  derselben,  deren  Berührungspunkte  in  einer  Paralli 
■  l'-Äxu  liegen,  in  einem  Punkte  der  -Y-Axe. 

[  Daraus  folgt: 

[  Conslruirt  mau   tn  jeder    Different 
DB  {S)  die  rocipruke  Polare  in  Be;iug 


Uockhiim:  DU  näproke  Pelart  dtr  DiffirenlUitn«* 

io  liegen  tllu  rnnkte  deraelbeti,  n«1cfae  dem  Tangen!^ 
kutcliel  eulBprechon,  üessen  Berohraugspanktv  in  •)■ 
Parallelen  sor  Y'Ktz  liogvo,  in  »inor  Geraden,  valebi 
bnuralls  der  y-Axc  [larallul  l&uft,  Dämlicli  ia  dor  Po- 
laren  dos   Kreises,    deren    Pol    der   Scbnittponkt  je 
Tangenten  in  der  JT-Äxc  ist 


6.    Setzt  man  in  Gleichung  (3) 
)  gebt  die  Gloichnug  (6)  der  reciproken  Polaren  Ober  in 


ITl 
[ ..„.„..,...„„...„..,..,.. 
bifferentialcurve,  die  darcli  den  Cuordinatunanfr 
pnukt  gebt,  uls  Radius,  »o  fällt  die  reciprok«  Pol 
BeKug  auf  denBälbou  mit  der  DlffereutialcnrTe  (1 
sammen. 

Dur  Tangente  an  einem  Punkte  k  der  DifTcreiitialcarve  eol 
demnach  da  Punkt  k',  der  mit  Jl:  auf  demselben  Teile  ■' 
1)  lie«t. 

Die  beiden  Pankte  k  und  k'  mügon  kurz  als  rcciproke  bei 
rerdeu. 

Ist  einer  ^escr  Punkte  gegeben,  so  lassen  sieb   di«  I 
Coordinaten  des  andern  leicbt  nach  den  in  2.  angegel 
iln  bestimmen. 

Daraus    crgicbt  aicb:   Fallt  man   von  einem  Pnnktj 
DifferentiaIcurTe  (2)  auf  die  am  reciproken  Pnnk 
logeue  Tangente   ein  Lot,  so  gebt  dasselbe  stets  i 
den  Cflordiualcnanfnnggiiaukt. 

FiÜlt  man  vom  Coordiuateaaiifaugs punkte  auf  Jod«  Tanga 

lilTereutialcarvu  ('2)  ein  Lot,  sii  ist  der  gcometriHche  Ort  d 

rccblen   Winkel   eine   Fasapunktoncurre   der  Difforaatii 

'n  Gteicbung 


j        den 


^^feitTe 


{{»+,,«)» 


f^pin* 


[fli    Dieselbe  beutzt  im  Coordiofttenanfangspunkte  vlnon  < 

Punkt,  der  ans  der  Vereinigung  von  cwd  Knot^puukten  l 

entstMden  ist. 


J'araM  in  hiiuj  ail  tiiitn  Krtu. 


427 
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Jedo  Gerade,   wi^khi.-  durch  deo  CoordioaUKnanffLngsptuilrt  gebt, 
leidet  auasor  iu  dicseni  die  Fasspuuktciicurvc  uur  noch  in  ciiium 
reellen  Punkte  {/). 

Zieht  man  dE<ninach  darch  den  CoordiDatenaofangs- 
punkt  uinu  ßoraito,  au  sind  die  Schnittpunkte  derselben 
mit  der  Puaspanktencarvu  zageordnete  harmoniscli« 
Pnnkte  zn  den  beiden  Punkten,  iu  welchen  der  Nor- 
maleukreig   von  der  Geraden  geschnitten  wird. 

8.  Vcrbindt't   man    die  rcciproken  Punktci   eines   BerQhrnngs- 
punktes  (x,  y)  und  seines  Tangential puuktes   durch  eine  Gerade,  ao 
ist  dieselbe  nach   4.  cbonfalla  eine  Taugente   der  DilTereatialcnrve. 
Bezeichnet  man  die  Neigungswinkel  dieser  Tangenten  gegen  die  X-  ^ 
Axe  mit  ip  nnd  9i,  so  findet  man  I 

^tp.tgtp,  =  —  4. 
Das    Prodnct    der    Tangenten    der    N ei gnngs winket 
tser  beiden  Geraden  gegen  dio  A'^Axc  ist  constant. 

Ausserdem  lassen  sich  mit  Leichtigkeit  folgende  Resultate  ab- 
leiten : 

a]  Logt  man  an  reciproke  Punkte  der  Differential- 
cnrve  der  Parabel  Tangenten,  so  ist  das  doppelte  Pro- 
dnct der  Neigungswinkel  derselben  gegen  dio  Ä-Axe 
gleich  der  Eiubeit 

ß)  Constrnirt  man  die  Normalen  in  reciproken 
Punkten  der  Difforentialcurve  der  Parabel,  so  besitzt 
das  Produet  dt-r  Tangenten  der  Winkel,  unter  welchen 
diese  gegen  die  JC-Axe  geneigt  sind,  einen  coustanton 
Wort 

y)  Das  Rechteck  aas  den  Snbtangenten  reciproker 
Pnnkte,  sowie  das  aus  den  Suhnormalen  besitzt  einen 
Consta II teu  Wert  nnd  zwar  ist  das  erste  viermal  so  gross 
als  das  zwciti-. 

9.  Gegeben  seien  die  Coordiuatcu  eines  Punktes  der  Oifferen- 
h     Couatrnirt  mau   an  dem  reciproken  Punkte  desselben 

K  Tangente  und  die  Normale,  m  Audct  man,  diiss  die  Längen  des- 
Jen  ausgedrückt  durch  die  Coordinaten  des  uraprüuglieheu  Puuktes 
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DaraUB  folgt: 

[>  d.  b,  Normale  nnd  Tangente  eines  Pnriktes  der  DifTeron- 
[  tialciirve  v^rhaKcu  sich  wi<i  Äbscisso  tiiid  Ordhiato  dflü 
Ireciproken  Pouktos. 

10.    Gogt^ben  sei  piu  System  von  parallnlfin  Oaradoii,  wßlcbo  tlif 
f  Bifferentiaicurve  schaetdeu.    Eine  dt^rsoUjon  mögo  der  GIpichBng 

tjy  +  |!»-jytV=U  (12) 

Da    die 

Etdrci  Tangenten  an  den  Punkten .  welche  den  Scbnittpuukteu  einer 
r  <3eradcn  rociprok  sind,  sieb  iii  ciuom  Punkte  schneiden,  so  folgt: 
|3)io  Mittelpunkte  dtir  TtiuBeutenlillscbel.  wtfich«  einem 
T.Systeme  paralleler  Geraden  enisprechon,  liegen  auf 
Ifiinor  Geraden,  die  durch  den  CoordinatCDanfangspunkt 
[geilt 

JSeht  man   in  den  8chuiltiiunkt«n   einer  Geraden  i 
F. DilTwentiakurTB  TaDgeiiten  an  die  Ktxtdri),  so  liegen  die  zvj 
LTangeutiolpankto  in  einer  Genultm,  welche  die   Begleiterin  derT 
r  flprOngUchen  Geraden  genannt  wird. 

Oegetien  sei  eine  Gorade  iJ  nnd  die  Begleiterin   de-rselbuu   O^ 
f .  Constrtiirt  man  an  dif  Differeotialcurve  die  Tangeutt^m  in  den  I 
Ijoo,  welche  den  Suhnittpunkt^n  rceiprok  sind,  so  bcstt^ben  twi 
l.4en  Counliuaten  der  Mittelpunkte  der  beiden  Büschel  die  ll 
I  fachen  Relationen 

Zielit  man   von  dem  Punkte  (|,  ?/)  die   drei  Tangeutcn  i 
hdie  Di  fferent.ini  cur  VC,  aa  ist  die  Oleicbiini!  dtir  Geraden,  welche  diirch 
i  drei  Paukte  gebt,  die  den  ncrllhruugspunktcn  rci-iprok  «ind, 

ngegcn  ist  die  der  geraden  Polare  des  Punktes  (f,  >))  in  iien 
f  die  Differenüaleune 

Daraus  folg):  das  Prodnet  der  Tangenten  dpr  '. 
kj^ongswinkel  dieser  beiden  Gsradun  dor  .V-Ate  ist  d 
IfelBot,  u&mUcb  gleich  f 
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1.13.  Von  dem  Punkte  (?,»))  snicn  drei  Taugeaten  au  die  Diffe- 
»tiftlcnrre  gezogen.  Die  Gerade  G  tiiögc  durch  dio  drei  Punkte 
geben,  welche  den  Uoruhruiigspunkt^iii  rociprok  sind.  Betrachtet  man 
die  Gerade  G  als  gerade  Polare  dfr  konischen  Polaren  des  Punktes 
(I,  ij),  welche  durch  die  drei  BerUliruiigspnnkte  goht,  so  ergeben  sich 
zur  Beatimmung  des  zugohürigen  Poles  (|,,  r/^)  die  beiden  Gleidiuugea  . 

Lftsat  man  demnach  den  Punkt  (£,?/}  auf  einer  < 
raden  fortrU(rk«n,  die  durch  den  Courdinatcnanfangs-] 
yunkt  geht,  so  bleibt  die  La  u  des  Punktes  (^,i>2,)  qD'j 
'M&ndert. 


I 

La 
P« 

1 

wird,  < 
^Jw  dr 


Kliminirt  mau  das  Verhilltnt^s    -    aus  diescu  beidcu  Gk'ichuugen, 
'Crgiebt  sich 

Erteilt    man    demnach    dem    Punkte    alle    mögliche 
Lagen  in  der  Kbene,  so  rttckt  der  Punkt  (f„  ti,)  auf  einer  ] 
Parabel    fort,    die    sich    symmetrisch    nur    .X-Axb    a' 

ite  t. 

Construirt  mau  zu  allen  Pnnkten  der  Geraden  G  die  go-  i 

in  Polaren  in  Bezug  auf  die  Differentialcun'o,  so  werden  dieselben 

von   einer  Parabel,    welche  dio   Polekonik  der    Geraden   G  geuaunt 

wird,  eingehüllt.    Geht  die  Gerade  G  durch  die  drei  Punkte,  welche 

drei  BcrOlirungspunktfu  der  TangODlcn,  die  sich  von  dem  Punkte 

au  die  Differeutialcurve  ziehen  lassen,  rcciprok  sind,  so  ist  die  j 

lung  derselben: 

demnach  die  Gleichung  der  Polokonik 


y'—^y+-^--o  (17)  j 


^^^^T)er  Parameter  der  Polokonik  ist  demnach   nur  ab- 
hängig   von    der   Ahscisse    des    Mitlelpnnktoä   des   Tan- 
ntenbUschels  und  iwar  ist  er  dorn  (Quadrat  desselben 
Bortional. 


73.  I 


m  — 


4^ 


Gleitet  demnach  der  Punkt  (|,  i; 
znr  X'Axe  fort,  so  werden  die  zag 
.^l^ngehüllt    von    der   JT-Axe    und 
^Axe. 

Magdeburg,  im  April  1875. 


MitMen. 
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xxxvm. 

Hiscellen. 


1. 


Transformatioii  der  Fanetton  aB**e^*. 


•V;v    . 


Es  soll  die  Function 


y  s=s  jc»«^* 


in  welcher  iL  eine  constante,  aber  von  Null  verschiedene,  und  n  Null 
oder  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  in  der  Form 


dargestellt  werden. 


y^S[Am  e^] 


Ich  habe  diese  Aufgabe  bereits  im  52.  Bande  dieses  Archivs  auf- 
gelöst, aber  vor  Kurzem  ist  mir  eine  viel  einfachere  Lösuug  derselben 
Aufgabe  g^ttckt,  ich  erlaube  mir  hier  dieselbe  mitzuteilen,  und  dies 
um  so  mehr,  als  sich  bei  der  früheren  Auflösung  ein  kleiner  Fehler 
in  die  Rechnung  einschlich. 


Es  ist 


-1-  t—V« 
e    *  du 


(1) 


—  «0 


wie  sich  leicht  beweisen  lässt 


Wird  diese  Gldchong  beiderseits  mit  »  mnltiplicirt,  so  erhft 


man; 


and  dies  gestattet  folgende  Sidirdbwdse: 
+  • 
M^-=-j= 7=-  /     «    •    — :; A» 

ysÄ.ysi  J^        ''« 

and  gibt  nach  der  Methode  des  teilwräen  IntegrirenB  behandelt: 

j^' ;■-    Nun  Terechwindet  «"S"*"    *'   sovohl  (ttr  •=»—<»   als   auch    tttr 
H  c-  -|-oci,  folglich  hat  man: 


y2i.- 

Wird  genau  derselbe  Weg  Docbmals  eiDgeschlagen,  so  erhalt  miu; 
und  wenn  mau  wicduiholt  diesen  Wog  einschlägt,  so  erhält  man: 


Vz«  <y2i)"  j         ''''" 


*"      ■       ■V'2«<y21)" 
Hfttte  man  die  Gleichung  (1)  anf  folgende  Weise  geschrieben: 

so  hätte  man  genau  denselben  Weg  einschlagend,  gefniiden: 

Simon  Spitzer. 


Proiirl^täs  des  nombres. 

PreiiouK  uiie  progroasiou  aritlimätique  quclconqno 

-4  a.b. cd..., 

que  noiia   supposerous   croiasaiile  et  i  termes  eutJers;  el  soit  i 
raison   de  cetto  progressioQ-    Chorcli'uus  s'il  est  possible  d'y  dM 
mincr  »  termes  co»s6cntifti ,  dont  la  aoranie  S  soit  ägale  ä  une  pni 
sance  euU^re  n*  du  uombro  n. 


Si  X  est  lo  Premier  de  ces 
«ara  »+(»!— l)r  et  J'on  aura 


I  tcnnGs,  lo  Uernier  de  ccb  t 


„        3x  +  («-l)r 

1  turmea.    Kons  devons  aiDHi  avoir  l'^galitä 
■2*  +  (n-l),        _ 


püur  la  valcnr  du  preraier  de  dos  n  lermes. 

DeuK  cos  sont  ä  consid^rer,  sutvant  que  la  raison  r  est  uo  nombi 
pair  ou  uu  DOmbre  impair. 

3,    Frcmftr  ens.  Si  la  raison  r  est  paire  et  (gale  &  2q,  le  pro- 
liliine  aera  toujoara  possible;  le  premier  do  uus  n  termes  lera 


j,   =   „-14.(„-l)g 

s  tcrnws;  car  la  somme  des  n 


»-(n-%  +  ""-'  +  (''-l)tf   . 


Kons  conclnona  qae: 

Tliiorime  1.     Dans    toute  prugression    aritljmätiigne  i~ 
^^rnies  cntiera,  dont  la  raison   est  paire,  ou  poat  toujoura 
>  termes  consi^cutifs,  dont  la  somme  soit  £gale  & 
KUG  puissance  untiirc  dunn^L-  du  n. 

Ml  LVItl  „ 
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Lea  termes  extreiufs  de  cctte  Buile  de  n  tcrmea  seront 


oi  V  d^EJgQfl  la 

3.    SupposoDB  qoe  aotro  progrCBsion  soit  form^o  par  la  i 
1,  3,  &,  7,  9,  ...  des  nombres  impun.    Les  tsTmu  oxtr^nMS  des  ■ 
tormes  seront 

!.«->— •+!    et    ii"-i+i.— 1, 

attoiidn  que  r  =  2,    Sonc 

Th^orine  II.  üuo  pniBsaDce  entt&re  qoelconqae  a' 
d'un  nombr«  eutior  qnelconqae  n  est  toajonrs  ägale  i.  Im 
somnie  de  »  tiombres  impairs  cons^cutifs. 

44.  NouB  voyotis  ainsi  qne  lo  cnbe  d'nn  nombre  ctitier  «  eM 
^gal  t  la  somme  des  «  uombres  imptira 

„»_„  +  !,  „i_„+3,  ««-»+5,  ...  «x+n-l 

Si  iioua  douuoHS  ü  n  auccossivunicut  tos  valonrs  enti^res  1,  S, 
3,  4,  ö,  . . . ,  uoua  ohtieiiOrous  tcs  6galit6s 


23  =  3+5, 

3^=7  +  9+11, 

43  =  13+15+17+19,  etc.    Donc 

Tbeortme  111.  Si  l'ou  prend  la  suite  des  nombrea  im- 
pairs, 1,  3,  b,  7,  ...,  ot  qu'on  la  s^pare  ea  gronpes  dont 
le  jircraicr  ait  uu  terme,  Ic  aecoud  dcox  termea  ...  le 
n™"  groupe  71  tcrmcBi  la  somme  des  turmes  d'uu  meme 
groupc  <^3t  6gale  au  cube  du  nombre  des  tcrmcsqae  reD- 
ferme  cd  groupe. 

h.  AjnotouB  lea  n  premi^res  ägalites  pr^cedeutes.  Le  premier 
mrmbre  reaultaut  sora  la  aomrae 

l''+2*+3»+4H  ...  +«» 

dea  cubes  du  n  premiers  nombrea  entiers;  le  serond  membre  un 
la  suninie  dea 

1+2+3+4... +■ 

Premiers  uombres  impaira,  c'est-ä-dire  des    — -^ —    premiers   uom- 
bres euticrs;  or  ou  sait  que  cette  demi^  somme  est  6gale  k 
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^  7    ^   =  (1+2+3  +  4+  ...  +n)*. 

Th^ori^me  IV.  Ainsi  La  somme  des  cubes  des  n  premiers 
nombres  entiers  est  egale  au  carr6  de  la  somme  de  ces 
memes  n  premiers  nombres  entiers. 

6.  Denxi^me  cas.  Si  la  raison  r  est  impaire,  l'inspection  de 
Texpression  (1)  fait  voir  que  le  probl^me  ne  sera  possible  que  pour 
les  valeurs  impaires  2/)+l  de  w.  La  premier  (1)  de  nos  n  termes 
sera  alors 

a:=(2;i  +  l)«-l-pr, 
et 

y==(2;,+  l)«-l+2>r 

sera  le  dernier  de  ces  termes.    On  voit  douc  que 

Theoreme  Y.  Dans  toute  progression  arithm^tique  ä 
termes  entiers,  dont  la  raison  est  impaire,  on  peut  tou- 
jours  trouver  un  nombre  impair  n  =  2/)  +  l  de  termes 
cous^cutifs,  dont  la  somme  seit  6gale  k  uue  puissance 
enti^re  donu6e  de  n  =  2^+1. 

7.  Si  notre  progression  est  formte  par  la  suite  des  nombreä 
naturels  1,  2,  3,  4,  5,  ...,  uous  aurous  r  =  1  et  les  termes  extremes 
de  notre  groupe  de  n  termes  serout 

(2p+l)«-i~2)    et    (27)+l)«-i+;>. 

Faisons  a  «=  2  et  donnous  h.  p  successivcment  les  valeurs  0,  1, 
2,  3,  ...;  nous  obtiendrons  les  d^veloppements 

3«  «  2+3+4, 

5«  =  3+4+5+6+7, 

7«  «4+5  +  6+7+8+9+10,  etc.  . 

Si  nous  faisions  o  ==:  3  et  quo  nous  donnions  ä  p  les  memes 
valeurs  successives,  nous  trouverions  que 

1^  =  1, 

33  «8+9+10, 

5»  «  23+24+25  +  26+27, 

73  =  46+47+48+49+50+51+52,  etc. 

Georges  Dostor. 


PJtcniilnativn  du  t'hilTn'  qu[  tcnntoe 
Ifs  itnlüsaDceii  «ni'ci^xxtTes  i)«s  iiuinbr^N  cutlera. 

Principe.     Lursrju«    U'    UiTninr  cliiff rp  (l'un  ufl 
Butler  est  a.uji:ineiil6  il'nnc  aiiit^,  li-  iloniliT  chiffre  ( 
I  cüiquii^me  pulssance  de    ce  notnbrc  est  aussi  u 


Soit  a  an  nombre  iiiitipr;  si  nous  augmeiitAns  Ic  diTuW  i'Jiiflftn 
tuDH  uuiti's  li!  uombrü  r^BUltuiit  sci-a  a-\-\.     Or  doub  avuns 


lue  te  uiiiiilirt^  a  soit  pair  oii  impair,  l'uu  de»  ilwix  fni'l^urs  tht  j 

.*+!)  aeri  poii"   et  l'aiitrt'   iiiipnir;   par  auiu-   Ic   prodait 
fci»C«'+ 1)  •>*!  un  multiple  i!p  10.    D'aülours  Ic  produH  1"» 
I  aussi  Uli   multipk'    <io  10.    Donc  ]o  dcriiior  thiffre  Ad   (d 
Bra  le  möme  (juü  cc.liii  do  a'''-|-l. 

CorolUlre  1.     La  .'>''""   puissaucc  de  i    £tiint  1 ,  lo  i 
Vro  de  2^  Bcra  14-1  oti  !^i  P'U'  snitn  le  deminr  diilTrc.  de  S{ 

3;  bdni  Je  4"  sem  S-|-l  oa  4;  et  aJusi  de  suite. 
asancc  d'un  nombrc  Oütior  eat  terminiSc  par  le  niSmc  chlfllj 
\  meine  puiBsaucd  du  dcruip-r  «liiüre  dn  ce  nomlire.    Donc 
La  cinqui^inu  puissaueo  tl'uu  nombrn  entler  est 
R£e  par  le  iiidtnv  eliiffre  que  cu  nonibro. 

3.    rorollnln-  III.     ün  coiiclnt  do  lä  iiuo  U  {6+4)*">«  1 
'  puksance  d'mi  üoinbri\  puis  la  (9-j-4)'"""  ob  la  18™ 
j  CO  nonibrc   ensuiti.'  !a  (13  +  -1)*'*"  ou  la  17*""  puis&aiice, 
mninei'B  par  le  nmiiie  cbiflrc  que  ce  nombre.    Donc 

La  (4g-t-l)''"'  piiissauco  d'uu  nombre  cutiur  est  1 
tfie  par  la  m6inc  eliiffre  qne  ce  uombru. 

Corollalre  UI.     Soit  m  —  49-f  r,  ah  r  (*i  mOtudre  « 
i*  =  ii*'!'' ä-^  oHI'.a'-i;    or   a*»*'  PBt  lermiueß  pir  lo  ^ 
hiffre  (lae  n,  dout  1p  iiroduit  de  u*v+'  pw  q'-'  on  a*»l' 
Biuee   par  le   tiieme   ckifTre  que   le    pruduit  de  a  par  a" 
Donc 


La  m*"^  puiHsaneo  d'un    nombro 

r  le  mi-me  iHiiffre  ijue  la  puliaau 

tegr^  ägnl  au  reate  de  la  division  di 


Kntie 


eul  terd 
'  CO  oombra] 
ar  4. 


5.     ('onelnslon.     De  ce  qni  priJcMe  il  r^sulte  qup 

Si  l'oo  forme  le  tableau  des  ckiffres  qai  ttrmintiQt 
les  quatre  preniifm-s  [tiiisjances  dos  ueuf  iircniiers  nom- 
bres.  Ic  cUiffre,  qui  turminn  une  puisaance  quelconque 
d'nn  nombre  eutier,  se  tronve  i,  la  rencontre  <lc  la  co- 
loane  vi>rticalc  i^t  de  la  ligne  horJKoutale  de  cc  tableau 


k 


Degrßs 
des  pulasanccB 

.!. 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9  « 

4u+l 

i 

2 

3 

4 

a 

6 

7 

8 

g 

4«  4-2 

1 

4 

9 

6 

5 

e 

9 

4 

1 

4n  +  3 

I 

S 

7 

4 

ß 

fi 

3 

3 

9 

4« 

1 

6 

1 

6 

& 

6 

1 

6 

1 

coloDue  et  ligne  qui   coraniencenl,    l'nne  par  le  dernier 
Chiffre  du  QOmbre,  Taatro  par  1q  degr^  de  la  puissanue- 

6.    L'irapntinn  de  cg  tabteaa  fait  anssi  voir  qiie 

'  1,   par  fi   na 


l"  les  aombrea  tormia£s 
Kfistes  leara  puissanucs  term 


chiffrBij 


3"  loa  nombres  termiods  par  4  ot  par  9  ont  toas  Icuj 
siasaiicQB  tertiiinäes.lesprmuierspar  les  (:hiffTcs4e 
bs  Becouds  par  les  chiffres  9  et  1. 

3"  donx  nonibres  tcrmin.fis  par  denx  chiffres  compU- 
Pentaires  uut  toutes  lonrs  puissances  paires  termiagcB 
hc  leB  tnSmes  chiffres,  et  lenrs  paissaiicna  impairos  pa^ 
nux  chiffres  compUmentairoa. 

Georges  Doslor. 


(  BemtrliuiiK   Über  die  Bereclinang:  rlcUl eiliger  Losarlthmea, 

Macbdem  man  das  Verfahren  Icennt,  den  Logarithmus  jeder  ai 

1  00  rielziffrigen  Zahl  anf  beliebig  »iele  Stellen  dnrch  eine  km 

"leichte  Rechnung  zu   iindeu,  ajui)  wieiK-rliolt  Tafeln   heran Bgogebeh"" 

wurden,   welche  diese  Bcchnnng,  fn-ilirh  auf  begrenzte^  Stell  od  Kall  l> 

noch  lehr  abkurzeu.    Zwei  von  diesen,  di«  eiue  von  Sedlauck  lie- 

ibnet,   die  andere  in  Bertram's  Aua^abe  von  Meier  Blrecb's  Aflftg 


M> 


ProbL     Centro   cHipsie'  datae  pnnctisqne   exirtalHlJ 
semiaiinm  positivornro  litteris  O,  A,  B  respeotive  da- 
■ignatii    ejsamodi    pnoctnm   P  in   ellipsi    inveniVe,    Bt  ■ 
AP*-\-BP*  maximum  a«t  minimnm  flai 

Aeqnatio  ellipsis  datae  Bit 
et  mmink  AP*-^BF^  ^  t  ponator.    Tom  erit 
qnae  Mqutio  bia  diflbrentiando  d^it 

£-['+S)'+(-l)S] 

Derivata  —  —  0  ponl«  prodit  ae{[tiatio 

qnae  est  aeqnatio  normalis  e  puncto   i^^ö'   p~q)dnctae. Qaodai 
~  -T   pro  ^  ^  —  ~E3  P™  Ot  snbBtitaerimns,  habebimns 

2(0»—  6»)*ff  —  «»y+6»»  =  0  (4) 

24»r2(tt<— 6»)    ,  1  1 


£*  =  läL 


(6) 


Aeqnatio  (4)  designat  byperbolam  per  originem  transenntcm ,  ciun»- 
qae  asymptolae  aeqnationibns 

""       2(<i»— fi')'       * "  2(«»— i*)  ™ 

definiantnr.    Exterminata  x  intra  (1)  et  (4),  invenitar 
4{a>— i»)V+4ft''(''''-6')»'— *'[3(o*— 6»)*-2a»6*]ff» 

— 46*(a»— 4»)jf— 68  —  0  (7) 

Qaoniam  byperbola  per  originem  tnnsit,  neseSBe  est,  duae  Baltm 


[ndlccs  slnt  naiea ;  fieri  tarnen  potest,  ut  omnes  qnatuor  reales  «inC.^ 
Quac  quidem  ros  primum  ornnium  cxploranila  est.    Ut  calculus  com- 
mudiur  6at,  ponamas  £  =r  1  et  2(a^— l)y  =  u,  quo  focto   aeqDaUo 
(7)  malatnr  in 

u*+2»3-[;3(o»  — 1)>— 2o«]«S  — SCa"-!)««— 4(0*— 1)*  — 0    (8) 

E  sigDiB  tenuioomm  clucet,  aequationom  (8),  sl  omnea  radicps  sunt 
reales,  nuam  radicem  positivam  et  tros  negativas  haliere.  Si  igitnr 
radices  habet  aequales,  patet  eas  esi^e  negativas.  Quum  voro  solitavia 
ratlices  aeqnalcs  inveuieudi,  quae  in  «luacreudo  maxiiuo  commnni  divisore 
aequationis  pt  primao  deri?atap  ejus  continctur,  longa  sit  atquo  ar- 
dua,  aliani  iugrediaraiir,  ad  qnam  i-o  tliicinitir,  quod  nulla  alia  quan- 
titas  L'ognita  atquc  a  tu  aeijuatioiie  (S)  inest.  Duabna  igitnr  radidbus 
•=  —  ß  positis,  aequationem  habonius  hajus  formae 

abi  qnanljtates  ß,  p,  q  dotexminaDilae  sDUt  Tol  potia«  cttemilDandB 
ut  invcnialnr  ejusmodi  valor  qnantitatis  a,  ut  duae  radices  tiaut  ■ 
jgnales.  Aeqnatione  illa  cum  (8)  comparata,  ubi  brevilatis  1 
latur  fl* — l^A,  invouiuuinr  aequationes 

2ß+p  =  2;     ß'  +  2^p4-3  =  -(3i'-2«»); 

ßißp+^q)  =  —  öt*-.    ß"'!  =  -  W» 

qnaruni  priuia  dat 

p  =  2(\-ß) 
ultima 


* 


HlrBt  U 

I 


4k^ 


valoribuE  in  ccteris  substitutis.  prodenot  oequationi 


ß»il  —  ß)^U-Hl  —  ß) 


Quum  vcro  »tt  1  —  ß  factor  ntiiiisqne  membri  hujns  aeqaationis  nee 
nihilo  aeqnalis  esse  possit,  qnia  ita  t-^0  evadit,  aeqnatiü  posterigr  in 


tatur,  atquo  iduo  prior  in 

(3fc»— 2«»)jS»— 12t»3  -  -  1 


inde  reperitni 


'      ab»— Sb»     " 


■VI 


■^-"■^ 

H 

1 
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^ 

m 

Valor  raperior  «dhiberi  non  potest,  qnia  tarn  a  negativa 
anperiore  nti  poterimua,  necesso  est,  Bit 

evadiL 

K 

^•^t^±l    ,e,    «>i,880a 

1 

Qna  re  porita,  haliebiinaB  aeqoationem 

> 

.-.]/l~^^ 

vel 

. 

qua  condniutft  dabit 

4 

^-a^I/^_^+«^)^_.._3„|^+,. 

0 

1 

1 

■"""-l 

a  -|-  -  •=  p  poaita,  faule  inveDitur 

o«-|_l  =.„*— 2;    oä+jj  =  c=— So 
et  aequatio  trangit  in 

cujus  radicea  solito  modo  inveninntur  esse 

„,  -l/|+2y2Biii200-  1,7838756  ... 

"»  =r^  +  2V2Hin40»-- 2,63457449  ... 

t-,  =l/|-2V28in80«  =  — 1,0G896238  ... 

Qaoniam  est  a  =  5±1/t  — 1-  et  necesBc  est,  sit  o  >  1,  socnndo 
tantam  valore  quantitatis  v  nti  possumns  ot  superiore  valore  ipsiu 
d,  qui  inde  dedncitur.    Ita  i: 


qnando   doae   radices   snnt   aequalet.    8i  est  a  •<  2,174  . . . ,  < 
tantum  radices  sunt  reales. 


MücelUn. 
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Hestat,  nt  videamus,  quinam  valorcs  quantitatis  y  maximum  aut 
minimam  suppeditent.    Ponamus  igitur 

Posita  M  =  2k,    evadit  f(2k)  >  0 
ti«0,  „       /(0)<0 


»» 


»» 


u 


1, 


»? 


/(-1)>0 


atque  ideo  habemns  unam  radicem  inter  2h  et  0,  alteram  intcr  0  et 
—  1.    Itaque  est 

1  >  y  >  0;     Ö-2  >  0  et  *  minimam 

1        Bh 
0 >  y  >  —  öl2 '     h-%<iO  et  8  maximum. 

Quod  si  est  a  >>  2,17475  . . . ,  habcbimus  quoque  duas  alias  radices. 
Posita  enim 


u 


u 


=  -2, 

k 
""2' 


3k 
u  «  -  2ifc 


evadit  /(— 2)>0 

K-t)<» 
K- 1)  >  ° 


>i 


?» 


95 


/(-2Ä;)<0 


Ar  3A; 

atque  ideo  una  est  radix  intra  — 2  et  —  5-    altera  inter  —  ^    ©^ 

Itaque  est 

1  82« 

—  h^  ^'^  —  ^*     »i8<Cöi6^'  maximum 

3  8** 

—  7>y!>  —  1'     ^r-2>0,  et«  minimum. 


—  2ife. 


Dat.  a.  d.  kal.  Jun.  a.  1872. 


Doctor  Christianus  Fr.  Lindman, 
Lector  Strengnesiensis. 


livisioii  von  V,  in  IV.  entsteht: 

("'  +  "■1+^)4-^ 
(«■+"■.+3) 

2  wirii: 

„4.^,-}-j,-=/.    d.  b. 

[ifir   Wideratand    iu    beideu  Elt-iaouten    —    diu    in   < 
Xottc  verbunden  —   gammt  Tangciitf nbussole  ist  glfl 
m    Widerstände    den    ein     oingesclialtcter    \euBtlbfl 
itht  von  der  l.äii|;o  L  dem  Stromo  eatgogensutzt,  j 
i3io  StromBtärke    der  betreffcudcn  Kette  auf  die 
B^ilirLT  Stärke  zurückbringt. 

Obige  zwoi  Zinkkohlcuoluiucutn  gaben    zur  EetI«  verbuiu 
^ner   wcileron    Drabteinsclialtung  einen    nblcukt-nden  Wial 

Damit  nun  die  Ablenkung  aul  23"  18'  zorUchi,-iiig  —  « 
ffiokel  dem  halben  Tangenleuwerl  von  4U"  4ft'  entspricbt  —  I 
pMö  cm.  Nensilbcrdraht  eingesehalM  werden.  Uleibeu  nun  i 
M&  cm.  Draht  eingeschaltet,  und  werden  beide  Elonit^Dtfi  xu  c 
Deflafn'ator  verbunden,  so  muBs  die  Abb.'nknng  an  ilur  Taugoi 
bussole  kleiner  werden.  Dieselbe  war  nun  Vi"  \h'  aisu  4°  kleioer] 
vorher;  der  Widerstand  in  den  Elementen  nur  in  diesem  Falle  i 
mehr  so  grusa  als  der  Widcrtitand  im  Scbliosaungsleiter. 


b)    In  der   Tangcnteub 


isole. 


Um  den  Widerstand  in  der  Tanf^eoteubussole  zu  bestimmen,  1 

I  ich  wie  folgt.     Von   s^ei   Elementen  wird  das  schwächstu  if 

JpBDcbt,  für  dasselbe  besteht  bei  keiner  wcituren  Drahlcinsebal 

i  Gleichung: 

_     ■^' 
'""+3 

sdanu  wird  das  alArkere  Element  durch  eine  DrabteinseliAln 
alt  dem  vorhergehenden  auf  dieselbe  f^tärke  «  gebmclit,  mau  hat  1( 
eseu  Fall: 


Worden    nun    beide   {Elemente    zu  einer    Kette   vorbanden,    I 

kiichfallt  durch  eine  Drahtciuschaltuug  L  unf  die  Stromstärke  »'fl 

Jit,  BO  besteht  fUr  die  Kette  der  Auiidmck: 


1  =  '- 


,n+,r,-i-g  +  t 

Beut  mau  aus  ilou  Gleicliaugen  VI.   und  VII.  die  Werte  fflr  K 
1  dio  GkichUQg  VIU.  ein,  und  dtvidirt  mit  «,  so  erhält  luaii: 

=  £,  — i,  d.  Ii. 
der  Widersland  iu  der  TangeuteabuHsnle  ist  gleis] 
der  DrahtlAnjji.'  i.,  wt>lclio  diu  Strotnstärko  der  Kettä 
aaf  diu  Stromstürke  dos  suhwricUsti'n  ElemeiiteB  2«^ 
rQckbringt,  vermiudort  um  die  DraUtläuge  i,,  welchÄ 
gleiclifalls  im  Staude  ist  die  Strometärke  dea  stärkere« 
£lomeutc8  auf  die  Stromstärke  dos  schwachen  Elemeutsq 
»fUckzafOhrou. 

Sai  Bchwftchste  vou  den  beiden  obigen  Elementen  gab  bei  kein« 
üit^schaltang  i-iuc  Ableukuug  von  37"  45',  bei  dem  stärkeren,^ 
'"""1  itnltir    dL'usolbuu    Umstüudeu    eine    Ablenkung    von    31)"  45' 
,  mnaste  eine  Lunge  von  18,5  cm.  Ncasilberdraht  cingcaebaltet 
rdcu,  nm  die  Sliirke  auf  37^45'   zurOckzubriugen.    AJa  beide  eu 
■er  Kette  verbunden  wurden,  war  die    Ableukuug  4(1"  46',   und  es 
Rate  oiue  Lange  von   58,5  cm.  Neuailbcrdrabt  eingeschaltet  wer- 
I  ihre  Stärke  gleicbfalls  auf  37"  45'  zurQckzubringeu ;  hier* 
1  der  Widere tand  der  Tangenten bussole: 

-ii  =  58,5-18,5  =  40. 


ienntzt  man  die  oben  gefundoneu  Werte   fOr   die  Wider«tand«  J 
)  setzt  ilicselbeu  iu  die  Relation 

_    Wm+  ir,B, 

,  wo    (V  und    W,   die  Widerstände  im  Element  sammt  Tangenton^ 

jolü,  S  die  Stromst&rke  der  Kette,  t  und  »,  die  Stromstärken  d 

eJnzelDeu  Elemente  bei  keinen  weiteren  Drahteiuscbaltungen  bezeich^ 
neu,  so  besteht  für  die  beiden  Zinkkohlenelemeute  die  Qleicbung: 
.    .vn  .<,       336. tg37''45' 4-299. tgS9'*45' 

,g40o  4^ 3364-299-3 

buB  0  =  44  hervorgeht 

f  Der  Keusiiberdrabt  der  bei  diesen  Vorsuchen  gebraucht  ward 

J  l,r>  Millimeter  dick. 

Dr.  Külp. 

Assistent  der  Physik  am  Polytechnikum  tu 

Darmstadt. 


Deber  Hw  VerbSItniss  eines  ktplnplutllgren  ku  elnu 
grossplatti^en  Elemente. 

FQr  das  £]emt?at  mit  kleiaen  Platten  besteht  die  Relatioi 

_  _£_ 

*"«■+» 

Bild  ebeuso  für  das  von  mmal  ßrösaeren  Platten,  ävf  fo!gL-ude; 


•1  +  ^ 
Wird  S  auf  -  geschwächt,    durch  eine  Drahtlängo  l,    so  crbfl 


Aus  II.  und  III. outstellt  vorerst: 


UatrarUelier  Brrifht  CCSXIX. 


Litterarischer  Bericht 

CCXXIX. 


Geschiclite  der  Mathematik  nnd  Physik. 

Bulletino  di  bibtiogratia  t<  'li  storia  di^lle  scicnzü  matcmatifhe  i 
fiuclio.  PubblicaUi  da  Q.  ßoucompagni.  Tomo  VII.  Itoina  187fl 
Tipografia  delle  Bcienze  matcmaticlio  o  fisiche. 

Im  Octobi^rliGfl  beßiidct  sich  die  FortSßUang  der  Arbfit  von 
Antonio  Favaro.  nnd  ein  Publica lionsverzeicb niaa.  Erstere  nimmt 
noch  das  folgende  Urft  oin  imd  wird  im  letzten  volleu'let  Von  der 
geftammtru  Arbttit  ist  auch  uine  besondere  Ausgabe  ersehienon. 
Anssftrdeni  cnthfilt  das  Doecmbcrheft  Dr.  Alfonso  Sparagna's 
Italic uisi-he  Uebi^ractzung  von  Dr.  Sieginnnd  GUntber's  Scbrift: 
fcjVei^Usielinng  zweier  Melbucleu  zur  nabeningswcisun  Destimmui 
Ltionaler  Grössen"  in  deu  Silzungsberichten  der  physikatisch-n 
gehen  SocietAt  zu  Erlangen.  1873.  November,  gleichfalls  besonder 
itBgegebeu  —  nud  ein  P ublii;ationsv erzeich nlss.  II. 

Intorno  alla  Tita  ed  ai  lavori  di  Monsignore  D.  ßarnaba  Tor*^ 

Onni  del  Prof.  Vinccuzo  Diorio,  Secrelario  delJ'  Acca- 
.  Pontifica  de'  Nuovi  Liucci.  Estratto  dagli  atti  dell'  Aci^id. 
;  de'  V.  Line,  itruio  XXVIII.  aegsione  1*.  del  20  dicembre  1&74. 
i  187a.    Tipografia  deüe  sdenze  matematietie  c  tisiehe. 

Barnaba  Tortolinl,  geboren  zn  Rom  deu  19.  Novomber  lÄ 
nt  zuerst  im  Jahr  183ö  als  Docent  der  Matliemalik  und  Physik  ai^ 
ColU'Kio  Urliario  di  Propaganda  Fide  auf,  ward  1836  zum  Professor 
fUr  Uecbaulk  und  Hydraulik  am  Arcbigmnasio  Romano,  1837  num 
\l. 1 I 


UtterarUekcr  litnthl  CCXXIX. 

rofeasor   fOr   Difft'rciutial-    and  Int«gralrpcfanang   an    vnrgen 
EnivcrsitAt,    184.'i   zum  Prufeaaar   fUr  MnthL'iiiatik   und   PIiyriclB 
Paiitificio  Seminai'iü  Kooiano,  1856  zuui  Diroclor  iter  tipogmfia  (te 

'opagaiida  Fiile  «^riiaunt,  wcklios  Amt  er  liia  1865  tieliiolt  1866 
|rard  er  Titalar^Cauoiiicua  au  dc<r  Basilica  di  Santa  Maria  ad  U«f 
Ton  1H69  an  hmdert«  tliti  bt^titiLiidig  zuiiohineude  Gicht  na 
bUr  BosoJiäftigDng.  Dun  24.  Augnat  1674  atarli  fr  za  Ariccia.  Eis 
IToesoa  Verdienst  bat  er  eich  erworben  durch  die  Ilpraosgaba  d«r 
inathcinatiaditn  Zcil^chrift,  wckhu  von  IMM  bis  IS.^7  uiilcr  dem  Titel 
„Annali  di  scienue  mateniaticho  c  fiaicho"  »rathinn,  und  die  er  iin 
Verein  mit  Enrico  üutti,  Frainrpstt»  Brioaolii  umi  Augulo  Geiioccbi 
Jtan  lä&6  bis  \a(^i  unter  dem  Titel  „Auuali  di  intitcnia^cha  pura  od 
Ippticata"  fortfobrtv.  Das  Verzeiclmi«»  sinuer  ArGuituii  ncront  dno 
peparatachrift  und  Uti  wisaensclmftlirh  inathumatiscUe  AbhftniHnngvn 
I  lU  verscLit' denen  Journalen.  H. 


Studien  Über  Mac  Laurin'a  f;eometriBclie  Darstellong  ellipÜAchor 
bntegrale.     Von  Dr.  Felix  Müller.     Progr.  d.  Itönig).  Kealschule 
1  Bertin,  Ostern  1876. 

Die  vorliegende  Scltrin  verdient   Rraditunit   we^^eii   eines   Aof- 

Klilusses,  (Imi  aie  zuglitiuU  üIht  die  Arbeiten  Mac  l.aurin's  und  llbir 

>  Eutwickelun|;sg03eliieltte  der  Tht-orie  dst  e]li|ilisch<.'n  Funt:tiaiB' 

ibt.    Dons  der  EntJi^cker  der  uauli  i)im  tienaiiiilen  lli'ihe  nud  4s» 

igfcli'hfulla  nach  ilini  benannten  Satzea  fll>cr  die  Anziehung  confitcahr 

Ellipaoide  anch  iler  Erste  gewcBe»   ist,  der  die  Aufnierkaanikcit  atf 

die  elli|>tia(')iun  [nlt'grale  ricblett;,  ilass  er  selbst  einen  grossen  AuttU 

au  deren  UnU'rsncliung  gehabt  nml  ibuou,  wie  leicht  eraichüirli,  dm 

I  Namen  gegeben  bat,  ist  gewisK  Wenigen  bekunnt    Sein  Werk  „Tw«- 

fUae  of  tluetions",   wek'bes  dioae  Arbeiten  enthalt,   iat  flussc^rHt  malie- 

I  lesen;  daher  wird  uns  in  gcgeuw&rtigor  Mitteilung  der  Etu- 

'  blick  in  die  Methode  dadurch  sehr  erleiclitort,  dass  mit  Beilwhaltnng 

deK  Eutwickeliingsganges   die  eiiiKelnen    von  Mao  Laurin  gefundenen 

Slltzf  durch  einfachere  Iteehnunu  bergi-leitct  worden  aiud.     Auf  dem 

jron  ibm  vertre(enc-u  Slsni)|)niikl    der  Theorie  waren  die  elltpUflelwn 

[etcgrale  noeli  nicht  auf  die  Ü   Urundl'onaen  rednclrt,    was    zuenl 

Hiegendre  in  Auafuhruug  brachuv  vielmehr  ward  dem  Integral  BodM- 

fling  Kuj(e«eh rieben,  sriteni  es  durch  Bogen  Ix^kannter  Carvea,  KUilOA 

^yf>erhej,  darsti-llbar  sei.     Die  Curveu  witrden  als  Ort"  den  ScJinB^' 

hweier  rolirenden  Geraden  bestimmt.    Den  Anfang  niacbl  der  tlUfM( 

r  gloiehaeitigen  Hyperbel 
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WO  na  die  Lftoge  euier  vom  llAJttelpankt  ansgehenden  Geraden  dar- 
stellt, die  Toa  der  Axc  nm  die  doppelte  centriscbe  Pol&r-Ämpliludo 
des  lanfcuden  Punktes  abstebt,  and  düren  Projektion  die  reelle  Halb- 
axc  ist.  Es  wird  daus  die  Differenz  des  Bugena  und  der  Taugeute, 
dann  die  des  Bogens  und  des  Radiusvectors,  danu  die  Sumino  erste 
DifferoDZ  und  eines  Ellipseubogens  durch  Integrale  ähnlicher 
ausgedrückt',  diese  Sununo  ist  dauu  ferner  gleich  einem  Lemniac&ttt 
bogeu.  Hierauf  folgt  die  Untersuchung  der  Hj-perbel-  und  Ellipsa 
bogen  von  beliebigem  ÄxonTcrhältuiss;  unter  der  Wurzel  im  Neuner 
kommt  dann  ein  Xerm  mit  erster  Potenz  hinzu.  Die  numerische  Be- 
rochnnug  stutzt  Mac  Lanrin  auf  dio  Reih  ose  utwickclung  nach  Poteuz«it 
auagohend  von  der  Lcgcndre'schen  Integralform.  Schliesslich  i; 
Mac  I.iinriu  Anwendung  auf  Probleme  der  Mechanik,  die  Bahu  e 
Punktes  uuter  Ceutralanzichung,  Poudclbcweguug  und  elastische  Ciii 

^^^B  Exposition  g^om^triqno   des   propriät^   gdnerales   des  courbes. 
IB^W  Charloa  Ruchonuet  (de  Lausanne).     Troisiäme  ödition  a 

neut6o  et  eu  partie  refoudue.     1874.    Puris,  Gduthicr-VitlarB. 

sunno,  G(K>rges  Bridol.     Zürich,  Orcll,  FuesBli  e.  C.     15y  8. 

Das  Vorliegendo  ist  eine  Bearbeitung  der  analytischen  Cnrven- 
theorie  auf  dem  Stantlpnnkt  neuerer  Zeit,  und  hat  insofern  Bedeutung 
als  eiu  Zeuguiss,  dass  ^ich  unsere  Zeit  dem  Studium  der  Curvcn- 
tbeorie  im  echten  Sinne  wieder  zuzuwenden  angefangen  hat  Die 
Theorie  ist  analytisch,  denn  sie  fasst  die  Curve  in  voller  Allgeinein- 
beit,  unabhängig  von  der  Form  der  Functionen,  auf  und  ermittelt 
die  bi  stimmen  den  Gruudelemente.  Sie  vertritt  uueh ,  bis  auf  einige 
noch  zu  neuuende  MiLngel,  den  neuen  Standpunkt,  wie  sich  durch  die 
reichhaltige  uud  Vollständigkeit  anstrebende  Untersuchung  von  Fragen 
bekundet,  diu  erst  in  neuerer  Zeit  die  Aufmerksamkeit  auf  sich  ge- 
lenkt babeu.  Die  Methode  beruht  auf  dem  conseijneut  durchgeführten 
Princip,  Mk  Herleitungen  an  der  Figur  zu  vollziehen.  Dies  würde 
nichts  auffälliges  hnhiin,  wenn  das  Ziel  der  Untersuchung  ein  cou- 
strnctives  wäre,  wenn  nur  Gestalt  und  Lage  ohne  quantitative  Be- 
stimmung ins  Auge  gefosst  würden.  Bier  aber  handelt  es  sich  durch- 
weg um  Ermittelung  und  analytische  Darstellung  von  Quantitäten; 
da  war  jedenfalls  ilas  gewählte  Verfahren  nicht  an  die  Hand  gegeben. 
So  anerkeunenawert  nun  auch  das  Uiitcrnelinien  einer  durchgeführten 
rein  geometriscbeu  Begründung  als  VcrBuch  und  als  ein  Mittel  zur 

Indang   manches  ciu&<^^bereu   Zusaminenbangs    ist,   so  lässt  i 
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Auaf&U   des  Vorsuclis  niclit  anilers   Ragten, 
iniutG  Gfstalliing ,   nulclie   ilic  Doctrin   so   lii'koDinnm   Itat^J 
kssitn  Naülitcilt!  erst  recbt  ans  Lii-lit  sU-Ilt,  ilic  aiih  Uilvoh  erm 
Den  Voraiig  der  Eliifachhpil  kann  ihr  woLl   nur  dei 
|hri>itH>n,  welcher  diu  rocbiiciidt^  Giiumotrit'  bloss  nocli  alt^n,  B 
■ligen  Uethoden  keuiit.     Ihr  liau]it.uui'bt(^il  bnsU'lit.  aiwx  darii 
uie   eine  Einsicht  gewinnt,    welches  Gebiet  die  erlerntoB-l 
nfasw^ii,  il&äR  m&ii  donunfolgr'  Hie  IdcintitDt  der  ProUlen 
-  wird,  und  uuuOligorwdsc  jedes  vnn  lorn  anfangt. 
;  besonders  i)ie  zahlroicbcn  Vurunt^rsuchungen  Über  dio  Ori| 
r  Uneudlichklc^inon ,  die  bei  rechnrndi^r  Dmlnction  gaiix  vrag 

icli  die  Ordnung  mit  dorn  Werte  zugleich  ftrglebt.    Ausserrfd 
1  hei  jeder  neuen  Figur  xu  orueuerudo  Orientimug  und  du 
IrgleichunK   der   Buchstaben   verbundeue   Durchlisung   der  : 
fklAniug  eine  ermüdende  Arbeit,  welche  sioh  In  deu  anhiiioA 
TToterüncbungsgang  einschultet,  die  Derstellnng  in  dio  iJUige  j 
und  den  Ueberblicb  des  einfacben  Zusammenhangs  beetntrScbti) 
Fonnel  giebt  uns  alles,  was  wir  zu  wissen  brauchen,  dii-cet,  dM 
itin  Unwesentlichen  geecbieden.    Au  ilir  lassen  Kicb, 
tau  nur  ihre  geomotrisuho  Duutung  iiu  Ango  bebillt,  alle  gMU^ 

1  Beobacbtungeii  leichter  und  »leherer  mafbeu  uIb  i 
^woluber  z.  It.  eine  Unendlicbklciuu  4.  Ordnung  gitraile  so  i 

eine  1.  Ordnung.  Schlüsse  an  der  Figur  ge^^ogen  iiitA 
Hnnerung  an  S:itj:e  und  den>n  ik'dingungen,  bei  deren  Anweaill 
)})ler  leicht   unbemerkt   bleiben ;   in  der  Rechnung  tritt  an  j 

(line  Subslitntion  gleicher  Grössen,  bei  der  n 
pertei  zu  denken  braucht.  Die  genannten  Uni^t-lude  m3geu  < 
wenn  die  auf  Krleichli^ning  de»  Verständnisses  Imre 
^hode  doch  nicht  die  Wirkunir  haben  sollte,  den  Oegonsi 
Rleicht  fasslieb  erscheiuen  zu  lassen,  als  er  es  vün  Natur  li 
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tier  niulit  rboiicti  ein  «lurchnus  nmur,  iintl  die  BediiiKuiig^n  aller  vi 
hvr  anfi^sictlU^D  Sätite  t^^tI;n  niclit  wieder  iii  Gdtnoir.    Dareh 
elioiiso  loeri'g  Vururu-U  ist    es   nur  /n  erklären;   ilass  di\r  Verft 
die  nielil.  eliene  Ourvenlohre  nii(  ilio  KlarliHitheorie  stlltsen  zu  mü! 
gRgluTibt  hat.    Diese  setzt  er  im  Anfang  uls  bekannt  vornui!,  vrälin' 
(loch  alles   Pulguiide,    iiubesondere   die    ein^oseholteto  UnterBuehung 
über  RegeKlächcn,  zeigt,  dasa  die  Curveu  das  einfarhero  Gebilde  sind, 
die  Fiadicn  nnturgeinflRB  mit  Hillfo  der  Curvenlehrü  verstaadon  wor- 
den.    Den  Cregenstand  des  bei  weitem  grössten  Teils  der  Utitersnchi 
bilden  die  nnemlltcli  kleinen  Abstände  nnd  Rtcbtungsabweicbnn] 
In  der  Tat  enthalten  diese  die  GrnndeleineiitR ,  wodurcli  die  Ni 
der  Cnn'e  bestimmt  wird;  nur  hatte  mit  ihnen  die  Tli 
SchlieHsen  sollen;    es   ist  das   Feld   gebnnt,  und   dann  die  Ernte 
Stieb  gelassen  worden.     Das  Vcrhallniss  bat  sieh  geradezu  uinjiekcl 
statt  mit  Rtehnung  ku  beßinnen  nnd  mit  einer  Totiilnnstbaniing 
schlieMon,   wird  hier  mit  Anseliannng  angefaiif^en,  und  das  RosoM 
ist  eine  grosso  Anstahl  von  Wertfn,  doren  Verwendung  nieht  gezi 
wird.    Auch  wird   nirgends  gesagt,   wie»ielB  der  ermillolteu  Gross« 
zur  Bestimmung  der  Curve  gerade  notwendig  nnd  ansreiebeud  sind. 
Ein  Gebiet    von   grossem  Umfang    nnd  grosser  Bedeutung,   welehcs 
keine  der  gewöhnlichen  Bearbeitungen  llnergebt,  ist  hier  dnrdi  den 
Lehrgang  völlig  aiist^esclii essen,  uämlleh  sänimtliehe  Relationen,  diu. 
mit  der  Annahme  von  Coordinatenaxen  in  Verbindung  stehen.    Aller- 
dings ist  einxurilumen,    doss  alle«,  was  man   hier  vurmiest,  blosse 
HQlfsmittol  sind.    Sollte  es  aber  hiernaeli  als  eino  Leistung  erseheiucn, 
dass  der  Verfasser  ohne  dieses  flölfsmittol  so  viele  Re^sultat«  bat  her- 
lotteu  kCnuen,  so  ist  leicht  zu  erselieu,  dass  der  Kauf.c  Vorzug  illu- 
sorisch ist,     Denn  er  hat  nicht  gelehrt,  wio  man  auf  dem  genommi      ~ 
firuiule  weiter  operiri'u  könne,   namentlich  nicht,  wie  mau  ein 
benes  Problem  anKugrcifen  habe,  nnd  woran  sich  i<rk"unen  lasse, 
seine  Losung  üiniThaJh  der  hekaunt^jn  S9t!te  ?.n  linden  sei. 
ist  die  Reductinn  der  gcsamint*'n  Theorie  aiif  Bemeinsame  Form, 
sie  die  Ceurdinatenreehnnng  darbietet,  notwendig.    Dass  wir  sie  xam 
halb  irgend  wele.her  Grenzen  entbehren  lernen ,  hilft  uns  gar  nicht 
sobald  wir  dioseltieu  ßberschreiten  wollen.    Der  sijatere  Uobergang 
au  den   Courtlinaten   würde  weil  schwieriger  und  uinstAndlieher  sein, 
iits   die   ganzn  Ilasirung  der  Theorie  auf  die  Coordinatenrechnung. 
Von  diesem  Gesichtspunkt  betrachtet  ist  die  Vermeidung  der  Coor- 
dinatenrechnung, fern  davon  einen  Gewinn  za  bieten,  nichts  weiter 
_fiÄVorenthaltung  notwendiger  Kennluisse,  und  im  vorliegenden  Lehr- 
t  filn  weseiitlieber  Mangel. 

B. 
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iegm  veracbkämet  Anifassuug,  wenn  gleit-h  die  EntBcbeidoi 
lebt  scLwicrig  ist,  sobald  sip  Dinmal  bosprochpn  werden.  Zunächst 
beruht  das  Prii)n|)  uidit,  wie  os  leicht  scheint,  anf  Bogbacbtinig  und 
AnacbänuQg  unter  beschränktem  Gi'sichtspniikt,  sondern  auf  Abstraction 
und  Verallgemeinerung.  Die  Wirkliehknit  bielpt  Anordnung  innerhalb 
der  Gebilde  zugk'ieh  mit  den  GrüBSon,  die  Auffassung  beider  nu- 
tcrstOtzt  fich  pegenaeitig  in  der  gemeinen  AiiBchanung,  und  es  gehört 
erst  ein  neuer  Ucnkart  duzn,  sie  von  einander  la  trennen.  Diese 
Abstraction  ist  ferner  («iue  frei  gewählte;  es  lag  kein  natörlicher  Be- 
stimmungsgrund  vor,  waram  wc  gerade  soweit  ging  und  nicht  weiter; 
von  der  Orfissi)  wilnle  erst  vollsiftnitig  ahstrahirt  sein,  wenn  auch  Ge- 
rade nnd  Ebene  nicht  festgehalten  würden ,  vielmehr  die  Abapermng 
tlurcb  Liiden  und  Flüchen  die  einnige  Baais  wttre.  Irrig  ist  also  die 
durch  den  Namen  begflnsti^e  Meinung,  die  Standt'Bche  Idee  vertrete 
die  Sondening  der  zwei  geomelriacUen  Klemente,  GrOsEO  nnd 
und  bestimmo  sieh  ans  dieser  Forderung.  Wa»  nun  den  |)ädi 
sehen  Gesichtspunkt  betrifft,  so  sagt  der  Verfasser;  „Einen  ganz 
soadeni  Reiz  hat  die  synthetische  Geometrie,  wenn  sie  von  der  der 
Ranmwissenschaft  an  sieh  fremden  (?) ,  aber  in  die  Euklidische  Me- 
thode verwebten  (?)  Hypolbese  des  Vorhandenseins  eines  vom  Orte 
(in  seinem  Masse)  unabhängigen  beweglichen  Körpers  d.  b.  einem 
MassBtabe  absieht  . . ."  Die  eingeschaltete  Behauptung  widerlegt  sich 
leicht,  Oline  die  Hypotbese  beweglicher  fester  Kftrper  würden  WU" 
die  vollstttudige  BeBtimmung  dos  llaumes,  wie  er  ist,  nicht  erbalten, 
folglich  ist  die  Hypothese  der  Ranmwissenschaft  au  sich  nicht  fremd, 
sondern  höchstens  einem  Ranmhegriff,  den  sich  jemand  nach  fingirtem 
Princip  zu  bilden  vermag.  Ebenso  ist  sie  nicht  erst  durch  die  Eukli- 
dische Methode  lünxugubracbt ,  sondern  es  ist  die  notwendige  Basis 
unserer  Raumvorstellutig  im  Zii-kelinstrumcnt  auf  diu  einfachste  Form 
reducirt  Sind  nun  obige  zwei  Attribute,  welche  die  Acusserung  moti- 
ond  anterstat^en  sollen,  unannehmbar,  so  fragt  sich  weit<!r, 
■r  Reiz  gemeint  sei,  den  jene  Abstraction  Qlie.  Einen  solchen 
1  wir  gewiss  der  wissf.nschaftlichen  Aufgabe  zuerkennen,  aus 
önlwickelleu  geomctriEchen  Doctrin  dasjenige  Element  auszuson- 
dern, welches  sich  in  logischer  Continuität  auf  der  ausschlieEslichcu 
Basis  iler  Perspective  für  beliebig  viele  gleichzeitige  Sehcentra  er- 
greht.  Doch  in  diesem  Siuue  ist  hier  nicht  davon  die  Rede;  der  Ver- 
fasser spriclit  uumitt<!lbar  vorher  von  Anfllngem ,  er  setzt  also  nicht 
Hie  Doctrin  voraus,  sondern  hat  ein  ursprllngliches  Erlernen  auf  der 
einseitigen  Basis  im  Auge.  Die  theoretische  Bedeutung  ist  hier  un- 
bokannt  nnd  kann  den  Rei;!  nicht  gewähren.  Was  beim  Kundigen 
Abstraction  ist,  kann  beim  Anfänger  nur  Unterlassung  einer  Tätig- 
keit sein.  Nun  wird  der  Anfänger  nicht  das  Mitdenken  des  Masseg 
unterlassen ;  denn  dann  mUaste  er  gegen  die  gewohnte  Anscbaui 
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ftmpfen.  Wol  aber  ontspricht  es  der  Neipuig  VieliT,  iIm  MÄ^ 
ßit  eiftct  ZU  donkeu,  i\.  i,  nudi  eiiior  Seite  hin  fahrläasig  la  lenioo. 
vird  anlUnßlidi  als  Krlfii-llcrungt^mpfiimli-n,  «iis  im  wpilem  Furt- 
llg  das  LornPii  erseliwiTt,  Mii.  gwiiiufror  Muhe  wird  zui'nt  dB 
ringJTLT  Erfolg  (.Tiii'-Ili  riacldn.'i'  iel  der  oinsEiitig  wirk'.'iid<-u  P&hig- 
Äl  solliaL  diu  giTiiigiTU  Lftstuiig  BcliwicrißiT.  Ha  drr  SchQitir  «llw 
Trt  vomuswisa™  hauii,  so  ist  das  UiilL-rnelimon,  sofi-ni  m  ieg  Nm- 
I  cntgcgenkoTntQt,  auf  Tauschung  gebaut. 

Ebi  ganz  andcn-p  Pail  liegt  vnr  lioi  Verweil duni^pn  efnselnor 
pe  der  syntbeüacbeii  Geometrie  für  dou  Elprueiitarantorricht,  w- 
a  diosdbeu  orat  auf  diT  Stufe  gcscht-Leu,  wo  die  CongrufiUK-  nnd 
ichlieiteaatze  liokannt  sind.  Hier  ist  unr  der  uingekpbrte  Fehlpr 
^r  belreffciiden  LelirbOeher  zu  rflgMi,  welche  den  Begriff  der  Pro- 
^vitat  auf  die  Verhältnisse  der  Stieckou  ^linden.  Es  k«in  viel- 
r  darauf  an,  eini-  Methode  zu  wühlen,  wo  der,  obwol  bekaiiate< 
^ssenbegriif  zum  Beweise  uichU  beitrflgt,  und  eine  solche  Mftbode 
tet  die  Staudt'scho  Geometrie  dar.  Dann  erst  wird  eine  allgemei- 
?  Ansuhaunng  ohuo  Einboasc  an  exacter  Auffassung  augebahat 

Die  vorliegende  Bearbeitung  selbst  bedarf  keiner  auBfillirlicheii 
nesprethnug.     Die  Meihode  wird  dnrch  die  Sache  gefordert,  und  dl» 
dabei   zu  lösende  Aufgabe    erledigt  sich   durch    die    Continaitat    il«8 
)  Systems  der  syutheliarh  fortacbreitenden  Sätze.    Es  werduu  nnvii  ft«- 

I  ander  behandelt  die  Grundbegriffe,  die  harmonischen  Gehildc,  die  Ptf 

spoctivität  nnd  Projectivitat,  die  Gebilde  zweiter  Ordnung,  Pol  und 
Polare,  Gebilde  in  Involution,  Durchmossur  und  Mittelpunkt,  harmo* 
nische  Gebilde  2.  Ordnung,  Beziehungen  von  Winkeln  und  Strtrckea 
zu  den  Durchmessern  einer  vorgegebenen  Ellipse,  Beispiele  und  Auf- 
gaben.   Die  Satze  sind  geniSss  der  Rcciprocititt  zwischen  Punhtreih«n 
und  StrahlenhU schein  neben  einander  gestellt   Die  Puuktreihe  2.  Ord- 
^_      uniig  geht  aus  2   Stralilenhascheln ,    das  StrahlenhU  seil  et  2.  Ordnung 
^^L^DB  2  Punktreihen  erster  Ordnung  hzhw.  durch  Schnitte  und  Vcrbin- 
^^^^ung  hervor.    Die  Darstellung  der  obwol  durchweg  ebenen  Geomotritt 
^^^Krlangt  nm  der  Projectivilftt  willen  Öfters  die  Betrachtung  verBclii^_ 
^^^Bner  Ebenen.  ~    ^^ 

Fi 


Die   Priocipien  der  malhcmati scheu  Physik   und   die   Poto 
?  von  Theodor  Wand.    (Leipzig,  1871.    B.  G.  Tuubnia 


Wir  besitzen  in  diesem  Werke  von  Theodor  Wand  die  t 

Arbeit,   welche  die   so  frnrhthare  Potentialtheorie  in  ihren  \tn 

Mien  Anwendungen  übersichtlich  darst^^-llt.    Gerade  hierdurch  i 

Bieidet  es  sich   wcecntlicJi  von  früheren  Arbeiten  Über  dieHtä^ 

pstaad. 


Liüerariiflitr  Btrichi  CCXXIX. 

.  Dor  Verfasser   beginut  in  sefDCin  Werke  mit  allg^meineii  pb]r| 
scheu  UetracLtung«)!  UIkt  Bewi'KUiiKi  Kraft  Uiid  Masse  aucl  k 
1  III  dum   fiiadamiiitalcn  SatKc.   ila^s  (iio  Kalur  bti  ihren  Ver- 
luigi^ii  nur  liiitjeHigoii  Gesetzt^  lii-folyl,  welche  uuaereui  VersUiudr 

f  fuaslichstcn   crachciuou.     Nach  Kinfllbruuij   einiger   aualytiBuhw 

BOlfssaizu  witriloii  wir  zur  Putfutiiiltlicoriu  eelhcr  Uburgi^fuiirt 
diesen  llUlfasäUou  fiiiden  wir  ein  Kftpilel  über  das  Gefälle  dcrFut 
lionen,  welcliua  eine  besondere  Wiitlitigkcit  besitzt.  Vorfaasw  beiitj 
hierbei  das  l^rluciii,  welches  bei  topegrap  bis  eben  Aufuahmen  ciiü 
hügeligen  Terraiii's  initunt(T  Auwciiduug  üudet  Legen  wir  in  ( 
Gleichung 

n^)  = 

l  C  eine  bestimmte  Bedeutung  bei,   Kum  Beispiele  die  Bedoatiu 
X  Höbe,  so  stellt  die,  durch  die  Gleichung  fvi,y)  =^  C  dargustelltj 
}  Cnne,  eine  Curve  gleicher  Uöke  dar.    Deukeu  wir  ans  ii 
I  anfeinauder  folgende  Curvon  aus  den  Uleichungen 

I  ist  iler  Weg,  welchen  das  bcrabflicsBende  Wasser  verfoli 

hb&r  dicjouige  Gerade,  welche  senkrecht  auf  zwei  CurvenelcmenH 

[beiden  Cnrven  ste'it.    Kennen  wir  dn  eine  solche  Gerade   ■ 

3  und  Richtung  nach,  so  bedeutet 

du 

j-     das  Gefälle  der  Function  u  —  f{x,!i)- 

Function  toii  drei  Veriljidei  liehen 

I  mau  sicli  irgend  eine  dnrch  Zahlen  aitsdrUckbare  EigeuscblQ 
[  Stoff  erfttUWn  Raumes  denken  k.  B.  die  Temperatur.  An  ^e 
B  einer  Cur\e  gleicher  Höhe  tritt  nun  eine  Flache  gleicher  Tem- 
ir.  Die  Schncüißkeil.  mit  welcher  die  Wurme  durch  eine 
3  gleicher  Temperatur  Btrftmt.  darf  ebenso  mit  dem  Namen  C 
du 


fÄlle  bezeichnet  lind  analytisch  durch        ausgedruckt  werden. 
»jm,  in  welcher  Weise  das  eben  Gesagte  seine  Verwendung 


^^1»  jm,  in 
^W»  die 


tind^ 


a  Newton'schc  Anziehungsgeaelz  geht  von  der  Anschauung  aus, 
k  die  Kraft  in  einem  consl.tiilen  Strome  glt-icIiBam  von  den  mnW- 
ricllcn  Punkten  in  den  leeren  Kaum  ausströmt,  so  das«  auf  verschie- 
denen, einen  Masaenpuokt  einschliessondon  concen Irischen  KugelÜSchen 
Jbuner  dieselbe  Gesammtkraft  sieb  ausbreitet.    Denkt  man  sich,  daaa 


LilltrarÜrhtT  Btrü-M  CCXXIX. 

Tu  Punkte  ein  Strom  vüh  W&nne  ausgphi*,  dcrlmmiT  ^n 

Sj-ko  bcsit/.t,   Bu  wird,  suliald  der  (Indurdi  mtslaudcun  Strom  u)D- 

mt  gcffordeu  int.  durclt  Jode  coucentriachi!  RujjelHftcho  lii  derZeÜ- 

[aheit  die  gteiclie  WärmcquantitJht  hindurchgcbciL    Man  knnn  ilttiMT 

fi  Würmp,  weicht)  in  der  Zi^tciiihoit  durch  ei»  Kli^numt.  tiinT  soldioa 

Kugcltlllcho  gelt,  gleich  der  Kraft  setzen,  welche  in  der  Riclitung  der 

Honiialo  wirkt.    Deukt  inaii  eieh,  dose  die  Warme,  woldit?  in  der 

Koileiobelt  durch  eine  Flilchi'   gleicher  Temporatnr  strOuit,   irropur- 

nnal  ist  tliesor  Fläche   und  doiii  Gt'fiHlt--  und  leÄeichniil  i 

KDmperatur  mit  u,  so  strömt  durch  die  KagclHllchc  vom  I 

!  Warme 


I  diesur  Ausdrutk  nach  Obigom  constanl  b 


■•Wodurch  derselbe  übergeht  in  An.    Diese  Grösse  drücltt  alsdi 
Mäcbtigkcil  der  in  dcmCeutrura  befindlichen  W&rmwjnelUi  iins;l 
di^uU-'t  diigugeu  diu  Potential functiou  eines   Müssen puiiktes   1  j 
Eutfcrnung  r  von  einem  heweglielioni  Pniikte,  wiLbruiul,  wio  u 
(1  die  stationäre  Temperatur  darstellt.    Wir  sehen  daher, 
Potential  rnnetidu  des  Mosseupiuiktes  1  gleich  der  Btationürcnl 
^tur  des  nnendllcheu  Raumes  ist,  in  welchem  sich  statt  des  1 
mktOE  eine  Wärmequelle  von  der  Mächtigkeit  in  befindet   . 
t  die  Potential fnnclion  eines  Systems  von  Masse» punkten  glefo 
tationäreu  Teuifieratur  dos  unendlichen  llannic^,  wenn  man  sicli| 
Usenpunkt  m  als  eiue  Wärmequelle  vou  der  M.'lihtigki'it  4  in 
•  Analogie  iwi.ichen  Wiirme-  und  KraftstrOmung  (wenn  n&n! 
1  ausdrücken  darf)  lllssl  eine  Reihe  von  Sät2cn  aus  der  l'oi 
welche  sousi  inner  immerhin  mehr  oder  weniger  umfasi 
iaiyüschcn  ßebanilluug  bedOrfcu,  mit  Leichtigkeit  ahleiteu. 
r  fülgciides  Beispiel; 

Die   Summe  aller  Kräfte,  welche  auf  einer  gesrhlosaeaen  ( 
tche  in  der  Richtung  der  Normalen  nach  Aussen  wirken,  ietg 
r  Summ«  der  innerhalb  dieser  Flächte  bclindlicticu  Massen  J 
Icirt  mit  in.    Bezeichnet  man  diu  Richtung  der  Normal«  i 
I  FIAuhe  durch  n,  su  laulut  dieser  Satz: 


i>tM= 


lai*rarü<Air  Brrkh  CCXXIX. 


I  oiit«r  ila  ein  Elumeat  der  Oberfläche  und  nnter  1'  die 
mtiatfanction  der  Obcrtiitcho  (auf  »pii-hur  die  eiagcBcbloasonen 
u  geeignet  vortoilt  gcdticht  weriloa  küuueu)  versteht  und  die  Inte- 
Q  ttbcT  die  ganze  Obt^rfläebe  erstrerkt.  Offenbar  ist  dieae  Gleichung 
rtig,  wenn  man  sich  die  Massien  als  WtlrmcqneUen  vorstellt.  Die 
geaaninitc  Mächtigkeit  dieser  Wllrini^iinellen  ist  alsdann  in  mal  der 
gesaminton  Masse.  Denkt  iiiao  sich  um  die  Masse  eine  geschlossene 
Fläche  gelegt,  so  muss  dio  gleiche  Wärmemenge  dorch  diese  hindurch- 
gehen.   Let^itere  kann  aber  analytisch  darch    j   —  .  da    dargestellt 

werden,  da  nach  einer  genmchten  Bemerkung  diese  Wärme  propor- 
tional dem  Gefalle  and  der  Oberfläche  ist. 

Dnrcb  gr>achicktu  Auwt^tndung  des  Gaiiss'schoD  Satzes  hat  der  V< 
tsser  besoudero  Vereinfacbuiigeu   crziult.     Sind   jl/,   nnd   3/,  zwrt^' 
»nfljstcme  und  \\  und   \\  deren  Polentialfunctionen,  so  wird  der 
iBs'schc  Salz  ausgedrückt  durch  die  Gleichung: 

JTM,  F,  =  SAU  V^. 

Hat  man  nnn  zwei  geschlossene  Obcrtl&chon  Fi  und  f,  und  ladet 
mit  ElectricitÄt  bis  zum  Niveau  Cj,  d.  h.  bis  die  Potential- 
fimction  der  electrischen  Masse  auf  der  Oberflüche  vom  />*,  gleich  ( 
ist,  so  sammelt  sidi  auf  F^  cutgegL'tigusetzte  Electricilät,  deren  Qut 

4  heisscn  boII,    Mau  hat  daher: 


'«^^1 

w*^ 


Masseusystem  K, 


Masse  m,  aaf  F, 
PoteiitialtuDction  C,     „    f^ 
'  Ladet  man  umgekehrt  F^  bis  i 


I  WM,  1 

^^^^V  MasseusyBli 

^^^H  Masse  m«  auf  F^ 

^^B  Pot«QtialfuDction  t\    „    F,              0    „    Fj. 

^^■He  Anwendaug  dos  Gauss'scbeii  Satzes  gibt: 

wieder  uacb   dem  Gaiiss'schpn  Satte  Sm,C^ 


-i^  auf  Ft 


'au  C^  unter  gleichen  Um- 


-  i,  auf  ¥, 


Da  aber  ' 
folgt: 


,-,(,;  =  ,-,C',. 


ind  die  äpaiinuugrn  C\  und  C^  einander  gleich,  so  wird 


lUlltrarärJipr  Btrkkt  CCXXIX. 


Ad  wir  erliuhi-u  de»  SaU: 

Siiiil  '2  Masseil  "',  iinJ  m»  Rrgobcn  uiiii  vpibindcl  x 
,  mit  i-iDL-ut  Üoiiilurtur  ilor  KloutriHrnmsehinc,  wjilin'iitl  m..  al>lölö 
rillil  ist  oi|i-r  vcrr^ihrt  mnii  nmgi-hi^lirt,  su  wiril  im  iTHton-u  Fallo 
,  liioselbü  KIceirif'ililUiiuL'iigr  imlucirt,  als  im  Kwoiuiu  VviWo  auf 
j  vorausgcsoUt.  dass  ilio  Kraft  des  Conductors  dicsclliy  gülilit.-brn  iit. 

Man  verfrlfich«  did  oinfarlid  Abloitnot'  üeacs  Satzi:«  mit  dpij^mi- 
wcIcLo  Clansins  in  sfincu  Abhamlliingcai  vAwt  die  Aiiwemtnny 
r  MicdL  WUriiictlii^orif  nuf  Uic  uk^rtH-schL-n  Eradieijituigi'U  tltnuin- 
tbweig,  Kr.  Vieweg  uini  Sohn  18fi4)  p.  92  —  p,  97  gibt 

Mit  Uütfo  des  Gefälles  der  Puuntioueu  und  dos  Taviur'echim 
Satzes  üuileu  wir  (p.  3ä.  der  ?otciitialtl)Doriu)  die  Te-mpurulnnunahniB 
üiues  GlemcnturwUrfdciiPmi  von  dir  Teiuperalur  1/  aus  der  Glitidinnsi 
du       il   (    •lu\    .    d   (   du\        d   {    ilu\ 

^  -  «tel*  rf^  j + ,/y  r  rf^i  ■*■  Ä  r  rf^r 

1  nelcher  Oleichung  t  diß  Z^t  und  t;  die  WUrmeleitnogsfll 
identi't.  Sofcsen  wir  x  «=  einer  Function  V  und  »  =  einar  Fl^ 
^  so  gi^lit  lUi^ser  Ausdruck  Ubi-r  in: 

tegrircu  wir  den  Auedruck  rocbu  über  einen  gusetiloasonea  1 
)  slejll.  ilcrstiHu  die  Zniiabine  di^r  GGsamuilwilrmo  des  Ramm 
mn  9icli  iiinorlialb  derselben  keine  Wftrmequello  befindet.  In  i 
fülle  findet  die  WlirniezunahmL'  durch  Wurm cznf üb r  von  ausseaj| 

1  diese  iKBflt  si(^h  aneh  ausdrtlcken  durch  /    V  --  iti 
Hfiiki,  i»Bs  die  in  einen  Raum  eiudringoudo  Wärme  iiropoi 

r  W&rmeteitungsfMIiigkeit  P.  iirtjiwrtiuiiul  dem  Gefalle  — 
•le)  uiul  der  OborflÜdie  ist    Wir  crbalti'n  also! 

h>hei  dns  Integral  links  sicJi  orstrnekl  Ober  alle  ÜberH&c 
Mite  litis  gegebcnien  Knumis,  dagegen  dir  [iittijmile  reelits  llbi 
Ifplnmelentento  des  Itanmes  sich   ausbreiten.    Es  bedarf  ] 

'wahnnng,  dass  m  obiiier  Gleiehutig  7;»  +  -i^  +  j.»    •-  ^B 
itet  wurde. 


S&mmtliche  BesiallAto  «liest 
n  Wogo  abgeleitet 


Art  fiudcn  wir  auch  auf  rein 


iiÄMrisrAtr  RfnfH  CCXXJX. 

Mit  bosonilcnir  iicioliUekeit  ffilirt  ans  ilcr  Vcirfaster  in  die  Ki 
luctiouen  ein  uud  zeigt  nae  ihre  ganze  Dcdeutnng  als  uncutbebi^^ 
leB  HOlfsmittel  hd  cnmplicirteren  Änwendangen  der  Poi«iitiaI- 
Bei  ßolrathtimgeu  übur  die  Gestalt  dpr  Erde  erfahren  wir, 
IS  die  gegpiiw artige  Art  der  NivelletneutzaaainmciiBtcUuugeii,  ein 
gerade  in  gegenwilrtiger  Zeit  wegen  der  PuropJLiscbcn  Oradmessniig 
wichtiges  Kapitel,  nieht  gaii:!  riclitig  ibL  Es  wird  vorgescldagen  die 
Hellend iHcrenz  zwischen  2  Orten  diireh  die  Arlicit  anezudrückou, 
welche  man  brauclit  um  eine  beHtimml«  Maaaeneinhoit  von  dem  einen 
Orte  ZD  dem  andern  tu  tidboD.  Will  mau  also  die  Hobenditforenz 
zweier  Punkte  duroh  eiu  Nlvoflemeni,  in  i-orreetiT  Weise  liestimmen, 
so  miiss  man  uif^lit  blo9  die  Hühoadifferßiuen  zwiadien  den  einzL-lueu 
Punkten  ries  If ivdlcments ,  Boiulirn  nach  die  Schwerkraft  au  dicBeu 
Puukti'n  niesseu.  Dieai-r  Vursclilag  bleibt  so  lange  ohne  practiacke 
Bcdeulnng,  als  man  nicht  im  Stande  ist  die  Erdschwere  anf  eine 
«ineme  Art  sehr  gonan  zu  bestimmen. 

Bei  (Kt  Theorie  des  indui:irlen  Magnetismus  gebt  Verfasser 
wüter  als  Poisson.  Lotzterer  uimnii.  au,  dass  die  rugelmlL'^sig  um 
Atom  gelagert4:-u  Alomu  auT  diese  keiiin  Wirkung  aasUbcn. 
solche  Analogie  zwiacbeu  der  NowUin'schen  Attractiou  und  der  mi  _ 
tischen  Au^iebnui;  findet  jedouli,  wie  sich  aus  der  Poti>utiaIfuuctio^ 
niagnetisclior  Massen  leicht  ableiU-u  Lässt,  nicht  statt  Fllhrun  wir 
daher  anch  dieses  Moment  noch  in  unsere  Betracfatting  ein,  so  ge- 
langen wir  zu  Cilcicbuugen,  welche  den  PoissouVhen  zwar  ikbulich 
slud,  sich  aber  durch  eine  additionole  Grüssu  von  denselben  unter- 
scheiden. Uicau  Urtfssc  ist  von  der  Art  und  Dichtigkeit  der  als 
kngelfDrmig  angeuunimenuu  Atome  abhängig, 

Wahrojid  die  meisten  Werke  über  die  mathematische  Ptiysik  die 
Potential  iheorie  eingehender  bei  der  ElecLricitat  entwickeln,  sehen  wir 
in  dem  Werke  vunWaud  die  Potential theorie  auch  bei  der  Fraeees- 
Biou  und  Nutatiou  der  Erdachse,  bei  der  Wirkung  von  Ebbe  uud 
Fint  etc.  vurwerthct.  Diese  schwierigen  Ka{iitel  sind  im  Ganzen 
klar  abgehandelt.  Bei  nur  einigen  Figuren  mehr  wäre  jedoch  die  . 
Auffassung  uoch  bedeutend  erleichtert  worden. 

Ueberblicken  wir  das  etwa  12  Druckbogen  starke  Werkchon,  t 
fühlen  wir  uns  mehr  als  befriedigt,  bezüglich  des  Inhalts  und  < 
Ueborsicht,  welche  bis  jetzt  noch  uicbt  iu  dorn  Masse  gegeben  wurden- 
Anch  heutu  noch,  uacbdcm  die  vorzUjjlichen  Werke  von  Thomson  und 
Tait  uud  diejenigen  von  G.  Kirchhoff  zn  erscheinen  begonnen  haben,. 
wird  die  Potential  theorie  vou  Wand  ihre  Stellung  behaupten,  Diese 
Werk  hat  damit  nicht  aufgehört  einem  driugendou  Uedürfnis.'i  ab 

Bender. 


Preisaufgaben 


FärsUicb  JabUnowski'sch»  (icselhcbaft  ifr  WiaM 
scfaaftrn  in  LHpzig. 


Ans  der  Hathematik  nud  Natanrlssonschaft. 

1-    Für  (la,a  Jahr  1875. 

I>i(!  Frage  nfti-li  lU-r  Lago  licr  Srliwinguiigscficno  dos  pola 
pnclUea  Ist  trotz  niauuigfactter  BäiiiUhangeii  liiü  jetKt  niuLt  unt« 
irordeu.    Die  OosellBchaft  stellt  daher  die  Aufgabe; 

Ks  iät  durch  neae  Uuter8u<:liuug(>n  die  Lag] 
Scbwiugungaebone  des  iiolarisirtoii  Liichtes, 
gOltiK  festzustellen. 


a.   Fii 


das   Jaiir    1876. 


Trotz  der  minsturbafUm  Arlttitcu  LcverriiT'«  ober  die  Beweg 
tea  Murkur  kaiiu  dir  'J'beorie  dieses  Plancli'ii  »och  nicht  als  «nil- 
^Itig   abgescldusseu   lietraclitet   wi/rdeu.     Dir   Gesellsdiuft   waMcU 

i  luisfubflidii) 


Uutersut'bniig  der  dit 
stiiuiueudeu  Kräfte, 


Bewegung  Avs  Merkur  ho- 


■it  Rücksicht  auf  die  vtm  Laplacc  (in  der  M^cnuiqoe  r^esM],  i 
^evorrior  (iu  den  ADDales  lie  I'Obst-rvatotrp  und  d«o  I 
mdtts  de  TAcad^miw  des  BcieDcos),  vou  Ilaiia(.-ii  (in  den  IVricbMt 
■  KOn.  Saebs.  Ovsellsnh-  d.  Wias.  vom  15.  April  1»&S)  und  VMt 
IFilbelm  Weber  (vergl.  ZOUaer  aber  die  Nator  der  Cometen  S.  l 


bun. 


aiigodeat«t(>n  Einwir&utigeiL     AuBser  der  votlsländigf^n   Beredmung 
der  StüniugpJi  ist  eioo   Vi.'rgl«k'liuiig  niit  den  Beobacbtuugoa  uner- 
lAsilkli,   um  zu  zeigen,  bis  zu  welchem  Gradu  dor  Geoauigkeit  BiCibJa 
die  eingehenden  Constautcn  beetimtnen  lassen.    Dio  Constraction  i 
Tafeto  zur  Orlsbüreeiumng  lieliftlt  sicli  die  Gescllacbaft  vor  zum  Gege 
id  einer  späteren  Preiabewerliuug  zu  maelien.     Pruis  700  Mark. 


3.    Far  das  Jabr  1877, 


Der  nach  Eucke  benannto  nud  von  dicsom  Astronomen  wCthrend 
de»  Zcilraamea  von  1819 — 1848  sorgfültig  untersuchte  Coraet  I,  1819, 
hat  in  seiner  Bewegung  Anomalien  gezeigt,  welche  zu  ihrer  Krklil- 
mng  auf  die  Hypotlicse  cinos  widersUdieuden  Mittels  geführt  haben. 
Da  indessen  eine  geuauere  Uiitersucbung  der  Bahn  nur  Obn*  einen 
beschränkten  Thcil  <lus  Zi-itranius  vorliegt,  über  welchen  die  Beob- 
achtungen (seit  1786)  sich  erstrecken,  so  iet  eine  vollständige 
Neubearbeitung  der  Bahn  des  Encke'scben  Cometen  um  so  mehr 
wttnachcnaworth ,  als  die  bisher  untersuchten  Bewegungen  anderer 
periodischen  Cometen  keine»  analogen  widerstehenden  Einänss  vor- 
rathen  haben.    Diu  Gesellschatt  wünscht  einu  solche  vollständige  Neu- 

IlH^itung  herbeizuführen,  und  stellt  doshalb  die  Aufgabe: 
» 


die  Bewegung  des  Encke'scben  Cometan  m 
rücksichtigung   aller   stftronJou   Kräfte,   welchal 
vnn  EiuflnsB  sein  können,  vorläufig  wenigstesr^ 
innerhalb   des  seit   dem  Jahre  1848  verflosseneit 
Zeitraums  zu  untersuchen. 

Die  ergänzende  Itearhcitung  tOr  die  frohere  Zeit  behält  sieh  i 
lUschaft    vor,    tventnell    zum   Gcgeustanil    einer    späteren    Pref» 
irbuDg  zu  machen.    Preis  7UÜ  Mark. 

■1.     Für  das  Jahr   1«78. 


Die  Entwiekelutig  des  reciproken  Worthes  der  Entfernung  i 
zweier  Punkt«  spielt  iu  astronomischen  und  phfsikalisvhcu  Problumeu 
eine  hervorragende  Rolle.  In  der  Theorie  der  Transformation  der 
elliptischen  Functioueu  wird  die  zuerst  von  Cauchy  entdeckte  Glei- 
chung bewiesen 


-d+i« 


'+2- 


■   +-2r 


.  I+2e     o^  +  i,     "  +2e     -•  +2., 


in  weldior  mit  Rücksicht  auf  die  zu  erzipleod«  Onuaiiigkcit  d 
tivß  willkUrlicbe  Cüiistoiit«  a  mo  gross  gewalilt  wi^rdeu  kaun,  < 


vernacblfisalKt  werd«ii   darf.     Alsd 


-  1+2«    "'  +2« 


■  +2.     -  +  .  . 


[da  I{«i)ienentwickc!ung  von  tm^emein  rasclifir  Convergenz. 

i  envarlou,  dass  cinp  auf  die  vorstchisiide  KonnBl  gcgrQndet 

Bicki'luug  der  StUrungsfuiiction  iri  dorn  Prolik-m  der  dreiKütf 

I  tinmcriflche  Kechnung  als  vortlicitltaft  orweiaeu  wordo, 

Ischafl  wünscht  Pinc  miti-r  d atigiMli'Ulete» 

piichrspuuktu    ausgeführte    Uoarbcii.uD);    dun    8tari| 
obluma  zu  erbalteu. 

lodern  Bie  dem  Bearbeiter  die  Wahl  des  besonderen  Falles  j 
l&sst,  in  welchem  die  unmeriacho  AoMcadhiirkcit  des  Terfaii 
xeigt  worden  soll,  Bot^t  sie  vorans,  das»  dns  gcwilbltt^  ßdsplAlj 
rlauglirheii  Umfang  «iid  Wichtigkeit  bositüc,  M-st  die  Tragweta 
ptOrgi^Hcblagencii  SIethodc  und  )>ir  VcrliAltnisH  zu   deu  bisher^ 
Mtidten  hervortrotcu  zu  lossou.     I'rcis  700  Mark. 


Die  BuworbuugHSL'.hi'ift^'u  sind,  wo  nicht  die  Gesellschaft  1 
lUdorn   Falkt   au sdrii cimlich   di'D    (ich rauch    diioi-   andi^ron   I 
(CHtattft,    in   dtiiitsclinr,    Uteiuischer    oder    franzaslt^ 
iche  XU  verfa^soii,   rnUssen  deutlich  geacbrieWu  tmd  pagia 
KT  mit  einem  Motto  versehen  und  vuu  oiucm  vcrsivgelteu  C 
(egleitet  sein,   das  nul'  di-r  Aosseiistiite  das  Molta  der  ArbettH 
tswendig  den  Natiien  und  Wobiicrrt  des  Verfassers  augiobt. 
rKiufieuduQg  endet  mit  dem  30.  Nuvonthur  des  angogebfl 

I  und  die  Zusendung  Ist  an  den  Socrt^tiir  der  Cest^llsclif 
s  Jahr  1875  Prof  Dr.  Si^heibner)  zu  richten.    Die  Reautta 
rttfang  der  eiugegaugeneu   Schriften    werden   durch   die  \M\ 
Eeituug  im  Mär/,  oder  April  dea  folgenden  Jahres  bekannt  g«ia 

Sie  gekrGntttu   BoweTbutigssclirifteu  werden  Kfgenlltuui  4<rni 
Ulschaft. 
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Litterarischer  Bericht 

ccxxx. 

Geacliiclite  der  Mathematik  und  Fliysik. 

8a^o  di  crunogrnfia  Jci  mabsmaticlii  doli'  antichitü  (A.  600  a.  C 
^  400  d.  C.)  Per  Aiilonio  Favaro,  Profcssore  nolla  R.  Univ« ' 
aitä  di  Pinlovn,  I'adova  1H75,  Promiiita  Tipografia  Franettaco  i 
dietto.    NoKKö  di  Fabio-Marzolo.    15  S.     1  Tafel. 

lu  den  geleJineu  Kreisen  Italieus  beirsclit  die  bUbsche  Sitte,  ' 
iUonfeate  durch  litterarische  GsiuhtnkQ  zu  verhurrlicben ;  diesem 
rcrdankt-  aui'b  die  vorliegeude  Schrifl  ihre  ETitstchung*).  Herr 
ntro,  ciu  um  luatheuatiäch-bistorisülitt  Forscbaiig  bereits  mehrfach 
dieuter  Gelehrter,  hat  t"s  in  derselben  untern  onimeii,  eine  labella- 
ihc  ZusaiimKiiistcIlang  all  dor  Männer  zu  liefern,  tvoluhe  sirli  im 
H&Qfe  de»  aiigegobenen  Jahrtausrtuds  mit  Mathematilt  und  viT- 
idton  Wisaenscbaftra  beschäftigt  haben.  In  der  Vorrede  erwfihnt 
f  Verf.  selbst  Pricstlej's  „Chart  of  Biograpby"  und  PoggondorlPB 
VcMliuieii"  als  seiner  Vorbilder;  indes  hat  es  auch  sonst  nicht 
RD  derartigen  Vcrsuchoa  gefcbll:  der  Engländer  Bdniiycastle  liat  seiner 
Uchertragung  von  Bossut's  „Ceschichto  der  Mathematilt"  eine  Liste 
:  Mathematiker  licigcfugt,  und  gerade  fOr  die  Periode,  welclio  Herr 
>iLiU'beitete,  vxistirt  eine  immer  noch  achätiEbarc  Arbeit.  Die 
t  von  Ludurs  (1776— 1822j  meinen  wir,  welche  im  Jahre  ia09 


Br^  Man  erinnert  «ich  Je«  boi  0«lcgcnlieli  der  Verheimlnng  ein«  Toebtoi 
•T  dem  Titel  „Alln  Spii«iv"  Bumipenngpnen  Wcrkebens,    i    "  '  ' 
■  Bümra  Crfimnnn'i  iiul  j^iiphTsrhr  Stiillk   nli>1  Cnaornn's  üntcnili- 
iitlinftcn  eine»  nirlil-ccultiiU-n  Llnn;ii>yslcni«  cnlhirli. 
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1  Ältcubnrt;  anil  Leipzig  iTschiou  uuJ  trotz  ibreit  aßlUainco  Titels 
iPytliagunia  unil  llypatia"  autl  Giocr  scIiwOlBtigt'o  Einkituittt  docli  in 
aiier  Ztit  viel  Anklaug  gifuudco  za  liaben  si^buiiit.    Der  lIuui>lt«U 
|3eB  Oucliloiiis  besteht  iu  ■■iiiciik  auerkeuut-uswert  genauen  VerEoichiüsa 
tllcr  uiitikeu  MalJicniiktiker,  uiiil  xnar  gebt  es  la  Diilatluiigabeu  oovix 
meitor  als  die  dafOr  ancli  weit  compeiidiÜstTU  italioniachü  ArboiL    In- 
K'llea  iat  uatUrlicli  Lodurs  so  weit  aberliuU,  iIosb  eiu  iioue^  auf  iesf 
llwlbeu  Grundlagen  tu-bnutes  Uuteruehnieii  dieser  Ai't   —  zainal  bei 
1  aiinocb  ao  sehr  geringfügigen  Hülfsmiiteln  zum  Studium  der  Go- 
lüdit«  niiserer  Wisscuscbaft  —  von  vonibereiu  als  veniieristUcli  zu 
Jwzeieliueii  ist.    Aueb  bat   uiiscr  Autor  uiistatt  der  voa  Lltdere  be- 
hebten syuchrouiatiacbcii  Auorduuu^  die   alphabetische  gi'wablt,  was 
i  einem   tmuptsftehlicb  doeb  /am  Niieiiscb Ingen  besliiniiilen  KaUÜOg 
{fiwiss  uur  gebilligt  werden  kann. 

Was  nun  ilit.-  AusnUiniug  selbst  anlangt,   sü  bat  sich  di«  ArtiCil 

r  möchten  fast  sogen  allzuweit*.«  Grenzen  gesUHikl,  denn  Hör 

^avaro  rocbnct  auch  Naturkunde,   Geographie  und   Aehulicbes  mll 

in,  sodass  iu  suiui^r  Auf/äblung  aueb  Leute  wie  fausuuiiu,  Tad- 

■bis,  PliniuH  tigurircn.    Bei  dem  hekuuuUich  sehr  eugou  Cünnex  jolOoL 

welebum    iiu  Altertum    diese   verschiede  neu    Diaeiplincu    ataudeOi 

KlBag  mau  aiuh  mit  dieser  Äuffassoug  einverstanden  erklären;  nur  hlll» 

1  BQub  der  Titel  etwas  mudificirt  werden  seilen, 

Die  Aufnahme  der  einzelneu  Namen  ist  offk^ubar  eine  schwiedgB 

Libeit  gewesen,  nud  man  wird   im  Allgemeinen  zugestehen  tnUsaai, 

Us3  mit   sehr  grosser  Sorgfalt   zu  Wcike  gegangen  wurde  und  ilMl 

jpbDo  ein  gründliches  Studium  der  anilken  Siliriftfiteller  —  und  nur 

iticbt  bloss  der  dem  Fach  angehAiigon  —  einu  solche  VoIlstdndi^oU 

Dicht  erreicht  werden  kounlß.     Dom  weit  angelegten  Plane  zofotRS 

laoUte  uHmUcb  jeder   Namo   burQcksichUgt    wi-rden,    dosacn   "Sttif/a 

g:Gndwo  als  Beförderer  oder  Kenner  der  Mathematik  eitirt  wird,  mid 

treffen   wir   denn  hie  und  da  auf  i'uraönliclikoiten    (z.   B.  Julia 

bomua,  die  bekannte  geistreiche  l'riucessin  des  Suvers'schen  Hatnea), 

pireIcUe   man   elgeutlieh   in   diesi^r   Gt'sellsebaft  nicbt  suchen   wOrdOi 

fVCilche  aber  ein  Auljjr,   der  sich  absolntu  Vollständigkeit  zum  Zii4o 

{esutJft  hatte,  wobl  beizieben  durfte. 

Dass  diese  Vollständigkeit  uiebt  erreicht  wurde  und  werden  Icuuitte, 
"wird  fruilicl)  Niemand  wnuder  nehmen,  der  rineu  KegrÜT  von  anüker 
Matbematik  hat.  Wenn  wir  also  nunmehr  eine  Ueiht-  von  GcJchrten 
namhaft  machen,  die  unbedingt  eine  Stolle  verdienen,  m  giwJiioht 
dies  nicht,  um  Herrn  Favaro's  Leistnug  heraltzusetzeu,  sondern  li.>di|[- 
lieb  um  auch  an  unai'Tem  Teile  etwas  zur  Lösung  dür  von  llim  »OT- 
gelsglen  gewaltigen  Aufgabe  beisutngeu.    Es  feblcn  die  Torpytbai 
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Icticn  Gcomcttir  MandryatOB  und  Amoristos  (Brelschndder,  die  Oca- 
"metrio  etc.  S.  Sfi),  i'»  fehlt  der  Rcwandti'  Aritlinictikor  Tymaritlns 
fCantor,  Mathom.  Boilr.  S.  97.},  der  ^ncrsi  ein  gewissoa  SyBtt'in  lincftror 
nidi'liuuffMi  aiin(l»tc,  PK  tcblt  cudlich  uiitt-r  den  Griwlieii  der  0|itikcr 
Hdiodorus  v.  Larissa,  d<T  durc.li  diesir  Auslnssuiig  K^^eu  soiucn  SctiUler^ 
Dainian  zurUckgi^setzt  ursclieiot 

lü  der  Reihe  herlihmtflr  Römer  vormissen  wir  den  gewandte 
und  mit  der  praktischpu  Ooometrio  sciuer  Zeit  wobl  vertrauten  Agro- 
nomen Columdla;  übiTbaupt  sdieiiien  uns  die  Agrimcnsorpn  ein  wenig 
9tiefriiUtUrrli<;!i  liuduiiht  worduu  nu  sein,  Frontinus  liiidet.  sich  aller- 
dings vor,  ebenso  AggeiiuB  Urbieus,  nicht  aber  Dalbus.  Nipbus  and 
llyglnua;  das  Gleiehe  gilt  sogar  «nch  für  dun  Kameusvetter  des  letzte- 
ren, den  Verfasser  dos  astronomischen  Lehi'gediehts.  Dass  dio  Namen 
der  griechiscbüu  Feldmesser,  welche  Jnlius  Caesar  nur  VonneGSiuig, 
seines  Reiches  berief,  ningunst  gesucht  werden,  die  Theodotus,  Poitf 
ditue,  Zenodoxua,  Didymua  und  wie  sie  alle  heisseu  mochten,  dar 
ist  in  keiner  Weise  dem  BUehlein  ein  Vorwurf  za  maeheu,  denn  die^  "1 

'        selben  sind  verborgen  in  einer  auch  tu  Deutsehlaiid  Mohl  unr  wenig, 
auswärts   also   gar   nicht  bekannt  gewordenen   Abhandlung   nnserea 

[      gnwsen  Philologen  Ritschi*);  nur  zwei  dieser  Mauner  kommen  schon 

^^■bzweJIeu  Baude  des  llumboldt'suhen  Kosmos  vor. 

^H|Kl>io  Schreibart  der  Namen  hat  der  Verf.  so  gewühlt,   daaa  jed 
^^^^nl  unverändert  gegeben  und  nicht  erst  der  dem  Italieuischeu  eigen-  ^ 
'       tttmlichun  VerslUmmelung  unterwori'eu  wurde,  was  bei  einem  für  weitere 
Krcigo  bt^^stiiamten   Buche  sehr  am  Platze  war.     Statt  My])pias   ial 
indes  Uippias  zu  lesen,  und  dio  Form  ücuopidus  ist  wohl  nur  ein 
Druckt'cbler  anstatt  des  richtigen  Oenopides. 

Eine  sehr  hübsche  Idee  war  es,  alle  die  CapacitAten,  welche  im 
1  vcreiuigt  waren,  znm  Schluss  in  eine  Tafel  zasaminenznordnen.   , 
|Dn  Quetolet  hat  in  aeiuej-  bekannten  „Uiatoire  des  sciences  matU 
Iqnea  et  physiqnes  cbez  les  B<'lgea"  eiue  ähnliche  Statistik  T 
Uisehoftliüheu  Fortschrittes  ku  geben  versucht;  er  wühlt«  eiue  ArtT] 
Rdiuatcumethode  und  erhielt  so  (S.  374,)  eine  Cnrvo,  deren  Ordi- 
B  gegen  das  Kude  des  Biebxchuteu  Jahrhuudoi'ts  ihr  Maxiinnm  cr- 
Auders  und  unseres  Erachteus  für  viele  Namen  Ohersicbtlicher 
let  die  graiiliischu  Darstellung  Favaro'a.    £r  teilt  nämlich  das  daif  i 
ganzen  Zeitraum  reprlseutireude  Rechteck  in  ötreifeu,   deren  jede 
«iaem  Jahrnuhnt  entspricht,  und  trugt  in  jede  dieser  Zeilen  die  sümmt^ 


L'^  Kuchl,  Die  Vermessung  iea  töouacben  Reichei  unter  Auguslaa,  ilin 
rte  Je«  Agripps  nnd  dio  Cosmoginphre  des  sogenannleu  Aelbicui.  Itheiui 
g  f.  Fhilol,  Jahrg.  1843.  S.  4SI  S. 
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^chcti  Mathematiker  ein,  üprea  BltttbcporJodc  in  junv  Zeit  Alld 
lekoniitit  HO  für  die  unmittelbare  üctrauhtang  ktüiutlicb  gavriu 
"3  iJicbtigkt'it,  dos  matliurnntisuhuii  Gi'iiic's  iu  den  oiiuclncn  1 
I  Gcsicbto. 

Zum  Scbluasc  stelieu  wir  niclit  au,  licra  von  uns  lioch  g 
Verfasser  für  si-iun  Loistung  uiist'rvu  Dank  tiu»/.asiirt>cfaeu  1 
pfKafnrtlcru,  aucli  dus  Mittelalter  auil  die  Neuzeit  einer  1 
u-beitung  za  unterwerfen. 
UQucboD.  S.  GQnthd 


Methode  uiid  Principien. 

Kiemeute  des  grapliischcn  Caiculs.    Von  Dr.  Luigt  Crofl 
rofOHSor,  Direktor  der  küiiigl.  Sonola  d'ApplJcaxioue  per  gl'  I^ 
I  Rom.     Autorisirte  lii'utsche  Ausgabe.     Unter  Mitwirkung  i 
ISBsrs  tlbertrugen  von  Maximilian  Curtzc.     Mit   1.31   in   > 

^druckten  Hehsubuitteu.     Leipzig  1075.     Verlag  vou  Qni 
Uendel.    VI.  H&  & 

Hfrr  CurtKc  Int  sich  durch  seine  zalilrciclieu  Ueben 
talieuiscber  Si:linfteu  (Sella'ti  gcometriHches  Zeidmon,  Brioedll'fl 
pintlrode,  Gherardi's  Untersuchungi'ii  über  die  niathcmatiscbo  | 
VU  von  Bologna,  Cremonn's  uwei  Werke  öIht  die  Ounen  und  J 
iiereits  ein  grosses  Verdienst  nin  die  mathe malische  Litteratttrl 
fetzt  so  nahe  verbundener  Länder  erworlion.  ho  dass  über  die  t 
letzung  an  sieb  wohl  kaum  etwas  xti  sagen  sein  dUrfti!.  SolU 
^edoi'b  unsere  subjcetive  Ueberzcugnng  aussprechen,  i 
dafür,  daas  die  vorliegende  Bearbeitung  eines  italiaiiscbeu  i 
dem  llerrn  Uebersetxer  ganz  besonders  gelungen  ist  und  sehr  g 
aoin  wird,  um  die  hervorragenden  Vorzüge  des  Originals  anch  Ij 
lentsolicn  Version  klar  darzulegen. 

Welches  diese  Vorzöge  sind,  werden  wir  am  besten  t 
iin  wir  den  Inliall  des  Iiadileins  kurz  vor  unserem  Aagc  t 
leben  lassen.    Wie  die  Spocialdisciplin ,  welche  wir  gegenvU 
raphiscbon  Calcul  oder  auch  Aritlimographio  bezeiclincB, 
Uig  ausbildete,  liat  kürzlicli  J.  Weyrauch  im  h,  Hcfto  dvs  19; 
i  der  „Zeitscbr   f.  Math.  n.  Pliyx."  nuaflllirlieher  4T<)rt«rt-  \ 
teb  fällt  CT  am  Schlüsse  seiuer  Skizze  ein  sehr  ablUiiges  UrtoUffl 
Ifarcu  wissenschaftlichen  Werl  uud  meint,  dieselbe  licsac  lidi  S 
■pinzen  Uinfunge  nach  auf  zehn  Octavseiti'n  bequem  darstellen. 
tilmlichiTweiae  borUlirt   sieb  lÜese  Skepsis  eines  Ingeuieurs  1 
Ansiebt  Gruuort's,  der  iu  seiner  Receuuou  des  dueu  jlbullcbui  2 
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aiiBlri'boiidcn  Lehrbuchs  von  Ott  der  gmiiliisehon  BpcliankiiuBt  ( 
gleich  negative  Perspoclive  eröffnet  (Litt.  ßcr.  CCXIII.).  Sühcu  % 
zu,  wii!  dum  gcgniübiT  4er  erste  Geomelur  Itulieus  dun  Aufbau  i 
juogoD  Wissonsdiaft  iu  AngrilT  iiiramt. 

Derselbe  boginnt  mit  einer  oiugehciideii  ErkUrniig  onil  Di 
81011  dua  gi^wöhiiHcL  auf  Möbius  Kurackgefilhrton  Priudps  der 
/Rii'hon,  dessen  sachgcinOasc  Formuliruiig  jedoch,  wio  Uatikcl 
tiüatiuns Schrift  an  Mßbias,  Leipzig  1^4.)  ge.^ieigt  hat,  einem  Ui 
deulsuhcu  Mathematiker,  IlnsBo  in  Dessau,  zugeschrieben  werden 
Darnu  schliesspu  sich  weitere  DefiititioDen :  es  werden  erklärt 
BegrilT  der  Aequipollen/,  welchen  Itellavitis  in  Padna  ;inr  Gniodlago 
eines  eigenen  System»  gemacht  hat,  der  Begriff  des  Drohsiunes  eines 
Winkels  und  damit  fiberhaupt  der  ganzen  Ebene  rtc.  Die  elemen- 
turnte  Fläche,  die  des  Dreiecks,  wird  durch  Rewegnng  eines  Fahr- 
atraliles  erzengt,  und  unmittelbar  daran  achliesst  sich  ein  FlUeliousatz, 
der  mit  dem  von  Varignou  Aehnliehkcit  hat  S  17.  giehl  uns  dann 
die  Detinitiou  dos  I.inien^uges,  der  in  einem  Bpeeiollou  Falle  als 
Polygon  beneichnel  wird.  Ist  ein  sokher  Linicn:!ug  geschlossen. 
kann  man  von  einem  FlUcheninlialt  desselben  sprechen,  onil  es  werden 
Regeln  gegeben,  wie  man  denselben  bestimmen  kann.  Weist  der 
Ecblißssendc  Zug  mehrfache  oder,  wie  es  hier  heisst,  Knotcoipiiii 
auf,  90  bedarf  es  einer  genaueren  Fesfatellnng  tles  Begriffs  Flßchl 
Inhalt  Für  densolK-n  wird  ziinaehst  die  Möbins'schc  Uogel  angegol 
welche  einen  Pol  zu  Hülfe  nimmt,  dann  aber  folgt  auch  di 
bin»  in  seiner  berühmten  Abhandlung  „l'eber  ilie  ßcstimmung  des 
Inhalts  eines  Polyeders"  niedergelegte  Vorschrift,  der  üufolge  jede 
einzelne  Flächenzelle,  welcJio  von  Teilen  dos  Linienzuges  begräozt  ist, 
einen  (positiven  oder  negativen)  Coffticieuten  crbfllt  und  mit  diesem 
in  Rechnung  gebracht  werden  muss.  Die  Figuren,  an  denen  Cremona 
das  Verfahren  verainnlieht,  scheinen  uns  mit  grossem  pädagogischen 
Tacte  ausgewählt  /u  sein,  untl  vor  Allem  möchton  wir  es  als  bomer- 
kouswert  hervorheben,  dass  iu  Fig.  IH»  ein  Liuien/ug  abgebildet  ist, 
in  welchem  der  Coöflicient  ,4  vorkommt,  wahrend  alle  uns  sonst  be- 
kannt gewordene  Üaratcllungen  nicht  Über  den  Coeflieienten  2  hiuaus- 
gvhon  (Penlugrauinia  eti:.).  Dagegen  können  wir  uns  nicht  ganz  damit 
cinverstand.-n  erklaren,  ilass  von  der  Schraftirung  der  hoidon  „Ufer" 
einer  Gorailen.  welche  bereits  der  Urheber  dieser  gan/cu  Betrachtungs- 
weise, A.  L.  F.  Meister,  mit  Vorteil  zu  brauchen  wusste.  Abstand 
geDoiumeu  worden  ist.  Denn  einmal  gewinnt  dadurch  wesentlich  die 
Ueb4.'rsicbtlichkcit  der  ganzen  Zeichnung,  und  dann  glauben  wir  auch, 
doss  die  Bestimmung  des  CoSfticieü*.eü,  welcher  einer  gegebenen  Zelle 
zukommt,  leichtor  ist,  wenn  man  sie  in  jener  Weise  charaktcrisirt 
vor   sich    liat,    als    tm  entgegengesetzten   Fall.     In    der    bistoriscl 


rden 
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Jebnrsicht  Ob«  die  Ffirtsckrittfl  In  dprEotwickolnog  ilftfi  allt^emDlBeii 
Ifshcpriffi'S .  wcicliu  wir  aU  Tril  eines  iTmfilnttlii'ln'rrn  Wi-rln» 

mnUHiHt  rTsciiHTicn  r.n  lassen  BCili-nkoii,  IiüIpcpi  wir  üio  Itcin'l  von 
[1  lium  hipr  linHciWh'tou  Siniir  mo7«K*'stiillon  vcrsocl«.    Vetk 
ScWnss  dos  (TsIpti  Cnpitds  biM'H  ein  /.wocld'ntsiirtviicinl  in-g  fui-uni* 
•  Li'iirsalz  \i»)  A|Hiilaniu8, 

Int   zwoiten  Capitcl  timlni   wir  oiiio  sulir  unsPalirliili   i;cbiiUeiio 
landluoK  A<^  lifüire  von  der  graphischnu  odi^  i;<-üQictrisrhi:ii  Adili- 
I  Streckt-n;    ln-soiidiTS  nifti-liti!»  wir  auf  dun  Si''"""""  ".  «.n^ 
i  Tbcorcmit   liinwi^iscn.   dass   die  RoHiiltatitc  Dii>br<  [ 
ßcken  Ton  der  Ordnung,   In   welcher  man  die  Zu-' 
mimmt,  uiubbünpiR  ist*).     Di«  ParstnllnnR  Udnil  >^  ' 

I   d\e  üebriluchli'^bo  Ktiit.tst'b>'<  Vrii'!4t<>lliitif;  an;  vou  lU  iU>  wirJ 

|d8P  Jt'docb  vcriasaou.  iiideiti  nunmelir  ilie  RcsnltaaU«  n-in  gonmt'triRk 

.  ilofinirt  wird;  DIr  Suminf  di-r  FKidiiniinlialU'  nllt  r  Dri'ipiki',  vr«hdbO 

tzU^Ilcb   eine  der  lu  addJrt'ndou   ^trecken   —  Sci^mcntL-  nouut  Bin 

remona  —  als  Grundlinie  und  einen  festen  Punkt  al?  Spitw  babei, 

t  (cloicb  (Um  DretwV,  dessen  Spit/i'  der  nftiulicbe  Punkt  uud  <ks«w 

)  KoaalUint^i  ist    Bei  slimmtlUiien-Ki'Wcisea  wird  durdi  du 

[er  Acquipollenz   sehr  an  Kürze  Rewnunni.    Die  Kabtrai:Up 

'  Strecken  wird  nicitt  speziell  durctigenorainen ;  sie  ist  viulqsfa; 

I  nur  K^billlßt  werden  kann.    Im  FrOherDu  subi>u  mitbeKrilTi-a,  fe 

i  von  alaebraisclion  Summen  die  Rede  war,  resp.  der  Sinn  eäaec 

inio  gdbührend  mitborücksicbtigt  wurde. 

Das  dritte  (^npitel   bringt  die  Multiplication   pln-i-   ^ 
D  VHrhtUtnisR.  aus  der  aidi  dann  aucli  dio  Division  1 
r  AnafUhrunK  dieser  let/tcreti  BjJrd  dio  Spirale  du»  Ar. . 
Kcogiii      Dann  wird    die  Anfgnlie  behandelt:    Zu   eiui.'i'   i  uiiKin'iiir 

:  aiideri'u  Geraden  die  ihr  ftlniüche   zu  fiiidea     Sind   dime    j 
bjdeii  Geraiien  purall'-l  «der  schneiden  sie  sieh  in  fin«ni  beidni  RvibinL   I 
iglwch  «ngehdrigi'ii  Punkte,  so  ist  die  Sache  seltr  einfiu'li-    <"<  '>ll- 
melnslpu  Falle  brdraditet  Hurr  Grenumn  die  Verbirili 
•  zusamm'mgphörigfr  Punkte  als  Tuuiieutcu  i-iner  i. 
LI  jedoi'h  nii'bt  (lewirliriet  voniulit'gen ,    aoudiTii  Mu       ■ 
rer  Tangt'iitfri  hustinimt  zu  seiu  braucht.    Wie  mau  mit  lltilli:  iluxu^ 
Instruction,  also  i^m?.   im  Siiino  der  graphisclien  Arithniclik,   uinu 
■  d(«n   pralctiscbon   Secfutarut-   wichtigo  Aafgabc    lüseo    kaun,    iml 


•j  Wir  mfl-'hkn  im  ilissi-r  Slellc  dnrnn/  hliiWi-l»™,  dan  Aih  ürim>I,  wclthni 
L  W»ir  (H«nitl.ii<li  0,  Mulli.  9  1*33  j}i.a.ii  Jen  «n  Burg  fiiTfllirirn  na<)  bm 
ttfn  Grftnilcn  nlhuilliigs  nichl  mlDhlinrij'Kfn  EWivela  für  das  Kr-iSirparttlvtn* 
I  «nfahrt.  it'lbal  nirhl  «Iringeiit  til,  ilriin  illti  Oraufi  dar  Dl»K»nnla  wia 
a  Laga  bloibt  stoU  illenlbo. 
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PauggiT  (dies  Archiv,  42.  Band)  gezoigt.  In  liflclisl  clegniitcr  Weis« 
wird  dami  BclUios»lifh  das  schon  sehr  aUiti-meinB  Problem  bchamlolt, 
eine  Rt^ilii;  von  uacli  Urflsso,  Lose  und  Sinn  gegebenen  Sticcltt-n  mit 
(•boiifalls  l"'i(annlen  Verhllltiiisson  zu  inultipliciren.  Ilii^hpi  wird  mi'hr- 
fni^b  von  (.'iiioin  StralilliUsüliol  and  iiiabcaoudero  aui-li  von  oincm  Pa- 
mllflstraliji'iiliaacbi'l  )(09|)rochen,  utid  da  das  Duch,  nach  Aunaagc  des 
Herrn  üülicTBi'tzcrs .  nngefillir  das  Pnblicum  uusürur  GcwßrbfBcliulcn 
zur  VorauBsetznn^  hat,  bo  mOchten  wir  vorher  oint-  etwas  geiiaacni 
ErtdOrnufT  dieser  BcRriffo  wttnaclitTi. 

Im  viorteu  Capite!  (Pot<'n:!iriiiig)  wird  der  geoinclri sehen  Pro- 
gresaiDii  der  rechtwinklig  (ccbroFhi'no  Linien^ug,  dessen  Ecteii  ab- 
woejigeliid  auf  den  Schenkeln  eines  rtfcbteii  WiiikclB  liegen,  als  Ana- 
lögon  gpgeiifttiergesiellt.  Ffir  die  WurneliHiB/iehung  (Beehstes  Capitd) 
dJunl  als  Basis  die  „gloiehwinklige  Siiirale",  deren  Natur  in  |  75. 
dttrch  einoB  schonen  und.  wie  es  nns  wenigslone  scheint,  neuen  Lehr- 
sah!  regtgeslellt  wird.  Die  < '(Instruction  der  Curve  stellt  dieselbe  dar 
als  eiui"  onnnt.i'rbroi'lieiio  Folge  von  Kreisbogen  verecliiedener  Itndicn, 
oder,  kürzer  ansgeclrllekt:  Ans  einer  KCgehenon  Spirale  kann  man 
eine  andere  dadureli  herleiten,  doss  man  die  Evolute  derselben  bil- 
det*). Die  Spirale  kann  dann  unTerzüglieh  nur  Rndie.iniug  verwandt 
wurden,  und  wegen  einer  dabfli  hervortretHndon  charahleristisclieu 
EigeDBclnirt  führt  sie  auch  den  bekannteren  Namen  „logarithraiache 
Spirale".  Uebrigeus  leistet,  wie  ä  **3  ff.  die  Logistik  die  nftmllcheu 
Dienste,  d.  1i-  üb  man,  analytisch  gesprochen,  die  denkbar  einfaehsle 
Eipouontial-Ilclation  zweier  vorUnderlichon  Grdssen  durch  rechtwink- 
lige oder  polare  Coordinaten  deutet,  bleibt  gleiclj. 

Von  besonderem  Interesse  ist  das  sechste  Capitel,  denn  hier  giebt 
uns  der  Verfasser  eine  aligerundete  und  leicht  versUlmlliclie  Erläulo- 
ruBg  der  Lill'sclicri  Metboilc,  algebraiselie  Gleichmigi^ii  graiihiseh  auf- 
zulösen Der  verwandte  Apparat  besteht  der  Hauptsache  nach  auf 
einer  mit  Ooordinat^n- Papier  flberzogeuon  festeu  Tafel,  um  deren 
Mittelpunkt  eine  durchsichtige  Scheibe  drehbar  ist.  Auf  ersterei- wird 
der  die  üieicliung  reprftsentireude  Linienzug  aufge^ieiehnat  und  dann 
durch  Drohe.n  der  Liuien/ug  lierausgefuudau,  welcher  eine  M'urzel 
bi>sttmint.  Wollte  man  liiebei  ganz  allgemein  verfahren,  so  musstc 
natnrlich  auf  dio  bokannlo  geometrische  Darstellung  der  iniagiulren 
ürösson  mit  einigen  Worten  eingegangen  werden. 

Das  achw  Capitel  enthiUt  die  Lehren  lom  Schwerpnnkt,  der  hier 
uatOrlich  nicht  in  seiner  |diyaikaltschen  Eigenschaft,  sutideru  als  PudU 

•)  nfcr  htna  auch  ill«  Ahhniidlutig  ran  SchlOmilch  (Zcimlir. 
L  Jahrg.  1869.)  erwähnt  wcnion  köiingn. 


LiUcrariichfT  B^xcl.i  CCXXX. 

niiUi'reu  EntfernangeD  anfgefasst  wird.  AUe  Oomtraet 
picJuiGD  sk-li  iluri'h  Elcgunz  aue  und  nt-bincti  stoU  ntit  diu  Bvdflrf- 
f  lies  l'raklikrrs  Ikdaflit;  fOr  das  Vicrei-k  vordidui  aiub  ilic  vun 
[Ddi-uuiiiii  iu  iliiser  Zdtäclirid  utiaainrnmigüstt^lltt-SaiiuiiluiiK  vud  VuT- 
jHchiiuiigswi'isoii Beadituut;.  Im SclüasÄkapitL'l i-iijlidi  winli-n mvlit^rv 
uilliudüii  xur  approximativ VII  lU^utitidniiig  di^«  Ivmj»;»  und  aciiiLr 
i  ilurcli(!i'aprüL'li<'i);  du;  Ii^UIg  dcrsclbun  atmiml  lutt  d<.T  vou  Ko> 
llftnski  ttboreiii  (xeigl.  niiare  Abhandlung  im  1.  Ucfto  dk-sva  Jabrg. 
r  Schlömilcli'Bchcn  Zuitschrilt)  and  büdarf  nur  einer  elnzltjcu  Zirkel- 
Biiuig*). 

Diese  dne  kurzi',  aber  far  dleacn  Ort  vielleicht  scLun  zu  Isog 
hratcoc  Ucbersidit  den  rmchcn  Inhaltus.  Strciigu  auf  dvr  itinuii, 
tVulftr  im  gutL-u  Sinuu  auf  dei'  midrui  Si^ito  m")!']!!)!;!  Ki<'li  \\a%  Uncb 
^r  driitticUun  ScLrilhu  diircli  dict  Kuhöne  Klurlii>it  äue,  welcho  nun 
jnal  den  roiiiuuisrliuu  Valkern  in  liObci-em  Oradtt  als  dvn  genue 
^lieu  eiffnx  zu  sein  scheint.  S.  Güuther 


Du  räle  de  l'cx]i6rleai-'o  dana  los  sdenccs  oxactes.    Pas  U.  J. 

j^oUol,  Profcftscnr  &  la  Facull^  dos  eciencos  du  Uordoaiu.  , 

GrC-gr  &  Dattel 

Die  Kolk-  der  Erfaliriiug  in  den  exacten  Wisseuschaftpnl 

r  Uutersllchung  ein  sclir  weitus  Feld.     Olino  gcradu  das  Tfaq| 

buil  ersch6|it'cud  x\i  boliiuiileln,  ist  es  sehr  wol  auHfElUrbsr,  tlt| 

HiilhIcuoii  Steilen  dfü  Gi-genstsmlcB  xa  oulfaJthu,  dit-,  Krklilrnni 

Oigeiideu  Fmgen  vurxuffibn-u  und  zur  bf^rriedigt-mk-a  KuU 

f  bringen.    Hierin  ist  iiocb  wenig  getan,  weil  man  einen  J 

bfahmug  an  den  Kxauteu  Wisscuscbafton  nur  üinriLumtt-,  kow^ 

^wuugt'n  war.    Man  forscbte  ult.'.lit  uuub  der  ompirisdieu  ( 

■iasous,  soweit  man  diea(.'s  für  liitireicheud  gosidie.rt  biiül,  w^ 

Uuutuit,^-  di-s  i'nipiriscbvii  Ursprungs  dur  gehegten  Meinung  j 

^  tun  scliieu,  sondern  uoiiatatirK?  houLstuiis  itts  ZugcsIlUiduiu  4 

tllirlicit,  (iass  diese  und  jene  Punkte  auf  Erfahrung  beruhen, 

!  Ouabhängigkeit  alles  flbrigens  WiBscus  von  dur  Krfahmug  dabei' 

\  in  Frage  lu  atalk'ti.    Diu  \Ve((0  iler  Erfidiruug,  auf  ivi-lchwi  diu 

eilen  Begriffe,  diu  lagtschuii,  iusbcsuuderi;  die  nmÜieniutiscLLiu  FlUilj}- 

Utcu   miLiIt^ht-n ,    zu   unlersuehiMi ,    ist  uubustriltüu    itiuu  üaditt 

Wscr  Dedeulung  und  auch  von  pi-alitJschcr  Wielitigkeil  in  {lAda^fa- 

pcfaer  Uiusiclil  i  di'iiuiich  f.dieul(t  man  dor  Uuti>rsüditiug  oiuemWjdj 

I  Liebe,  dun  sie  zerstüren  nrnss,  keine  AQfuiiTksiutLkdt 


•)  Hier   werden    bmondcf»    nuti    Ititnklna'tcili«   Ärbtjleii 
^liitnii«  äinK*   GekhrMn   in  Hinklilrl  auf  eophiacbv  H«iliuiloii  h 
Hkla  tBull.  Bunc,  Tumo  VlI.  I.  H«fi)  Hliigahtud  bclcuchut. 


Auch  iliu  g('guuwilrtig<!  Schrift  uiitursuclit  nicht  von  Qmud  auE 
lue  Rollu  ilw  Erfahrung  in  den  Priiiciiiiin  dor  exucton  Wisai-nsuhaft; 
SM  bcuUgt  sich  duinit.,  Htiigu  Puukte  zu  bctrachlou,  in  doiicu  wir 
aach  atuls  auf  Erfahrung  /.urUckgühuii  oder  uns  an  nvno  Krfnhruug 
wenilcu  niiissea  Wo  ilii:  Siülierhfit  der  Dtinkopcrationcii  holriodifeud 
ist,  nimuil  sie  liio  Vra^v  liljürLauiit  nicht  auf,  im  aiidt>ni  Fall  cuu- 
statirt  sie  uiir  die  TuUnahme  der  Erfahrung.  lu  dieser  BezichDUg 
bemerkt  sie  vor  allem  den  hi'n,ortrutendün  Unterschied  zwischen  der 
diacrotcu  und  cunurL-teu  GrOsso.  J>io  Operationen  der  Arithmetik 
werden  ohne  neue  Erfahrung  vollzogen  (wenn  gleich  manchmal  auub 
hier  Satze  empiriseh  gefunden  werden],  and  ihr»  Resultate  sUiiinKm 
genau  mit  ilia-  Wirklichkeil,  Dabei  bleibt  jedoch  mienvilhut,  da»» 
auch  Be^rilf  und  Auweiiduiig  der  diacreteu  Zahl  ganz  vuu  Erfabrniig 
abhängig  i^t  und  bleibt.  Ger  Begriff  fusst  auf  dio  Identität,  Über  die 
erat  euts(^hi('deu  sein  muss,  damit  mau  mit  Sicherheit  zdblen  kann; 
z.  B.  wurde  ilie  Zahl  von  Punkten  in  Bewegung,  ilorcn  verschiedene 
zuaauimenfalleu,  deren  idoutische  verschieden  liegen  küuuen,  an  sich 
mihustiniuit  und  ganz  von  der  Botracbtun({Swoisc  abbftngig  seiu.  Hier 
kommt  11UU  da.s  trrosse  Bereich  der  Materie  zustatten,  innerhalb  debsen 
j<^di'  Idcutifiit  für  ntlp  Zi-it  emiiirisch  mit  ao  befriedigi'iidor  Sicberbeit 
feststeht,  da-is  wir  an  den  i'miiirischeu  Grund  nicht  zu  denken  pflegen. 
Solange  man  nur  dieses  Bert'ich  vor  Aagon  bat,  besitzt  die  Aritbmotik 
eine  Uasis.  die  ihr  alles  Bdtec.ürun  auf  weitere  Erfahrung  erspart, 
Auf  niatcriclio  Ideuütüt  ist  aber  der  Zahlbegriff  uicbt  beeehrÄiikt. 
2fthi<Mi  wir  Wii^derlioluiigen  von  Acten,  so  bildet  die  Zeit  das  Kriteiiüm 
iler  Nicbtidrntitill;  die  Zahl  ist  dann  ein  einzelnes  Factum,  und  erst 
durch  hiuzutrctt.'nde  Empirie  vergleichbar,  was  man  indes  gewühnlioh  , 
uicJit  nit-rkt,  weil  mau  die  zeitliche  Suixesaion  sogleich  iu  eine  sid^H 
baro  Reihe  umzuwandeln,  und  so  uiatorioll  zu  stabilisireu  pllogt.    ^H 

Der  Arithmetik  gegenüber,  welche  allerdings  von  der  Empü^ff 
freier  ist  ala  sonst  eine  Wissenschaft,  stellt  sich  die  Geometrie  als 
eine  solche  dar,  die  nicht  durch  bische  Oiierationeu  die  Wirklich- 
Iteit  vtirzuzeichneQ  vermag.  Sie  idealisirt  erst  die  beobachteten  Gegen- 
Btäude  uud  bringt  sie  durch  Ahatractiun  unter  vereinfachte  Gesichts- 
pnallte.  üleicti  der  thi'oretiacben  Mechanik  gründet  sie  »ich  auf 
Hyporhcstm ,  nur  dass  diese  zu  deu  ihrigen  noch  andere  biuKufligt 
Der  Verfasser  sagt  nuti,  beide  Wissenschaften  betreffend,  von  einer 
au[  Uyputhenieu  ijebauleu  Theurio,  die  in  sich  frei  von  Widers (irUehtm 
sei,  wahrend  sie  der  Wirklichkeit  genau  oder  approximativ  oder  auch 
gar  iiklit  entsprechen  küune,  sie  sei  „absolut  wahr".  Man  wiiide 
gttoeigt  sein,  dieses  Attribut,  welches  sich  sofort  wideTlugt,  imlem  das 

^^aolut  Wahre  gleich  uuhher  falsch  genauut  wird,  als  verfehlte  Bo--. 

HMMtting  durch  eine  Tiutn'ffuudere  zu  erscLien,    Doch  so  sachlich  Imbh 


Liii 
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dc'Ututig^los  ist  der  Fehler  iilclit:  er  wnrüi'lt 
uiirioriBtischcLi  Lofrilf,  iiiul  »teilt  iIit  Uiitiirsuchnng  des  wntirwit  l 
vcriiatts  im  Wej;c\  i'iunraeiU  indem  ov  diT  Vrvüu  iinoli  iltT  [■ntptrisrb 
<^kUo  (IfT  inHth''mati8rhrii  Logik  vorgn'ifl ,  aiiilrcrseiU  iiKlom  »T  i 
ni'ilcutnng  ilcr  Iileeltcn  Tliciirio  fUr  die  WirkUclikcit  in  «' 
Licht  aU-llt    Blml)<m  wir  etiifach  bei  dem  stuhun,  Wiut  vrlr  < 
ohne  (nt'lir  liclmujiti^u  zu  wollet),  iiciiiien  wir  also  eino  solclicT 
bt-diiigt  riclilitt,  doiiklinr,  mSttlich,  ho  verblei lii  ihr  Doch  t)ii;)HOUi  Ib»! 
fiirügang  und  dürsdtii?  Wert,  und  eic  gewinut  ciw.  klait-rc  SlcUii 
lunerLolli  Avr  Gt'samnitniifgabc  der  Wissuuscimft.    Die  TbooreinB,  s 
furii  sie  ideallRirLu  Ulijei-re  liobeii,  bcilUrfeii  k&t  uiclit  der  Uucbiriir 
Bung,  dasB  Bit  der  Wirklidiki'it  iiahOKU  i'utaiiri'clu'm  duini   lUo  S 
kiiiiiitniss  Imt  Ub«rbnii|)t  uicht  die  Wirklichkeit  xü  cu{iinm,  i 
dio  Werk/i'iigti    zu    ilinT  piorduiKu    AiilTüsaiiiig    lU   liefcTH. 
dicsoB  Ziel,  mag  ea  nun  t<<ilw(dsi-  (.'rreit-ht  sein  oder  iu  Aussicht  at 
hcTi,  bleibt  ihr  Wort  stets  beiliugt.    Achulich  vurbflit  i-s  »ich  mit  *1 
iinaginänm  EiufObrungcn;  das  iu  Aussicht  Btt^bend'',  uiiuitiktiii^  < 
kaiiiite   reelle  Resultat   macht  ihr»  Geltung  ans,   und   al» 
lUKsrn   sich  allo   vüu  der  Wirklirbki^it  sich  cutfrti'niüiiii'ii  HjrpoUia 
lieli'ui'hten.   Nivbt  wcseutlicli  vcrsclilydtiu,  wiewol  unter  and<-rni  dMlK 
sebeu  Gmcbtsptiukt ,  tritt  der  l-'all  aut',  wo  dio  TheoriL-  vou  BetM 
mungi^n   der    Wirklichkeit    abstraliirt,    wie  x-  B.  die    QooiutftrM  ■ 
Lage.    Gleich  ivie  die  reelle  Grfi^se  ein  sijedeller  Fall  der  itnuginin 
90  ist  auch  liier  die  Wirkliciikeil  als  spociellcr  Fall  iu  der  1 
untballcQ.    Der  Zweck  der  Kinfulirung,  die  für  beide  in  VividleMa 
iiumng  besteht,  ist  nicht  derselbe.     Durch  die  Abstractitiu  Wird  i 
loKische  Counox  eines  [iestandteiles  der  Gciimetrie,   der   iu  dur  d 
sammtheit  sehen  iniplicirt  vorbauden  war,   iaolirt  und   dadurdi  d 
Iteobachlung  bltisfelegt,    durch    die    imagiultre   EiiifUlirung    faiagCfi 
werden  ueuo  Couiiexc  geschaffcu. 

Die  vorlicgendo  fichriil  behandelt  ntiu  insbesnndrro  diu  {■  d 
Geometrie  eutballeneu,  aus  der  Erfuhniug  Elammriid«>u 
Kurz  im  voraus  erw&bnt  wird  die  Ilypothesi'  der  ExisH'na  oImü)  i 
bcwe^licheu  uud  unbeKreuzton  (indctini)  Baumes,  Wiis  boint  n 
zuerst  „nuboweglichcr  Kanm"?  Unter  „Ilauju"  wird  hier  ofliiilMr  i 
umfaBseude  Basis  oller  rämnlicheu  Itestltniniingoii  versimidoa.  C 
setzt  man  könnte  darin  die  Lage  jedes  l'uukts  relativ  xur  jgn» 
deliuiren,  dann  würden  7.ur  liestinimnng  der  Liidii'wegliclilicjt  dec 
sich  ff'sleu  Systems  nocli  VJ  Stilcki-  erfordi-rt,  ilercu  il  giiuz  undofllt 
bar,  :s  erat  mit  IlUlfo  der  Mechnuik  bosiimmbar  wareu.  P»r  li 
Geometrie  fallen  mit  dem  (.'uusalbe^fl'  auch  diese  3  Uesitlllliinm 
ausser  Betritclil.  Die  I^igii  der  llnsi«  )«t  dann  ttam  willktlrllcii,  U 
Uobeweglii-takeil  keine  Fra^je    dnr  Erfabruug,   soudoru  zar  V\ 
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fftfihiiriR  ilor  ßifirairhtiing,  lüc  eigentlich  rinc  relative  sein  wOnle,  sid 
flbr-r  HO  in  fittc  alisoliitu  TUnwnndclii  ln»!it,  anRi'uummnu. 
der  Natur  di^r  Sachp  BnucmcssdiPO  WeiBO  fasst  in  der  Tat  dio  nni 
lyt.ischi'  Ui'ometvic  den  Rnnm  auf,  iJio  praktische  Geometrie  hiDKeed 
(fllridiwin  iliir  gi'iiipim.'  Vnrstdlnng)  hat  atets  eine  L'itipiriBche, 
nar  jiGitweiliR  iiiil>ewnp;Ii<:tiu  Rasia;  jo  nacli  dcii  Ocgcnstflndcu  dcrD 
traelitunK  ist  der  Horizont,  der  Erdnijnntor,  die  Ekliptik  niass^-hcnJ 
und  nach  jedpm  Üehergnng  der  Bctrachtniig  bewegt  bicIi  derjoi 
Raum,  dor  vorher  BtiUstand. 

Nun  Weiht  nocli  die  l'idiewoglichkeit  des  Raumes  in  sii-h  tlhrifl 
Sie  lüsat  giL-l  nur  durch  die  Uuvcrjlndcrlichlteit  der  Liiioardimensioii«^ 
aoflBsseu.  nier;!n  diont  die  emiiirisilie  Hypoth<'8e  fester  Korr 
rcprilsentirt  in  der  Geoinetrio  durcli  das  Zir]<eliii^fnimcnl.  Die* 
Hypothese  ist  die  crsto  in  der  Geometrie.  Sie  roicbt  iudei  uidl 
ans,  dio  Lineardimension  absolut  /u  bestimmen;  vielmehr  brhftl^  dfj 
aelho  einen  willkOrlifheu  couatauten  Factor,  der  als  zuhute«  nnditiiiq 
barea  und  nicht  emiiirischcs  Element  hinzukommt 

Die  Ki^a'nsi'lmri.  des  Rauniea,  dass  er  unbcgrcn?!  ist,  laast  sid 
nfdit  wol  als  Quabliilngige  Hypothese  beieichueu.  Mau  kann  diflj 
■elbc  noch  in  doppeltem  Sinne  nehmen.  Dass  der  Itauiii  über  ji.'f 
Qre.nzc  hinaus  Poi-taelxuni^fiudet,  hängt  von  dem  Gesetze  dieser  Fur 
BCtxuug  ab-,  daaa  er  bei  sciuor  Fortsetzung  nicht  periodisch  in  sid 
znrficklllaft ,  ist  bediiijrt  dnrch  die  Art  der  Gcbilile  in  ihm. 
derlei  Sinne  ist  die  Fitienschaft  zwar  eiuo  ominrische,  aber  sie  win 
durch  naher  bestimmte  Uypotbeson  involvirt,  die  wir  doch  nicht  t 
behren  kftnucu,  und  die  sie  nicht  zu  ersetiten  vermag. 

Einige  der  genannten,  zur  Unbeweglichkeit  des  Raumes  gcbOrigot 
Punkte  hat  der  Verfasser  durch  die,  gleich  nachher  folgende  BemU 
kuig  berUcksichtigt,  dass  die  Unver3nderlicbkeit  der  FlRUreu  nnddl 
Imirbar  sei,  und  dass  wir  nur  relative  Aendernii(ten  der  Figur  uiiig 
relative  Viirrüukungen  beobachten  können. 

Diu  Musterung  der  empirisrben  Elemente  zeigt  nnu  zunächst  ili)3 
Eigonschaft  des  Uuiimes,  duss  sicli  jed'.'  Fi!;nr  in  ihm  ebne  Aeudcrui 
verschieben  ISsst;  dann  die  Unterscheidung  zwischen  Eechts  und  Liny 
wodunrli  der  Sinn  der  Rotation  bestimmt  wird,     Uebergangcu  ist  an)! 
fallmider weise  die  Periodicitilt  der  Rotation.    Ferner  ergibt  die  Kut 
tiunsaxe  die  Idee  der  geraden  Linie.    Die  der  Ebene   wird  erklild 
dnrch  eine  Klilcbp.  die  sieb  umgckebt  in  jeder  Luge  deckt    Uiernfl 
spricht  der  Verfasser  von  der  Lobatscliefsky 'sehen  Geometrie,  sofcm  a 
Ij.'dkr  die  Euklidische  erst  dui-ch  dio  neue  Ilypotbcso,  dass  ein  gewiss 
der  bei  den  vorausgehomlen  willkürlich  bleibt,  uuU  i 


-   Btncii  CCXXX. 


rvorgebt     Die  Erfalirung  kann  offenbar   dpreu   RichUgküil  i 

partim,  soadcrn   nur  ooiistal.iri'U .  dass  der  Parameter  viue  gewlMe 

!  iii<.'lit  übciaU'igt.    lilia-zu  bciiiurkt  utiii  tlcr  VcrEwnur,  lUc  Er- 

üimng  babo  nicht  lu  iliaaer  Weis«  die  erslou  ErliuUiT  dvr  GopoiLtrie 

|elo)irti  wdibi:,  wio  iiuuU  juUt  Vii^ln,  Erlabnini;  und  VL>rnnnfl  niiAl 

»uliiuiiuu  btUlou.    Allöriliiigs  ln'tifflil  dii-  Uotkt  dvr  llrfiilinniK  In  d«r 

i^mctrle  uicht  darin,  dasa  sie  irguud  ein  Glii-d  zum  Beweist',  )i:geMd 

org&iiZBUdcB  exactcs  Datam  lieforte.    Und  in  dor  Tat  kOcuioa  ticb 

buvbt!  von  dicsur  Vtirstelluugsweisi;  uicbt  loBmacb<Mi:  davun  gibt  di« 

I  236.  litt  Büricbt  S.  11.  büspriicbunu  Schrift  ein  ri.'cbi   eutstWe- 

|mi(;h   Ueispiel.     Aber  die  ErfahruiiK  liat  eine  audi-re  Kollo,  in   iWr 

unersetzlich  iat;   aio  bcwdst  nicht,  datiB  Jener  l'arametf-r  uuU  tri, 

r  sie  Ivlirt  ijuw  ideelle  Geometrie  (die  Kuklidiachu),  in  welcher  er 

ist.     Hierzu  ist  is  wt'senlliub,  doss  das  Krtahreii  inigi^uau,  ah- 

tollkommeu,  uicbt  g«uüreU  ist;   deitu  die  iDilfereuii  des  Krfahreae» 

Bit  der  Forderung  des  Zweckes,  den  die  Erl'ahruDg  «cbou  in  ihrer 

^avoUkoninieuheit  ui  die  llaud  giebt,  ist  es,  was  den  ide<-ll<.ui  Itcfflff 

BQWUBäbiein  briiigL    Der  Verrasser  verfolgt  judueti   vou   seinof 

^merkuiig  ans  dit^  Rolle  der  Erfahrung  lücbt.  sondern  rUgt  i 

Ifisbrauch  des  Wortes  „Evideiiz",  iudem  man  Evidenz  nls4*H)_3^ 

nrisctien  Krtkbrung  RUsunneineut  stelle;  es  sei  damit  eluo  so  Q 

Berhulte  Erfahrung  brzeichuut,    doss  die   Macht  der  Ocvolu 

)evni38lseiD  ausiilge.    Sehlir'.tslieh  wird  als  Resultat  aaf^estcUfl 

3  Oeomotric,  wio  die  matboinatische  Physik,  aus  duem  ph] 

einem  theoretischen  und  abstrneten  Ti'üe  besU-bo,  nud  i 

ler.  IctzttTO  cxact  zu  nennen  sui.     UiustcbtÜeb  der  Koulti 

dies  zusebeu,   docb   dinsu  machen  den   Inlialt  der  Wia 

Ueht  «usi  hiiisiehtlicb  di-r  Forsehung  werden  wir  eine  Metkoc 

)  ein  exactes  Krgi'butsa  nicht  erreicht  wird,  immer  eocatt  ] 

1  sio  uar  mit  dem  Uewusstsciu  dor  GreuKon  dos  osactoi  1 

erbundou  Ist,  und  mit  rationalen  Uittelu  ein  cxactes  Z\ti  n 


LelirVäclier,  Sannulungen  uml  Tabellen. 

Tafel    TMT   hec|uenien    nnichnung    zwülfstelliger   g«mo!lK 
tilbmoii  und  umgekehrt.    Uercchuet  und  /nsaiiimi'ugt'stellt  vott] 

odlaczuk,  k.  k.  Major  und  Archivar  des  k.  k.  militA 
Schttn  Institutes.  Wien  1874.    Im  Selhstverltigu  des  Verfi 

Kies«  Tafel  ist  mit  Erklärung  in  deutsiber  nud  In  li 
^pracUo  besonders  berausgegeboa.    Die  eigentliche,   fOr  lies  i 
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notwoiuligp  Tafel  uimmt  nur  eine  halbe  Octavseitc  ein.  Dio  a 
USlttK  cntlifllt  LofiarithnKMi  von  Pruilnciitn  der  Zablen  2  bis  19, 
Kebrsoite  die  LogarilbmGu  ivr  Pritii/aliU'u  bis  1423,  sämnilltrh  aaf 
12  Stt^lk'n  Der  VcrraH3i>r  bat  hier  ein,  auch  üionst  nicht  Dnhekauutes 
und  Hchou  mcLrfai'h  realiairtcs  rriiidp  in  ticr  W^isc  angcwauilt,  iIemb 
die  Tafi'i  auf  ein  Minimum  rpJncirt  wird,  wahrend  dio  Rcchnnags- 
opfrationen  sich  vermehren.  Mau  scheidet  aus  einer  gegobenon  Sn 
Tigcn  ZabI  suceessive  Factoren  von  der  Form 

l+aiO-'{i  =  0,  1, ...  n)(3  =  0,  1, ...  9) 

Idem  niedrigsten  k  anfangend  dorch  Dinsion  ab,  so  dass  nach  ii  J 
Monen  ein  Factor 


l  +  Dlü'^  (D  e 


)  Kifirige  Zahl) 


Bbrig  bleibt    Dio  Liigaritbmcn   dor  9[n-|-l)  möglichen  Wcrtf^  von 
l-(-8lO-»  (da  ä  =  0  nicht  in  Kochnung  kommt),  mnas  nun  dio  TaEal 
1      geben,  wahrend 

WKJL  iog(i4-«io-^")  =  Diogf  .lo-s» 

^^P&ldi  dno  Multiplication  anf  n  Stellen  zn  berechnen  ist,  wozu  mu 
^^n«^  eino  ti  steDige  Logarithmeutafel  verwenden  kann.  Cm  den  a 
wachsen  Fehler  der  letzten  Stolle  hd  vermeiden,  wird  man  dio  Ope- 
rationen mit  1  oder  2  llberschOssigcn  Stellen  vollziehen,  auch  zeigt 
die  Tafel  an,  ob  znr  letzten  Ziffer  eine  positive  oder  negative  Grösse 
hinzukommt  In  der  vorliegenden  Tafel  ist  »  =  6,  doch  zur  Sichor- 
heit  jt  =  7  mit  berücksichtigt.  In  der  Erklärung  wird  auch  dos^ 
Methode  aogegeben,  die  Divisionen  aof  leichteste  Weise  zn  vollzieheii«  J 
die  inverso  Berechnung  anszufulircn  ist,  liegt  auf  der  Hand. 


[     Metli 


U. 


Fünfstellige  Logarithmen  der  Zahlen  und  Irigono metrischen  Func- 
tionen nebst  den  Logarithmen  für  Snmmc  und  Differenz  zweier  Zahlen, 
deren  Logarithmen  gegeben  sind,  sowie  eiuigen  anderen  Tafeln,  mit 
fiiner  neuen,  die  Rechnung  erleichteruden  Anordnung  der  Propor- 
tionalteila  Von  Dr.  A,  M.Neil,  Professor  am  Poljlcchnicam  zn 
Dftrmstadt  Dritte  verbesserte  Auflage.  Darnistadt  1Ö74.  Johann 
Philipp  Diehl.    104  8. 

Ausser  den  auf  dem  Titel  angegebeueu  Tafeln  entlitllt  das  Buch 
dreistellige  Logarithmen  der  Zahlen  und  trigonometrischen  Functionen, 
Hfllfslabellen  fUr   mathematische  Geographie,   Logarithmen  oft  vor- 
kommender  Zahlen,  gonio metrische  und  trigonometrische   Formoln.! 
Dio  anf  dem  Titel  erwähnte  orleichternde  Anordnung  der  Propot^l 
tionaltoilo  besteht  darin,  dass  dieselben  in  die  bezügliche  Zeile  gesets 
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sind;  sio  ist  keineBvogs  neu,  Bonilom  man  pflngtonr  meist  ans  prak- 
tischem Grande  davon  abzugclien.  Auf  Beiiuemlichkeit  ist  üborhaupt 
viel  Rücksiclit  genommen;  ob  sie  wirklieb  dadurch  gefördert  ist,  dar- 
über doiikon  wol  Verscbicdoiio  verschieden.  Das  Ausroclmcn  ist  in 
manchon  Stücken,  namcntlicb  bei  einzifi-igcr  Bechimng.  wie  sie  die 
Interpoiatioii  fflnfsteUigcr  Logaritlimen  erfordert,  leichter  als  das 
Nachschlagen  and  Ablesen.  Daber  kann  die  detaülirte  Auffübntng, 
wenn  sie  ein  gowissos  Mass  übersteigt,  anfbOren  ein  Vorzug  zu  sein. 
I  Eine  Zugabe  in  anderm  Sinne  ist  es,   dass  je-desnial  die  letzte  Ziffer 

unterstriclien  iat,  wenn  der  Rest  negativ  ist.    Ob  man  davon  je  Gi'- 

^ brauch  machen  kann,  wenn  es  sich  um  Sicherheit  der  lotztcu  Ziffoi- 
httudelt,  ist  indoH  sehr  fraglich. 


1 
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Litterai'Lsclier  Bericht 


Lelirbticlier,  Sammltingeii  und  l'abellen. 

Vorsühule   der   Geometrie.     Ein    moiLotiiselier   Lcittndcn  baüBJ 
-riclit  in  der  goüraclrisu-bou  Anschauuugslolirc   fUr   iÜg   outet 
nen   der   Gymnasien,  Realscbulon ,   Lehrerseminare,   sowio   : 
tunterriülit,  besonders  für  Viilk«cliullohnff,    Von  Prof.  J.  C.  ' 
wfmiiQD,  Gründer  aud  Rediicteur  der  Zi-iUdirift,  für  roathem.  n 

Unterriclil.     I,    Lieferung.     Ei-sic   lliilflc    der   Ptauimctrla^ 
[  —  161).     Mit  asu  in  den  Text  uiugedmi^kten  llolzsehmtt^a 
l  S  Figarvutal'clu.    iiallo  a.  S.  1874.    Louis  Nebert. 

Daa  Vorliegende  ist  eine  recht  vielseitige  Anleitung,  netnertiungcn 
au  llauingehilileu  zu  nuiubeu  und  durch  Zeiehiiuiig  /u  tixircu,  Sic 
b&lt  sich  gleich  fern  von  der  wissenschaftlich  iheori' tischen  wie  von 
r  not'  bestimmte  Auweuduug  gericliteteti  praktischen  Doetriu.    Uilttc  , 

aolchß   Ansctiaaungs lehre    den    Zweck    diisjeuigen,    welche 
Btematik  im  treiben  gedenken,  mit  deren  oluinentaron  GegcnsUndt 
l»vt  zo  macheu,   ihnen  einen  KrsaUi  an  geistiger  Anregung  X9^ 
I,  auch  wo)  sie  fur  angewandte  Gemuetrie  otnie  SeIbsi)iroductivitat 
,  ao    würe   iliro   KUt/liehkeit  gewiss  anzuerkennen.     Eine 
Khnle  Kur  Geometrie  aber  ist  sie  nicht;  uiid  da  sie  hier  so  ge- 
t  wird,  so  muss  auf  die  Täuschungen  liingowicsen  werden,  auf 
I   diese.  Bestimmung  gemeinhin   beruht.    Unstreitig  ist  liie  Au- 
ittang  eine   Tätigkeit,  welche  den  logischou  Acloii  iler  Dogrilfs- 
und   des   SebliesseiiB   vorausgebt     Wenn   man    aber   meint.  _ 
letztere  solange  ausser  Uebung  set;<an  zu  können,  bis  erak^rr  bis  t 
tiatiT  gewissen  Rcifo  entwickelt  sei,  so  ist  dicä  ein  Irrtum, 
den  factiach  geübt,  ober  incnrrect  und  unklar,  wenn  ihnen  ilie  fie. 
•r«n  Lvui.  Hofi  !i  a 


■  geubeit  zor  Coutrolo  abgeht  Ilat  doch  selbst  der  Verftsser  es  i 
I  »cnneideii  gewusst,  allgemeine,  abstracto  Bogriffe,  nnd  zwurS 
correete  und  uuklarc,  in  die  AnEchaumigslehro  zu  zivhon  (ne] 
weitcrbiu);  viel  weniger  vermag  eiu  Kind  diu  OeiBtoatfiligkeilea  ^ 
sondert  ^u  orbalten,  die  sich  von  Natur  nntorstatzon.  Die  Bcobl 
tutig  bleibt  eine  uunoreicliende,  violfadi  au  vermerkt  anb(^stimlnt(l, 
wann  man  von  einem  Gegcnst&ud  zum  andern  weiter  geht,  ohne 
Grand  uud  ZasanimenhKug  Anden  zu  lassen,  und  tiar  ängscrlicbü  Um- 
itHnde  vorfutirt.  Geschieht  dies  wie  hier  in  grossem  Unifauge,  so 
kann  nur  eino  Qewdlmung  au  mangelhafte  ßcstimmung  im  Bcobachtun 
und  Denken  die  Folge  svia,  welclio  zur  Mathematik  untnaglicli  macht. 
Sehen  wir  von  der  Ankündigung  sls  Vorschule  der  Geometrie  ab,  so 
lasst  sieb  als  Vorzug  der  gegenwärtigen  Boarbeituug  der  Anscbauaags- 
ielire  eine  grosse  Ueichhaltigkeit  iu  der  BerUi;ksicbtigung  dür  UnDMini 
Umstände  ucunuu,  die  oliue  weitgobendo  Syuthcsu  schon  in  den  du- 
faclisten  Gebilden  zu  Tage  kommen.  Weuu  der  Verfasser  aU  Eigen- 
schaften des  Buchs  hervorhebt  grossere  BerUcksicbtigang  der  Bewe- 
gung der  Figuren,  Heranbildung  (Notiguug)  des  Schillers  z 
tAtigkeit,  Correctheit  des  Ausdrucks,  so  können  die  i 
Punkte  wol  kaum  als  anterschcidoud  geilen.  Auf  die  C»rr 
in  der  Tat  sichtlich  Fleiss  verwandL  Ist  es  aber  z.  B.  (S.  79.)  a 
ZB  sagen:  „Eine  reguläre  Figur  hiebt  dem  Beschauer  von  Jsdvl 
aus"  (d.  h.  den  folgenden  Worten  zufolge :  von  wo  auch  ii 
eekbo  Gestalt  nnd  Ansicht"  a.  s.  w.  ?  Wichtiger  sind  xwei  juv 
Irrungen,  die  der  Aufforderung  des  Verfassers  gemäss  hiiT  gcm 
werden  mögen.  Erstlich  behauptet  er  (ohne  ersichtlichen  Grund  dlvae 
Frage  hier  zu  erörtern),  der  Ranm  sei  unbewegbar,  und  es  sei  eine 
Täuschung,  ein  RaumatUck  als  bewegt  zu  deuken.  Es  vorbdlt  sich 
umgekehrt.  Ein  absolut  unbewegter  Raum  ist  nicht  bestimmbar, 
also  undonkhar;  unser  gewohntes,  am  Erdboden  haftendes  Raum* 
System  müssen  wir  als  bewegt  betrachten  und  gegen  ein  neues  v^- 
tauschen  iu  der  Geographie  dann  wieder  in  der  Aslrouoniic,  and  ouui 
deüuitive  Ruhelage  giebt  es  nicht.  Der  Uathematiker  muss  wiaiea, 
doss  olle  Bewegung  relativ  ist,  und  dosa  es  ihm  frei  steht  aar 
Vereinfachung  der  Detrachluug  ein  RauraHyatem  a!a  ruhend  anin* 
nehmen.  Zweitens  ist  es  uuHcbÜg  und  siiiuverwirrund ,  die  Flficliu 
als  unendlich  dllnues  Blatl  vorstellen  zu  lassen;  denn  dann  wjlre  sie 
bei  jeder  Ausdehnung  unendlich  klein.  Wir  abstrahircu  nicht  von 
der  Dicke,  soudcm  von  den  2  Kärporu  oder  Kaumbezirken,  ianax 
Grenze  die  FllLcbo  \st  Derselbe  Fehler  kehrt  bei  der  Linio  und 
beim  Punkte  wieder,  und  wie  hier  so  steht  Uburail  das  Uncndliobo 
ohne  alle  Erklärung,  gewühtilich  TtTbundeu  mit  widersitrecbciidutL, 
undenkbaren  Beifügungen,     Durch   Bewegung,  welche  der  Verfossür 

.Ja  v^rkliLrttmuassen  gern    verwendet,  läsat   sich  der  Sinn  des  [lai.'Dil- 
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liuhon  voIlkommcD  klar,  oiufach  uod  lekht  vci^tAnülicIi  ftlr  Anrangor 
danttcllen.  Ebouso  laasfu  sicli  ilie  vorlier  bcracrkUiu  Fehlur  obao 
lleriulrflcliliguug  ilt?s  febri(ftn  bcricbligeii.  Mögo  daher  <las  Vor- 
sUihcniiü  als  Vorsrlila);  zur  Abaihlemtig  bei  voller  AnerkonnnDK  des 
GeJcistetuu  AuüiahiuD  tioden.  H. 


Die  Gruiidleliren  dtr  ebenen  Geometrie.  Von  Ä.  Stogmann,  ' 
Mit  9  Fifforeii tafeln.  Zweite,  verbesserte  and  vermehrte  Auflag«. 
Eompton  1875.     Jos.  KöaeL     159  S. 

Dies  Lebrlxtcli  uul erscheidet  sich  von  den  meiEten  andern  durch 
Bevorzngong  der  logischen  Bildung,  deren  Erfordernisse  in  BorgßU* 
Ugor  Weise  berücksichtigt  worden  sind.  Hervornuhebon  in  dieser 
Beziehung  ist,  dass  der  Paragraph  über  die  Vergleichnng  der  Winkel, 
welcher  den  Begriff  dca  Winkels  erst  zu  einem  eiacten  macht,  wtlhreud 
die  vorausgehende  Definition  Nebensache,  nnd  ohne  ihn  immer  nn- 
znreicheud  ist,  nicht,  wie  gewöhnlich,  fehlt.  Aach  ist  die  gegebene 
ErlSnternng  der  Bedeutung  des  Beweises  hierher  zu  rechnen;  nur 
hatte  dafOr  ein  Satz  gewählt  werden  sollen,  durch  den  der  Schüler 
etwas  uencs,  nicht  selbstverstandlicheB  lernt,  üebrigens  wird  mit  der 
fllr  die  meisten  Schnleo  knapp  zugemessenen  Zeit  sehr  verschwende- 
risch verfalircn,  indem  die  SIttze  vielfach  zerspalten  sind.  Die  an> 
Anglich  genannte  Tendenz  hat  indes  den  Verfasser  nicht  abgehalten 
ttuffUligo  logische  Fehler  zu  begehen.  Der  eine  ist  ein  Trugscbluss 
im  Beweise  fQr  den  Parallensatz,  den  ein  Schüler  leicht  durch  die 
Probe  widerlegen  kann,  der  andere  die  nubewieacne  und  unbeweisbare, 
gicichwol  hier  stillschweigend  gemachte  Voraussetzung,  dass  die  Kreis- 
linie  kleiner  sei  als  der  Umfang  des  Tangentenpolygons.  Unglttcklich 
gewählt  ist  der  Ansdruck:  die  Geometrie  bandele  von  den  räumlichen 
Grössen.  Gleich  nachher  folgt:  der  Punkt  sei  keine  ränmliche  Grösse. 
Ausser  dem  Punkte  handnit  aber  die  Geometrie  von  vielen  Gebilden, 
die  keine  OrAssen  sind-,  auch  die.  Wiiikclebene  gehört  zu  diesen  und 
bat,  durch  unrichtige  Subsnmption  unter  den  Grössen  begriff,  schon 
manche  Imiug  veranlasst.  Es  möchte  sieh  daher  doch  wol  empfehlen, 
nicht  bloss  den  Gegenstand  der  Geometrie  liebir  räumliche  Gebilde 
nennen,  sondern  auch  in  den  Grundbegriffen  auf  das,  was  allein 
heissL'ii  kann,  hinzuweisen.  U. 


Lehrbuch   der  Buchstabcurechnung  und  Algebra  mit  mehr  all 
Uebangsaufgaben.      Zunhctist    zum    Gebrauch    in    Si 
Mittel-,  Beul-  unil  (iewerlieacliulen,  wie  auch  für  den  SelbstunU-rricbl 
boarbuiU't  von   W.  Adam,   K5uigl.   Semiuarlehrcr  in   Ncu-ßuppin, 
itorTheil:  1.  BucliHtabcnrcchnuDg  und  Arithmetik:  Die  vier  SpeciOt   i 
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mit  der  DrncbrocfannDg,  TerhAltnlsse  nnd  Proportionen,  I 
Wurzeln,  n.  Algobrat  Die  Gloichnngen  Tom  ersten  and  sweiton  Grads. 
Zweiter  Thcil:  Gleich)] ngonhahereD  Orades,  diopbutieehe  GMdHDi- 
gcu,  Logaritbmea  mit  Zinseasins-  nud  Routeurecliinnig,  arifliwintiioli« 
nud  geometrische  Progressionen,  EettenbrOclio,  CombinaUonsMm  oU 
Wülirschcinlichkoitsrccbiiang.   Nea-Suppin  1876,  Bnd.  Petreu.  189  8. 

Zu  den  Angaben  des  Titels  ist  kanm  etwas  hinnniftigen.  Dia 
Abfiusnog  ist  eine  gaos  populäre,  docb  Usst  sie  binsichtUch  splUm 
Ucborganga  zu  oinem  mebr  wiBBenschaftlichen  Betreiben  weder  u 
Vollständigkeit  der  Elcmentarlehren  etwas  vennlssea,  noch  ton  di» 
Erklarnngcn  nud  Anstellungen  einer  wissenscbaftlichen  Anfhani« 
Abbntcb.  Der  Tor&ssor  hat  äea  gesammten  Lehrstoff  In  Torbnadenra 
Bttchcm  bearbeitet  vorgefundenen  nnd  davon  TnmOnftigeB  Oebruudi 
gemacht  ErkISmngon  und  8ätzu  werden  in  grfisster  KOne  «of-  - 
gestellt;  dann  folgen  stets  Beispielo;  Istztere  sind  am  reichhalti^tjeii 
bei  den  Gleicbnngen.  Auszustellen  möchte  etwa  sein  lunftchat  die 
TJntorschcidung  von  Bncbstabcnrecbnung  und  Algehn,  vonU  gfa 
Iiilnligor  Misbraacb  des  letütern  Wortes  orncuert  wird.  Hiermit  steht 
aber  weiter  in  Verbindung  die  Unbostiiiimthoit,  welche  über  der  Be- 
deutung eines  IJuehstiibuus  waltet.  Dnss  ein  Bnohstab  ganze,  ga- 
hrocheue,  ijositive  oder  negative  Zahl  hedeuteu  kauu,  wird  der  SchOIcr 
im  ersten  Absclmitt  niilit  gewahr,  und  kein  Beispiel  bringt  es  zur 
Uebung;  im  »weiten  hingegen  ist  es  sofort  stillschweigende  Voians' 
Setzung.  H. 


Lelirbueh   der  Äritlinictik   und  Algebra  mit  Uebnngs-j 
für  höhere  Lehranstalten.     Von  Dr.  Th.  Spiefcer,  Oberlehrer  i 
der   Realschule   zu   Potsdam.     Krster  Theil.     Potsdam  1875.     Aug. 
Stein.    3tj;t  S. 

Die  Abfassung  des  Lehrbuchs  ist  ilarauf  eingerichtet,  dass  der 
Schüler  mit  Eiusielit,  besonders  aber  fertig  algebraisch  rechnen  lerne. 
Die  sj'Mtemiitischc  Ordnung  ist  musterhaft.  Von  jeder  theoretischen 
Knt Wickelung,  die  meist  kiir,i  gefasst  ist,  gebt  es  bald  zu  den  bo- 
wilbvteu  gcbi-äuchliclieu  Kiufflhruugen  und  Verfahrungs weisen  über. 
Tiefere  Blicke  werden  nie  criiffuet,  und  theoretiscbo  Schwierigkeiten 
uuberülirt  gelaiseii;  ddch  ist  di-'se  Vermeidung  mit  weseiitliehen  logi- 
schen Desideraten  nicht  vei'buudcn.  In  tnanclier  nexiehung  ist  das 
Lehrbuch  vollstiliuliger  als  die  gewf  hnlidien.  Zu  erwdhncu  ist  ins- 
besondere, dasa  das  Snbstitniren ,  das  Recbucu  nach  der  Formel  uud 
die  .\nwenduiig  negativer  und  gebrochener  Werte  der  Buchstaben  in 
den  Formelu,  werau  man  früher  im  Cursus  selten  m  denken  pflegte, 
.   hier  wenigstens  vorübergehende,  aber  erklärte  Berücksichtigung  findet 
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DüH  Lulirliudi  tiiiifiisst  S  Cursc;  An  iTsto  cntliOIt  lUe  HanptopcT 
tioncn.  läer   zwi'ite  iHo  Gleich uugen  I.  uüii  2,  Grades 
inchrtri'  Graiichtcn,   Avr  dritte  dir  wichtigsten  liöliern  Kcclinungc 
In   ilii'Sf»  ist  auch  ilie  Theorie  d<>r  Logarithmen  nnil  das  Iti-L-hnd 
mit  doüBcIlien   biTlUjiT  goniimmen.    Dlo  Mtitbodo   Jus  «'TsIl-q  Cunul 
ist  die  cousoquent  arilhnietiBibe,  wokhe  dca  ZablbogriiT  im  AuBcblm 
a»  die  Oporatiouen  sutTessivc  zur  algcbraischcu  AuffasBUug  (irwcite 

I 

^^■P  Das  VorlicgRüdo  ist  uiuo  Anweisung  zom  dokadisch  uamcriscbo» 
^^^Klineu.  Es  niiifasst  die  fUr  ileu  bilrgorliciieu  Gcbraucli  aotwt^tuligm 
r  Ri.-cbuuii|i<<iti'tcu  einai^hlieaalich  der  DeoimalbrUclw  qdiI  der  tirthogo- 
'  noluti  FlUcbcii-  und  Körp<.'rborecbtiutig  nnd  giubt  zum  Sciiiuaa  das 
I  Vurwrfcbiiina  der  Ma8Sl^  Gcvi-iditn  nnd  Münzen  liebst  Rcdaetiuns- 
zableu.  Anfgßttommüu  ist  aucli  die  l.ebru  vou  den  Kcttcobrilubim 
Dnd  iliro  Anwendung  zur  Auffindung  kleiner  Vcrbaltnisszahlen.  warum 
jbipr  nicht  auch  nur  Auftindung  des  gctneinsameji  Teilers?  Der  Vor* 
(  dur  ciDKclut'ii  Lebroii  IfCsleLt  in  Begcl,  Ertdäraog  aud  Erldil- 
pboispiol.  In  der  ersten  Rege!  Über  die  Teilbarlioit  Btoht  diu 
a]to  Betianjjtuiig :  damit  die  Summe  teilbar  sei,  müsatc  es  jedtr 
laad  sein.    Das  Umgokebrte  war  an  der  Stelle. 


,  Lehrbuch  dor  Ariihmetilf  für  Lateinschulen.    Von  A,  Stock  i 
Tl<^lniayr.     Vierte   verbessert«   Audagc.     Kempten  187&.     Jos,  - 
Uß  8. 


Sammlung  von  äritümetischen  Aufgaben  in  Efstematiscbcr  Ord- 
Ein    Ucbuogsbiidi    für    Latüiü-    nnd    Gewerbacbuli-ii.     V( 
^A.  Stock   und  Dr.  ,!.  Viclmayf.     Zweite  vermehrte  und  vi 
prte  Anflagc-,    Kempten  1875.    Jos.  Kösel,    8«  S, 

—teisptcle  8ur  Einübung  der  im  vorgenanulcu  Lohrbuch  aufgo- 
kn  Lehren,  im  Auseiiluss  an  jeden  einzelnen  Aliscliuitt.  Auf 
^oihc  vou  Zabirn-Datis,  womit  uiiniil(e1l>ar  nach  Kegel  zu  rcebnen 
wl,  folgt  jedesmal  eine  Reihe  von  Aufgaben,  deren  Ansatz  zu  bilden 
vorlangt  wird.  H. 


l'Iiehrliucli   der   allgemoiußn   Arithmotilc   fUr  den   Scbulgebrancb 

Adtct  vou  Carl  Kieseritzlcy,  Oberlehrer  »n  der  St.  Annen- 

K  in  St  Peters bnr^i.    Mit  drei  Ui>I/scliuitteu.    St.  l'etersburg  1875. 

BARSOI     15-1  S. 

Das  Lelirbuch  gehfirt  zu  denjenigen,  welche  bestrebt  sind,  jede 

1    Gruud  aus   zu  behandeln    uud  'dadurch  diu  iDoclrin  aofd 
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I  aineo  leidllcli  wbsenacbaftlirlion  Staadjinnkl  zu  «riieben.    NnmunlJicb 
1  is  den  Aufftiif;cD  und  ricn  filmen tarL-n  Ti'ilvu  ist  sichtlich  Aufmerk- 
^  aaiiikeit  und  Fleiss  diiraiif  vorwandl  wordi-n ,  kdm-  ütim  «rüudliciicn 
Verständniss   notweiwligo  Frage  zu  UberKehüii.     K*  würden  sich  in 
dieser  Bcziebimg  maucho  Punkte  aufzithloD  laaaoa,  diu  whr  häufig 
I  ftueaer  Acht  gi^iasson  ivordeu,  hior  bingogeu  eich  behandelt  ßudca. 
Auch  ki'luncu  ein/eine  Purtit-ri  aU  in  dor  Furui  geluu^eu  bezeichnet 
worden.    Im  ganzen  igt  jedoi^li  die  Darstellung  UcltiPswegs  uiustcrhaFt, 
[  der  Ausdruck  oft   annütigorncise   conipticirt,   die  GrundlicgrifTu  bei 
I  Ellera  Weitausbolen  nicht  nur  gruUgundcii  r)(5utlichkcit  jjubrudit,  u.  a.  m, 
I  Sie  Mängel  im  eiiudnen  aufzuwidnon ,  wllrdi'  zu  vn;it  t'Ulirun.    Bnt* 
[  Bchiedcu  falsch  aber  ist  dio  DefiuUion  und  dur  Gfbntuch  der  unond- 
I  Uchc-n  Grossen  in  einer  unzjlhligcmal  gerügten  Weise,  indem  sio  als 
I  GrtlBBenwertu  betrachtet  vfi'fdcn.     Zwar  wird   hervorgeholten,   dasa 
V  %  Unendliehgriisse  uder  i  Uncnillichk leine  als  solch»  nicht  ctuaoikr 
I  gleich  sind;  doch  steht  dies  mit  der  KrklSruiig  nicht  im  Kinklang, 
und  widerspricht  der  (unrichtiBoii}  Bestimmung:  lTneudli('bkIi.-in  =  U. 
»  Am  wpnigatfrn  aber  kann  die  letaw-  Partie,  welclie  in  dio  söge 
'  alfKbraischc  Aualysis  hineinslreift,  die  Meinung  eines  guten  Tu 
I  Bisses  und  angewandtiT  Sorgfalt   erwecken -,   da  hier  von 
I  Beihcn   anf  unendliche    uhmi    aWw    tirklllning    und    nhne 
■  Irgend  welcher  Convergenz- Bedingungen   Ubergcsiirungfu  ^^ 

f  icheint  hieniaih,  dass  der  Vcrfusser,  obwoi  der  Fteiss  in  clgtiot  Pto- 
J  doctivitSt  iinvirkennbar  i«t,  keine  genügeiidi'  Bi'kanntscliaft  mit  mdb«/- 
^r^Bchen  Vorbildern  gehabt  haf,  nud  dass  Ihm  gerade  ilie  untuehligstM, 
P.dabei  aber  stark  verbreiteten,  allein  vor  Augen  gekommen  sind. 


Lehrbuch  der  Goniometrie  und  Trigonometrie  fUr  deu  Schul- 
r  gebrauch  bearbeitet  von  Carl  Kinseritzkf,  Oberlehrer  an  dar 
E'St  Aancnschulü  in  St.  Petersburg.  Mit  35  üiilKsriiuitU'n.  ist  Pol«»' 
[,4nrg  1875.    G.  Hassel.    90  8. 


Der  Lehrstoff  ist  hier  nicht,  wie  es  um  der  fttr  den 
r Unterricht  bestimmten  geringen  Zeit   willen  gewßhiUicIi  ist,  auf  du 
f  znnllchst  Notwendige  heschrflnla.,  sonderu  erBtreckt  sieb  in  grAiMier 
[  Vollständigkeit  auf  alles  wissenswerte  und  instructlve.  Besonders  sind 
dio  theoretisch   wichtigen  Anwendungen  auf  Algebra  und  Geometria 
eingebend  behandelt.     Die  Trigonometrie  umfasst  ebene  und  «|ihOii> 
Bcbo.     Was  dii^  Methode  beirifit,  so  ii^t  der  grilsstc  Mangel,  tliut 
Grenzwerte  und  Summen  uuendlicber  Keibeu  ohne  alle  Aii^LliuH  und 
Krkiftrung  hingeslellt  wi'nii'n.  willirend  dtieli  in  den  leiilit 
\  wie   den  Transformalionen  von  Itidalioneu  a/>  =  r  di'' 
lirlichkäit  Platz  findet  Die  Stelle  einer  Deliuition  der  Kr< . 
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^  Winkel  ^-B,  wie  sie  dgentlicb  notwendig  war,  rertrltt  rincD 

Cnaslon,  die  ata  Aufgabe  vDning>^U.'l1t,  aber  Lebraata  uberschricbctt 

I        iat,  worauf  dann  nnler  der  Uelierachrift  Bt'wois,  oIip  noch  etwfls  ti 

II        bcwoison  da  Ist,  die  Disca&äioa  folgt    Systeniiitisclio  Orduiing  nnd 
7«IlBtilndigkeit  Al-t  Dis^nssioueu  ist  outailclhaft.  H. 

r 
L  " 
ZI 


Die  Elemetilar  -  Arithmclik  und  deren   Anwendung.    Ein   Lehr-.l 
1  Vctmngsbucli  für  dun  lUvbtimQterrielit  an  ti<)bi;rt:n  Lehranstal  teil 
■  J.  P.  Scbmidl.    Dritte,  mit  Küoksidit  auf  die  ueucu  deutacheu 
iebsmJliizeii  umgcarheitetu  Auflage.    Trier  1875.  Fr.  Liutz.  UfitiS. 

Dfls  Buch  unterweist  mit  grosser  Ausführlichkeit  und  Umaidit, 
t  jederlei  eventuelle  Unkunde  der  Anßinger  Hücksiubt  nebineud, 
1  mit  Beachtung  alles  dossou,  was  bei  der  AufiUbung  zustatten 
kommt,  im  ersten  Teile  im  Uecbuon  mit  uubeuanutcn  Zahlen,  dekadi- 
schen ganzen,  Brüchen  und  DocinialbrUchen  (goscblosBeuen  und  ab- 
gekUnttn).  An  der  nütigon  begrifflicbeu  Erklärung  fehlt  es  nichti 
auch  ist  diosolbü  durchweg  mit  dem  wissenBchaftlicben  Bogriff 
Einklang.  Uebangsbeispiele  und  Fragten  sind  hier  nur  zur  Verdei 
Ucbang  der  Lehren  iu  geringer  Zahl  beigefügt  Der  zweite  Teil  eut* 
t  dum  ausschliesslich  Aufgaben  im  Reebnen  nüt  benannten  Zahlen. 
I  DarEtelluug  macht  sehr  geringe  Ansprüche  an  die  Begabung  der 
,  nimmt  aber  eine  recht  vollständige  Ausbildung  zum  Ziele, 
jr  Funkt,  iu  welchem  auch  hier,  wie  in  den  meisten  Lehrbüchern, 
iblt  ist,  mOge  bei  dieser  Vei  anlassung  besprochen  werden.  Was 
nen  hcisst,  erführt  der  Schüler,  indem  cr's  tut  L'm  ea  zu  lernen 
keiner  vorausgebendou  Dotiuition.  Es  wäre  demnach  wol 
,  auf  irgend  einer  etwua  höhereu  Stufe  der  Entwickeinng 
den  Begriff  durch  blosse  Fragen  zu  eutwickelo,  die  der  Schüler  aus 
c  Erfokrung  zu  beautwurteu  hat.  Es  seheiut  darnach,  dass  die- 
^n,  welche  ciuo  Dehnitiou  dictiren,  che  die  Sache  bekuunt  ist, 
I  BewnsBtsein  eines  Zweckes  zuwerke  gehen.  Noch  mehr  aber 
il  sich  die  Gedankenlosigkeit  dadurch  zu  erkennen,  daas  eine  falsche 
Oeftnition  traditionell  durcli  eine  licihe  von  Lehrbüchern  hindurch 
geht,  nämlich  die:  Kechncii  heiasc,  aus  2  Zahlen  eine  bilden.  Aller- 
dings ist  es  ein  besonderer  Denkacl,  wenn  man  aus  4  und  b  die  Zahl 
^5  oder  4.5  bildet.  Aber  diesen  nennt  niemand  rechnen.  Er  Ist 
,  wenn  das  Rechnen  beginnt;  man  betrachtet  ihn  als  zum 
jeben  der  Rcchunng  gehörig.  Das  Ziel  des  Kecbnens  aber  ist, 
t  gegebene  Summe,  Product  u.  s.  w.  oder  auch  eine  durch  Bedin- 
1  bestimmtv  Zahl  dekaiüsch  —  allgemeiner,  in  verlangter  Form 
tznstellen.  Hiermit  wird  KUgleich  erklürt,  warum  man  rechnet;  Aisr 
{ogeu  die  Bildung  neuer  Zahlen,  die  natUriich  doch  immer  wieder 
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9  Bind,  keinen  Zweck  vurr&t    B»«onilera  uachUilJIg  wi  die  fl 
htrlluiig,  wll  si«  i\kt  bei  Aufäugeru  känrig  stAtUindraidDii  ( 
idiQuuufj  Vorsuiiüh  leisl.et,  als  bezcichtiu  4-1-5  zvn  Zabli^n.  E 
I  biiiDi^rkcti,  dass  iuhti  in  niMicrcr  Zeit  otiguta 
1  Mtiltijilicalnr  IiinttT  doii  Miiltiplkaudtsu  ?m  sclmbeji.   Du  I 
E  ilitutlicb^  abtjr  das  Vorgeben  käni]ift  gegt'U   die  AuordBUifB 
piche.    Wollte  mau  den  zum  Vcrstäudnies  zuerst  notwondigOM 
f  litiiiiur  ittiemt  iieuueu,  so  mUsittuu  Artikul  und  Zklilwort  1| 
lan  aber  ciumah  'A  Woc.Iion,  so  muss  man  auch  a 
r  Tage'.     Im  üraud<.*  ist  jode  liencnauDg  ein  MnlUpliciuiiJ; 
mbar  ttbvr  wird  dies,  wnm  ilit^  Him-iiiimig  «oU  in  trlne  ^ 
BiÖst.    Das  UodachiiiL-liinuii  auf  dk'  Analogie  mit  der  Dlvtaitt 
'Snbtractiün  ist  ubcTlriobeii.    Jede  üpcraUou  bedarf  ibrer  eigaoitfl 
orduuiigRii -,  T~  \i.  fulirt  die  Division  den  ßmchstridi  ein,  der  I 

fogio  hat.  Dil!  ans  niusoitigem  Gesicbtapnnkt  augeregto  i 
iIiT  Stellung  des  ÜdnttipliRatofs  bat  leider  Nacbabmnng  gefns 
ist  auch  im  vorliegtindi-'u  Kcubeiibucb  in  Anwendung  gukom 
LoLrliupb  für  dea  Uiiterricbt  iiu  prakÜstben  Kechaeu  ond  i 
Ariltiinclik  für  Gyninasiuii,  lii^alsuliult^n  und  diu  malliematiMdicti 
klasseii  tt'chniflclier  Anstalten.  Von  Friedrich  >Villiclm  Lq 
ilerzogl.  Sacks.  Sckulrath.  Dritte  mehrfach  erweiterte  Ausgalie. 

Kre.    Carl  Glaser.    311  S- 
Das  Buch  ist  weniger  eine  m^kodiscbo  Dearheitung  als  i 
0  Zuweisung  des  Lehrstoffs  an  den  Lehrer,  dem  uiu  gross 
Uli   Aufgabe  xufiUlt,  die  Lelireu  xnm  Vcrstitnduiss  zn  bringoaJ 
zunbuu  und  nach  forucrn  Gesk-btsininkteu  tm  scheiden.  AUvs  Inf 
Hauptabsithuiit,  z,  D.  Über  die  UrUche,  gehörige  wird  nach  t 
fttigühaudelt,  zum  Teil  nur  angedeutet  —  die  Addition  und  Salrti 
der  Brilebe  ist  durch  2  Sütze  berücksictitigL    Uulersi^heidi^ud  ist^l 
alle  RiTlmungsvortoilo   recht  vollalüudig   auseiDandorgeaetzt  ' 
.  Ausserdem  ist  der  Umfang  des  Lehrstoffs ,  namentlich  in   der  % 
Stubcurochiiuug,    ein   budeiiteuiler.     Eiiie    Boilugu  gicbt   . 

>  Anzahl  aumeriacher  Tabellen,  deren  drei  sich  auf  zaIUeilUl 
)  Aufgaben  beziehen.  ff.] 


I  Lehrbuch  für  den  Iteebcimnterricbt.  l'repädeuiik  der  allgemi 
iUimotik  /.um  Gebrauche  an  brihcren  Lebr:uiittaltciL    Von  Ji£ 
nrici,    Prufessor   an  der  höheren   Borgorsuhuie  In 
(  IK7:.      (1.V.IB   Weiss,     a&l   S. 
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-  3U  Jahruu  ward  cinu  m^tic  Mi.-ttio<lo  di^s  Ri'i:heuaiit«rrii:bts 
rejjtung  gcbrikclit.  t^tatt  der  au  bi'lli-big  vidou  Zaiilou  iv  ühi.^\x- 
iiiicr  i-iu/.hhi  folguiidun  Ojicratiancu  sullton  diu  sacceaEiveu 
'^EftlilP-u  iiacli  allciu  KigeoBcbafteu  uod  allcu  upt-rativcii  Boxit Lungen 
l>eliiuiilp)t  werdcu.  Dioge  Idue,  wddie  man  Imld  wiudrr  aufgogi'bcn 
za  babea  scliHtit,  oder  wniigalmis  oinc  Analogie  davoa,  tritt  im  vor- 
llej^udeo  Li'hrbuch  von  nonom  auf.  Der  Gcsichtttpunkt  Av*  Vrr- 
foaeers  ist  insofcm  oin  audorer,  alo  er  soiii  Motiv  niebr  aus  der  Zu- 
kunft als  nus  den  vordierundeniu  G e lutea fäbigh eilen  der  AiifÜuger 
vntnlinRit  Der  lU-i-benuntPiTiebt  eoll  i:agU'ieb  ninc  Propädeutik  der 
aUgcmeini'n  Arithmetik  st-'iu  Dita  hnitn  er,  auch  oimc  deu  G<-sicbt>- 
kn4»  der  SeijUler  in  dem  Massi-.  wie  ea  liier  geüchelieu  iet,  zu  er- 
ncitern,  indem  er  die  tietcrilTf  in  diu  eli  ineutnreii  Ilnuptbeieioliimi^, 
hl  weleli(!n  iUt  Anfltuger  Oelegenlult  bat  damit  lertniut  zu  w<inl<iD,  1 
in  «oli-ber  Auffassung  und  Torrn  eutniekelt,  Vfio  es  beim  Fortudiritt  ' 
xur  iiOhiTn  Dwetrin  gebiuui^iit  wird.  Poili  der  VerfasBer  gelil  dar- 
Dber  weit  binaus:  er  legt  die  gau/.e  Algel>ra,  mit  Ausnalime  der  ent- 
gegengf setzten  ürOsseu.  entwickelt  au  kleinen  Zablen  (erst  <;  2(), 
dann  <C  !')")•  do"l>  fumiulirt  in  ivllmeineinen  SAtzen,  iu  die  cnteu 
Elcmiuiti-  tiiuelu.  Mau  kann  nugestebfu,  dass  der  ganxe  ha  vorip-tru- 
gGiiB  lahall  t'lnzeln  xniii  VcrstaudiUHs  gelangt.  Das  nber  niuss  sehr 
betvfijfuU  werden,  ob  du  Scholer  aof  diewr  untcrsti'n  Stufc  des 
Rcrheuiinlerrielit«  imstaullü  ist  ein  so  weitt^  Feld  von  ßczichangcn 
ioi  bcheiTsctien.  Es  febli  der  Gegenstand,  au  dem  die  Menge  iteii 
Uclemt/>n  gedbt  werden  kann;  es  b-hlt  die  Cuueentratinn  auf  das. 
was  bebalten  werden  sidi.  Was  die  Folgen  des  Misgriffeii  wiil  eltif- 
gcrmassen  mildern  mag,  ist,  dass  das  Buch  im  weiteru  Verlauf  mcbr 
BDil  mt^br  ZQ  den  Zwecken  des  bllrgerliehcn  lU-ebncns  tibergebl,  wo- 
durch  von  sellivt  eine  gewisse  Auswahl  däs  NUtallebsten  fUr  den 
ii&chst(.-n  Zweck  berbfigeftibrt  wird,  das  dann  doch  im  God&clitnias 
Uftibt  und  fmilitbar  wird.  II. 

Mathematische  Aufgaben  zum  (iebraucbe  in  den  obersten  Classon 
liAbi-rer  I^'lirunktalten.  —  V»u  H.  C.  £.  Martns,  rrofesMir  an  der 
KAnigstAd tischen  lU'«lscbutc  iu  Berlin.  Zweiter  Theil:  Resullate. 
Dritte,  »cnnehrle  und   verbwserte   AnXagc.    Leipzig  lc7ft.     C.   A. 

Koch.   -jer.  S. 

Im  iti'.i.  litlerarischeu  Beriebl,  S.  'iä.  ist  die  Aufgabensammlung 
UAch  ibrcm  tlrscbnuen  iu  erster  AuHnge  kurz  besprochen  worden.  In 
dna  folgcudeu  .Auflagen  ist  die  Anonlnung,  Kintrilnog  und  Numerirnng 
bmbvhallen.  Hinzugt-jiommen  sind  ueue  Selten  dt^r  Iletraebtung, 
«olctir  eio/<elDe  Anfgahen  darbieten,  und  die  iu  den  Itesultnleti  her- 
Uiigoi«llt  sind.    So  ist  t  ß.  die  Bedeutung  der  oegallvin  Wurzel  in 
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Bflllctino  (li  l)ibliO|;raJiu  o  dl  st«ria  (lelle  scicnzo  matoniatiuto'l 
l^dic.    Pabbli(-alo  du.  B-  Boucoiiipägui.    TomuVIII.    Roma  191 
{fOgnfia  dcUo  ecienze  ntalomaticlin  et  üsichi'. 

I^^ltor  Inhalt  der  ersten  ti  Iluftc  ist  folgender. 

Fl.  Heft.  Laigi  Lodi,  Vire-BibliotliekAr  in  Mudena,  Ober  i 
jl  und  dk-  Arbeiten  dos  Prof.  Geminiano  ßlccai-di  liebst  Verseil 
I  B^ncr  Werke  und  zwei  bisher  noch  uugodnickte  S'-bfiften  i 
D I.  Eioigir  üomerkuiigeu  ku  der  Schrift  ,3^tnoii'c  snr  les  travri 
Itles  *crit8  do  M.  Legctidru"  von  ¥.  M.  in  Giuevra  d.  24.  Febr.lT' 

lallen  in  der  Zeitschrift  „Biblioth^que  univeraellc"  18,  Jahrgi     

luces  et  Arta.  II.  Karze  kritische  Prüfung  eioer  Anzeige  betreu 
i  die  Arbeiten  der  k.  Akademie  der  Wissens  eh  afteu  niid  schönen 
taste  in  der  Sitznug  am  15.  Dcc.  Iä3d.  Gelesen  in  der  k.  Akademie 
r  Wiese nscbafteu  und  Kttnste  zn  Modeua  am  30.  Mai  1^40.  Fernor 
t  Boucompagni  Über  eine  Eigcusi'baft  der  nngeradeu  Zabicn. 

2.  Heft  Hrief  tou  L.  Am.  S^dillot  au  B.  Boucomimgiii  Ober 
1  ?oii  uns  aus  der  arabischen  WiascnsL-haft  Eutleliute,  insbesopdero 
}f  Aboul-Wefa'a  von  BagtUid,  Astreiiuuien  dos  lU.  Jahrhunderts,  Bo- 

mang  der  luudn-ii  Uiiglcichlibil  oder  Variatiou. 

3.  Hi'ft  Paul  MansiiMi,  Nachricht  Über  das  Lobou  uud  d 
Lrbeiten  von  Rudolf  Friedrich  Alfred  Clebach,  und  Vcrzeichnisa  aoi 
■   taiften. 
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4.  Heft.  Paol  Maaaion.  Zur  Oescbichte  der  MatlimAtik  Im 
Altcrtam  nod  im  Mittulaltcr  tud  Dr.  Herniaun  Haobsl,  wcQ.  ivA,  Pro- 
fessor licr  Math,  au  itir  Uuivursitat  /u  TUbitigea.  Leipüg  lÖT-t 
B.  0.  Teubner.     S".     414  Seilou. 

b.  Heft.  FordiuBnilo  JacuU,  Professor  an  der  Uuriiw-M 
niBten-Schnle  in  Venedig,  Evangeliata  Toni-oIU,  die  Mothodo  dM^ 
gviilcn,  geoauiit  die  Ruber val'sclie  Uethoilo. 

5.  Heft    F.  Marcbetti  abtir  das  Lcbcu  und  dto  Arbeita 
[-P.  Paolo  Rosa,  nebst  dem  Yerzeit:liniss  seiner  Sdiriftvil. 

PablicatloQSTerzeicbuiBse  im  3.,  4.  und  ti.  Heft 

Besonders  herausgegeben  ist  aus  dem  3,  Heft:  SioUca  I 

hat  Ics  travanx  de  Roiluljibü  Fri^d^ric  Alfred  Cläbsoli.    Par  IC.^ 

'HauBion,  Professour  k  rUiiiversiti  dt-  Gauil.    llomc  1H75.    Dss^ 

icicbniss  der   Schriften   fUliil   im  ganzen  IdU  Arbeiten  auf,    iiSmücli 

7  SqiarutsüLrifteu ,  <10  Abhaudluiigeu  in  Cnlle  J. ,  3  in  den  Ut-rlhm' 

Moaatsber,  2  in  Urioschi  Ann.,  1  in  Liouvillo  J.,  b  in  deii  Pn"  "" 

Comptes  R^-nd. ,   1  iu  SchiCinilcb  Z. ,  1  iu  den  MaÜAudcr  Rcnd] 

l  tu  der  AllgcnieiucD  Fürst-  u.  Jagd-^eituug ,  23  iu  Cletnch  i 

in   den   GiMtiuKCr  Ablinudl.   iL    k.  Ges.  li.  Wias.,  K  In  dun  ( 

I  Kftclir.,  und  mauht  rcidiliche  Angaben  darüber,  wo  A\vaa  1 

RicrwahDt  nerdeu.    Iu  allem  Detail  nachgewieien  findet  sich,  a 

!  VexzeichniBBea ,   Clobscb'a  Beteiligung  au  den  RofertlM  1 

Fortdchritle  der  Physik   und  für  die  l'ortscliritte  dor  Uatbom 

^m  Sdiluss  sind  noch  einige  von  Uim  verfasute  Keceiisloiii^n  ^naiiuL 
s  VerzeicbuisB  der  eignen  Schriften  von  ('lebsch  enthält  1  Seiiaml- 
'■ctirifl  und   4  Abhandlungen,  welche  in  der  Liste  der  Pnhlieaüuueji 
Clebscb  Ann.  VII.  1874.,  fehlen; 

Lindomanu,   Vorlesungen    Ober   Geometrie    von    Alfred    nt<faacll. 
.  (Hätte  wol  in  anderer  Rubrik  aufgeführt  werden  sollen.) 

0.  Hesse,  A.  Cleb»cb,   C.  Kenniann.    Erklärung  tu  BelrHT  dw 
r.jLbbandlung  des   tlorru  Dr.  von    Draeh    über  die  cubiacheu 
soliuitt«. 

A.  (jlebsch.    Uelier  ein  Problem  der  ForstwisscnschafL 

A.  Clebscli.    Zur  Theorie  der  Cremoua'scheu  Trausforni 

Cl«bscb  und  Jortlan.    Ueher  cohisubc  tt^rndr«  Formen. 


Methode  und  Principien. 

leonetiie  rUr  dio   uotpren  Klassen  der  Hittelschnlea.     Von  Dr. 
jfcftr  Fablau,  boarbi<iti.t  uacb  iem  L-clirsystcme  und  nntvr  Mil- 

l  'des  ÜDiTcrsitatsiirufessors  Lorenz  Zrourko.    1.  Heft  fitofl 
[isCß  und  -Jln  Klasse.    LcnibcTg  lt)76.    Seyfarth  uadCK^kowd 


[  Dü-ses  Lehrbuch,  bcatimmt  far  die  golizUcfaen  Mittelscbolen  i 

vbciUt  iiai'h  ßi'rututig  aller  LchriT  der  Matbematik  an  dt'Dselbl 

snt  ßeaohtnui;  iu  weilurfin  Kroise  wcgou  der  bisher  uooh  wenlf 

in,  Iiicr  ciumal  cmatlich  ins  Auge  gffasslen  Principieu,   LoU- 

i  tind  in  den  tlcschlUsscn  Aar  ViTsatnuiluug  noch  nicht  crttbalteo, 

3  nur  hcstiinmti'u ,  dass  der   L'nterriobt  mit  Versinnlicbung  der 

icinatlicheD  Wahrheiten  beginueii,  uiid  daher  aus  der  Betrachtung 

E  KaumgrOsüeii  die  Theorit!  der  Operutioiken  ableiten  mOsso.    Wir 

1  Bio  daher  fUr  den  eignet)  Gcilunken  uud  dii-  selbständige  Wahl 

i  zwar  dos  Verfassta-s ,  aber  seines  Lebrers  Znmrko   zu  lialton 

LEinklang  mit  jenen  Bescblltsse.u  stobt  allerdings  diu  Methode  vOUig, 

ie   alle  xu    Gebote  stehlenden  Mittel  der  VerBinuliehang  an- 

Besondera  werden  Drähte  zur  Versinnliebnng  von   Linien 

webt,  die  sich  suxol  zur  Darstellung  der  unveräuderten  Trane- 

ian  als  auch  der  Gestaltsänderuug  eignen.     Der  Verfasser  weist 

f  hin.  dass  miiD  aogur  die  Erzcuguug  von  Fläcbeu  dun-b  Drftbte 

langen  stellen  kanu.  die  bei  beliebiger  Krümmung  ein  Stück  Seife 

^schneiden.    Deutlich  hervorgehuben  ist  die  Unterscheidung  der 

1  Vorstdlntig  vom  vcrsintdicbetiden  Körper,  auch  für  den  Fall 

f  Zeichnens  auf  Papier.    Was  aber  die  in  Rede  siebende  Uetbode 

'bCntlicb   charakterifiirt ,   ist,  dass  sie   der  psychischen  Genesis  der 

fiffo  folgt.     Am  deuttiehsten  geschieht  dies  bei  Eutwickelnng  des 

piSa  der  geraden  Linie.    Der  Verfasser  litsst  einen  Draht  um  zwei 

3  Enden  rotireii,  beschreibt  die  dabei  zu  machenden  Biwhacbtun* 

,  nimmt  dafür  andere  Drähte,  bei  de.uen  successivu  mehr  und  mehr 

B  in  Buhe  bleiheu,    und  führt  so  zu  dem  bloss  godacbteu  Fall 

V  alle  Punkte  in  Bube  bleiben  werdeu.     Ik' merkenswert  ist,  daas 

1  Uesseo  mit  dem  krummen  Drahte  beginnt  und  erat  später  auf 

I  geraden  übergeht    lA.-icbt  hiltte  er  auf  diesem  Wege  dio  Idoe 

>  gexadcn   Linie   als   der  Distanzen   definitiv  messenden  ergänzen 

;  dorh  ist  diu»  wenig';t(.-ns  nicht  zum  klaren  Änsdruck  gekom- 

Ebenso    bot  die    hetruchtefa'  Rotation  den   Ausgangspunkt  zur 

btrung  der  Winkel;  allerdingd  wird  sie  auch  auf  Rotation  gebaut, 

L-riodicitiit  geschieht  ErwILhnntig,   doch  nimmt  sie  keinen 

reu  Verlauf,  und   die  unu  lige  Einmischung  uneudlicber  FlückeR- 

ne  bi^cinlrltcbtigt  die  Auffassung.    Auf  den  Bogriff  der  Ger 
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VfUtxt  der  Verfasser  den  der  Ebcnn,  indem  er  die  Qaaäe  dank  cioiiD 

.  tttiUsa  Punkt  gehen  uud  aa  einer  undrni  Ormdi-ii  gleitvn  I&bbI.    Hlor 

hftt  dio  big   dahin  augcwaudte  Sorgfalt  üa  Endo.    Offcntmr  l«t  mit 

jtiner  Krzonguiig   die  Eigenschaft  der  Kbtino    nicht    bewiesen.    Das 

ausführlii^he  Eiugebcu  auf  die  psychisclio  Gcncsts  war  dahtr  bot  Jw 

Ebouo  mindestcDB  ebenso   nötig  al»  bei  dir  (jurndeu,  um  su  indir, 

weil  sie  nicht  so  anf  der  Uand  lirgt,  vielniolir  dazu  verschiwlraie  Be- 

traehlungs weisen  vereinigt  werden  mOssen,    Der  wcitL-ro  Fortschritt 

:  ist  ein  unerwartet  schneiler:  ea  folgleine  Etiihe  U'll«  iilaoimt'trisrliiT, 

Ktsila  st«rco metrischer  SStze;   wie  weit  sie  hdudig  zusauimcnhaniieu, 

tvio  weit  nicht,  wird  mau  Mübe  haben  xu  erkennen;  jedf^nfaUs  Icmi 

oln  Kchfller  daran  nicht,  was  mathe mal i sehn  Evidtnu   sei.    Uta  i 

werkcguheu  erldürt  sich  aus  einer  Tansciiung,  in  wt.JdiK  Ukui 

arbDÜer  von  Anschaaungslehrcn  vorfalli'ü.     Sie  meiiieu,  was  ^^^ 

linnlicht  vorgeführt  liubcn,   sei  auch  verstandt-m,   and   burnfbajl 

^4ftranf  wie  auf  bewiesene  Sütze  iu  euklidischer  Folge.    IHR  Ytt 

ihnng,  bestimmt  einige  einfachste  Vorgtcllungea  m  wecken,  B 
b^nfachsten  Beziehungen  /u  cntwi^^keln,  fuhrt  stets  eine  grOse« 
■sahl  Nebenbeobacbtangen  au  Ohjucten  in  mehr  oder  mluder  fl 
^i^ten  Beziehungen  vor.  Diese  darf  man  nicht  verwerten  W9Ucv^^ 
I  muBs  sie  als  UDhekauntes  ausgetichieden  erboltmi,  bol 
bslcbtigten  einfachen  Resultaten   verweilen,  und  diese  nid 
■wenden,  ehe  ihre  exacten  Bedingungen  aufgefasst  siniL 
inxeii  ist  zu  ersehen ,  dass  der  Verfaasur  eine  vortreffliche  l 
Lngriff  genommen  und  den  Weg  zur  Durchführung  kenntlich  g 
httino  Aufgabe  aber  nicht  hewiütj^t  hat    Als  gelungen  darf  uoch  B 
LMgllcb  die  Entwickclung  den  liegrilfs  der  3  Dimensienvu  bczoi 
Iverdcn. 


Zeit  und  Raum  iu   ihren  denkuolhwi-üdigen  Beatimmungea  | 
eitct  aus  dem   Sat;<e  dos  Widerspruchs,    Vuu  Si-hmit^'Dttn 
^Leipzig  1875.    Erich  KoBcbny.    84  8. 

Der  Verfisaer  stallt,  xuorst  3  Ausiclitfiu  ttber  2eit  und  I 
„1)  Sie  sind  AaaebauuugHformen  unserer  Vcrnuufl,  nach  w«l 
selbe,  bedingt  durch  die  Construction  unserer  SedimvcrmOgcnji 
liild  der  uns  erscheinenden  Dinge  au  sich  entwirft.  3)  : 
allerdings  vou  der  Vernunft  erzeugte  Anschaunngsformoa ;  jeJo«6~ 
oiistirt  gleichzeitig  eine  reelle  Welt,  wi'lcho  in  dii-M.-n  F[>nn«n  n^ 
den  uns  lieknuiiten  Eigeuscbafteu  gestaltet  ist.  S)  Sie  tdud  etwa* 
empirisch  gegebenes,  was  ebensogut  in  einer  andern  Welt  au'I'TK  »fia 
kann.  Unsere  Geometrie  ist  aisu  tler  8pedalfal]  einer  allgemeinen 
Doometrie,  welche  wir  logiscli  entwickeln  können."    Der  Mangul  ilur 
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1  liogt  aar  4tt  Hund;  er  ist  abor  nur  ein  Symptom  der  vi 
Ulen  t-rstßn,  deren  nuai^ntlicIioF  H&ngel  hier  nicht  enthtttlt 
>  bleiben  indoa  im  ntiitt^rn  untierUlirt  In  der  dritten  ist  der 
wek  „cinpirifich  gegeben"  novollstitudig;  ^b  muss  beissen:  „empi 
bellen  und  cinpiriscb  gewonnt^n";  denn  die  Gestaltung  nnserer 
t&auuD^'sfurm  ist  nicht  direct  vorgefnnden.  Die  hiazngefl^te  F( 
ru^  entEtdll  die  Saelilage  durch  Einseitigkeit.  Ist  die  LogiJc 
nllgemeiurn  Georni.'tri<7  selbst  empirisch  gewonnen,  so  wird  der  Gi 
s&tz  hiufülhg.  Dieae  Änsscracbtlassuug  charaktensirt  alles  folgende.' 
Hätte  der  Verfasser  die  Kntstehaug  des  entfalteten  DtnikvermOgena 
in  Betracht  gezogen,  so  batto  er  aui  seine  Frage,  warnm  eine  Vor- 
stvllnng  von  mehr  als  3  Dimensionen  unmöglich  sei,  die  leirbte  Ant- 
wort gefnudeu:  Zum  Erlernen  dieser  Vorstellang  fehtcD  uns  die  Ob- 
jecta  Weil  er  sie  sich  nicht  beantworten  kann,  so  erscheint  es  ihm 
als  ein  Desideraiuin  der  Wissenschaft,  die  Uenknotwendigkeit  der  3 
Dimensionen  nachzuweisen.  Nicht  nnr  dicäi^s,  sondern  auch  das  gleit 
in  Ikitreff  der  Hypothesen  der  Mechanik  glanbt  er  in  der  Schritt 
leistet  y.u  luiben.  Die  Unters ucbungsmethode  soll  darin  bcstcb 
dasa  er  alle  Denkmöelichkeiten ,  welche  eine  Welt  nach  dem  Satae 
des  Widerspruchs  aufweisen  kann,  ohne  Rest  nnter  eine  beschrfinkte 
2abl  von  X''orineu  gruppirt,  die  dann  identisch  mit  deqjenigun  ans- 
[  muasten,  nach  welchen  sich  ans  die  Welt  darstellt.  Diese  An- 
digniig  Usst,  nach  Vorgang  vieler  ähnlicher,  eine  Reihe  mystisch 
JBaideter  Tautologien  crwarteu,  wie  sie  selbst  eine  solche  ist  tn 
rTat  versteht  es  sich  wol  von  salbst,  dass  die  Formen,  nach  denen 
EWelt  sich  dem  Verfasser  darstellt,  mit  den  von  ihm  aufweisbaren 
ikmltglichkeiten  gleich  begrenzt  sind.  Dies  an  sich  unfruchtbaro 
rerkegehen  verhindert  allerdings  nicht,  dass  ans  Anlass  der  ver- 
taitlicben  Aufgabe  neben  dem  Inhalts-  und  wertlosen  Räsoonemeut 
1  prodnctive  Elemente  zn  Tage  kommen.  Namentlich  hat  der  so- 
■lanute  Untersuch ongsgang  zu  einer  Musternng  des  Gegebenen  ge> 
welche  allein  schon  entscheidende  Resultate  geliefert  haben 
,  wenn  sie  erstlich  ohne  Ansprach  des  Wissens  angestellt,  ferner 
Sht  in  eine  allgemein  sein  soltende,  dunkele  und  nichtssagende  Tcr- 
miiiologie  eingehüllt,  und  zu  gehöriger  Vollständigkeit  ergänzt  worden 
W&re.  Wir  begegnen  hier  noch  einmal  der  liefangenheit  in  dem 
Vontrtitil,  dass  die  Gewissheit  dos  Anfangs  zur  Gewissheit  des  Re- 
sultats notwendig  sei,  So  lautet  z.  B.  der  crsto  Satz:  „Das  fUr 
uns  absolut  Gewisse  sind  unsere  Empfindungen,  d.  h.  die  Tatsache, 
dass  wir  verschiedene  Emplindungen  haben.  Auf  Beobachtung  dieser 
Tatsache  in  ihrer  Eigenheit,  die  als  Gegebenes  ein  unerkannter,  der 
KrkeuiitTiisB  bedürftiger  Gcgenstoud  des  Donkens  ist,  kam  es  an.  Die 
Gewissheit,  wo  noch  nichts  gewusst  wird,  ist  ein  leeres  Wort,  das 
1  sofern  nicht  gleichgültig  ist,  als  es  die  id^u  auf  den  Tl 
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erhebt,   die  Anfniorksamkeil  vom  vtirllir^ciiijeu  Olijpct«  alj   und  s»F 
,  unfrncbtbare  Gedanke obabncn   hinlenkt.    Vielleiclit  mächte  mna   im 

icinaüachen    rntcrcsso    nocli   Km   mdstcii   auf  die  ».r-jr^ -i-"-' 
Mtirlf^Kong  der  Ansii'.Lloii  vnn  tinuss  u.  A."  gcspunil  - 
!  »lebt  nur  iu  der  Uebi-raclirifL    Das  wnüysto  dee  l'-\ 
Bcitirt,  und  das  Citirlf  Ut  uMit  an gi.' griffe« .    Ucliitrii.i  r 
luhaltsviTZfii'tiniss  dor  eeduuki'itroichsti!   Teil   Jer  : 


Arithmetik,  Algfbra  iiml  reine  Analysi». 

Traili  d'aritlinri-tique.    Par  J.  Ä.  Serret,  Membre  de  Tln 
et  du  Itarean  dos  loiijiitudos.     Sisitmo  ödition,    rtvw-  et  i 
^Jiitrmonie  avec  les  duruicrs  programmui«  iiflii^iels  jiar   J.   A,  Sofl 
^r  eil.   do  Combertmsse,    ProfCBiwiir  do  cititmotiriuB  &  IT 
rale  vt  de  inalli^niatiqaot  sptji'iales  au  Cull^);c  Cbuiital.   A  l'il 
i  caurfidats  riik  tuoles    du    goii\ttniein(.'i]I    et    im    baccal&ui^iq 
Paris  lt4Tü.    Oauthler-Vlllars.    336  S. 

[  Der  GegeiiRiaiid  des  Baeha  ist  das  j^iwine  drIcadUcho  } 
1i  Hegeln  ohui^  wi«seii»cl]artlichu  Auftassung,  I)ifl  auf  den  ^ 
^Logarithmen  ausgedebul.     Iii    etuigcn  spiitcra   Alisrhnitttti  ' 
Hang,  Progrcssioucu  u.  a,   komm«»  auch  Budi^labim  in  i 
Ig,  dui'b  nur  zor  vürllliiligi^n  Ik'iu-iinQng,  ohne  da«»  sirli  eine  T 
n  kuüijft.    DiT  Viirtrag  ial  ein  wulgeonim'tiT,  ducb  gii^bt  it  kn 
8f3tt.-ma tischen  noch  püdago^iHch  didaktisobun  Geilaiikun  xu  t-rkRunKa. 
Die  Erklamngcu  sind  mehr  Forniulirungen  dessen,  was  in  der  Sach 
b  Lekiinnt  vurausgesptzl  wird.    IiitiTt-ssp  lia(  t\n*    liiicb  hauptij 
,  Boferii  ea  einigcu  Kiublii'k  iti   di»  Miiljudc  des  Diiterrichd 
lokreich  i'rOffnet. 


,  Apboristigcb(>  Bpmerknngen  znr  poüiiscliea   .\rilbuieUk.    I.  AD^ 
Von  Jauüb   Lewin,   Director   der   IIuda]ii>ster   tlu 

idomie.  Sr^iaratalidrotk  aus  dem  JabrishiTicIiln  der  Itadan 
bdelsakaderaie.  Budapest  18Tö.  Fester  Batdidriirkeroi-Actlei 
flcbaft,    7fi  S. 

I  Die  Schrift  enthält  eine  Anitabl  Beitrage  xur  Thoorio  im  ( 
xdmitt  der  Zinseureebiiuiig ,  im  /weifisi  der  ltcmt<-tirccliniiai{,  ( 

wcrde.n  darin  |\'erbi'«sfTle   Iicfiiilt Ionen  aur^iCDU'lll  i 
torcme  danli    >'ercinigiiDg    unter    altgenieiuere    verütutacliL  j 
r  aet»t  an  die  Stellt»  der  niittlertm  nntl  naIirvclicJnllcli 
iKuer  eine  solche,  welche  er  die  mathcmatiscbe  ncniU. 
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Die  I.aplacc'schp  Methode  dür  Ansglcichnng  von  Beobachtnng»- 
fehk'rn  \m  zalilrmcheu  liTOiiai^Uluiigeu.  Von  Dr.  J.  Dienger.  in 
Kariaruhe.    Wien  1875.    Karl  Gerold'a  Sohn.    4".    ii  8. 

,,  Der  Inhalt  der  Schrift  iet  die  Lö.'tung  einer  Aofgabe   aus   der 

Wnbrscheiulichkoiturechnnng,  welche  durch  VeratlgeueineniDg  aus  der 

I  von  Laplace  im  4.  Capitcl  soiupr  Theorie  analytitiue  des  probabilitfa 
(1812)  liebanrldti^u  hervorgebt,  und  deren  Vergleichung  mit  der  Me- 
thode der  kteinslea  Quadrate.  Ueber  den  Gang  der  Bechnang,  welche 
in  Transformation  eines  Duppelintegnth  besteht,  und  Ober  deren  Data 
und  rlie  gemachten  Anuahmeu    lässt  sich   ohne  eine   hier   zu   weil        , 

^^^Ahrendc  Erklärong  der  zablreichcn  Eisfahrongen  nicht  bDrichtoa..^^^J 

w  m 

^^^  Methode  der  kleiu^tcii  Quadrate  mit  den  llQlfoätzen  aus  derAQ^^H 
irsis  and  Wahrsebpiulii'hkeitsrecboaDg  ncliat  einem  Anhange  Über  J^^^H 
balliBliscbe  Linie.    Von  L.  Nataui.    Berlin   187&.    Winckelmanil  ^^H 

Der  Zweck  der  Bearbeitung  scheint  infolge  der  ansschliesglich 
darin  vorkommenden  Anwendung  der  zu  sein,  der  Berechnung  der 
'Wahrscheinlichkeit  des  Treffens  der  Gcseliosse  eine  theoretische  Gnind- 
li^e  zu  geben,  indem  sie  ilie  da/u  erforderlichen  Sätze,  weiche  zwar 
bekannt  aber  in  verschiedenen  Scbriften  enthalten  sind,  iu  der  KOrze 
nad  im  einfachsten  Connex  zusammenstellt  Es  werden  dcmgcmäss 
nach  einander  bebandelt  die  Eutwickelnng  nnd  Auswertang  des  Inte- 

I  foiüs /s~*'dj-,  die  Transformation  einer  Qnadratsumme  in  eine  an- 
dere vm  anderer  Gliederzahl,  3  principieUe  Sätze  aber  Wahrschein- 
lichkeit, die  Dednction  des  Satzes  Ober  die  kleinsten  Quadrate,  die 
Bestimmung  von  »  UnbekauLten  ans  n(^')  nugoDBuen  Gleichni^en 
nach  grösster  Wahrscheinlichkeit,  die  wahrscheinlichen  Grenzen  der 
Praciaiou  und  des  wahrscheinlichen  Fehlers,  die  Verbessening  der 
Worte  und  die  Znrückfabrung  eines  beliebigen  Systems  von  Glei- 
chunge.n  auf  ein  System  ersten  Grades.  Hierauf  folgt  eine  Zusam- 
menstellung der  Formeln  nebst  einer  zweistelligen  Tafel  der  genannten 
Intogralfnnction  nnd  die  Theorie  der  hallistiscben  Linie.  Letztere 
lässt  sich  wol  rUcksicbtIicb  des  Hauptzweckes  als  wesentlicher  Be- 
standleil  der  Schrift  ansehen.  Da  die  The-orie  der  kleinsten  Qua- 
drate nnd  der  Bestimmung  von  Grössen  aus  tlberzlbligen  Beobach- 
tungen nach  gewöhnlicher  Darstellung  manche  dunkle  Punkte  Übrig 
zu  lassen  pflegt,  so  hätte  man  bei  mehr  didaktischem  Gesichtspunkt, 
als  er  hier  wol  massgebend  gewesen  ist,  erwarten  können,  dass  die 
Schrift  sieh  Sorgfalt  nnd  Genauigkeit  in  den  (inindbegriffen  auferlegt,        J 

^^^iviul  als  möglich  AnfkUrung  gegeben  nnd  das  Zweifelhafte  im  wabOj^^J 
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ilite  itarftotcill  bitte     In  dkscr  IVriehaiig  lasst  üb  Jcdocli  vaA 
i^Nahdi^gciule  icrmbuen.    Jcik-r  Wui>s  i.  B.,  dasa  ein  \V 
r  strti^D  VuikbelD  keine  Wahrschelnllcbkdl  Imt,  <lii 
a  (W  Wiltrachinntictikoit  i^inos  Wertes  zwischen  - 
)  Bnte  sein  IcAan.     GHrliwul  wird  liier  letztere  nir  /^' 
Feroer  ist  iu  Jit  Uau)iLan«eudiiii([  ilor  Th»^;  ■ 
^etnlickkeit  Piner  Abwciclmng  Act  OcscbtisBO  vom  Ziclr- 
1  derwitfiii  von  iliT(>n  Itirlitntig  (»titlich  QDil  ferti 
I  sich   die  D>->lu<'(iiin   Jps  Satxi's  von   doD  1.1 
tdü  VorBii3sotzuii(;,  dass  die  Fuiiutioii  naib  ulli : 
M,  ttbne  dft«s  von  einer  Bescbraukuiig  diT  H' 
Es  Kbi'int  hirrnarli  und  nach  der  geüitinuii-  u 
p*i>lM  i*x  ü«siclitsi>uiikt  des  VerfussKru  in  gcin :  das  ] 

1  oinmal   niiAbauilcrlirli ,   uud  jedu    Anr>,-giiug  iß»  | 
bkcna  kaiBO  onr  dos  ZutraoeD  Zu  demselcen  scbwOcbcii. 


Die  Oleicbangra  des   rierteo  und  fQiifteii  Grailns.    V 
Vt  Sehilenbarg,   Haoptmaun  a.    D.     Altona   lt}7&. 
S. 

Die  Vnrmie  kDudift  diu  Auflesuu^'  der  all^^'metiieii 
k  Cmin  and  drn  Nacliiri.')s  ilrr  Lesbarkeit  der  GlcicbiiDgPQ  hsl 
i4e  an.    Docb  di«  Glelebongen  5.  Grade«,  diTt-n  IVhandlniiK  « 
Khni  dafür    bostiminteD  Aniirdnungen  zu  erwarton  nur,  i 
1  kmncin  Worb'  in  Angriff  genomiueu.    Der  VtTlogtT,  welct 
t  nacb  d«ui  Tode  di«  Vi-rfassers  btTaitKgieI>t,  srbeiat  voeI 
Lndigkeit  dea  Maoascripts  nicbla  gcwnsst  xu  haben. 
^  Oleich  untren  4.  Grmdes  untbalt  die  Sclirifl  einige  ' 
'  \  einige  Saue  über  die    Differenzen  dtT  Wnravln  i 
I  AaflOsnngsmethodcu. 


1  im  Gf-bicte  »oinertsebcr  Gleichungen  mit  Zugrnnile 
r  KulTtiseh  geometrischen  An^chauang  im  lianmo  nehst  c 

e  aber  entetlertc  FuiiilnmentaM'oiürtrnvIiwiisiiiitU?!  der  Oeot 
i  LorcDi  Zmnrko,  Prof.  der  Malbenialik  an  d.  k.  tcchuM 
id«mic  in  Lemberg.    Wien  1S70.    Gerald'«  Sobn.    4".    84  i 

INe  SL-hrift  hiuideli  \Qa  der  annäberoden  Bercchonug  de/  y 

I  beliebiger  Glciehungen  und   üluichuugssfslemc    Der  V«rii 

,  dau  die   Newton'srhc   N&licrungsmelbode  auch  auf  dea  \ 

bi-Jieg«Bd4-x  Wnrxi-lu    aiiwemihBr  si'i ,    ludern  nmn  direo,  auf  sovtd 

SivIIpu,  alt  sitf  übi reinst i mm ni,  ala  mehrtiiejie  Wurzel  beinrbtut  buI 

t  dvs  cTBtitn  Diffen-DtiaJquoliunlen  den  zwi^iloii.  ' 


LitUrantthtr  Btrichl  CCXXXU. 

.  verwiMiilet.  Er  bililct  die  Foarier'scho  Uctliode  der  TreS 
%  (Irr  Wurzeln  weiti^r  ans,  honilclt  zuerst  vou  den  Fundameiita 
ftficbarten  der  GloichnngnpolTnoine,  dann  von  der  räumlichen  Den- 
:  der  Gleichungen  und  ihrer  Wurzeln,  von  der  horizontalen 
lehlicssung  ifer  Wurzcipunktc,  vou  der  gcBützmässigcn  Eiuechlie- 
g  in  atiia  ungere  GrcnKoii,  dercu  Priucipiea  sodann  anf  Gleichnngs- 
j  fQr  mehrere  Unbekannte  ausgedehnt  werden;  es  folgt  die 
rtknduni;  de«  Fouri er' sehen  Verfiihreus  bei  der  Trennung  der  reellen 

Der  Auhang  beschäftigt  sich  mit  der  Auswertung  der  { 
8  Verfahren  notwendigen  FunctionsreilfeD,  Cooitrnction  dorsellj 
I  CunstructioiuvoTTicbtuDgen. 


KBvilDppo  di  un  determinaule  ad  elomenti  poHnomi.  Par  '. 
peggiani,  Studenio  Dell'  Universitä  di  Palermo.  Giomale  { 
IBie  naturali  di  Palermo.    1974. 

i  Bezeichnen  a  und  b  jedes  u*  Elemente,  so  lAsst  Bich  die  Dctei 
inte  des  Systems  o+ß  in  eine  SumniL'  von  Producteu  eutwickel 
I  Factor  eine.  Iieliebigo  Unterdetermluante  der  a,  der  anda 
KArgftnzende  Unterdetcnninante  der  h  ist.     Diesen   Satz  dehnt  i 
bsser  auf  Polynome  a-\-h-\-e-\- ...  ans,  und  zeigt,  dasB  auch  b 
Bprodncto  sämniüicher  Combiuationcn   von  Unterdctermi 
pe  iVe\A  zusammen  alle  Iteibon  des  Systems  und  keine  gemeiusam 
in  der  Summe  die  Determinaute  des  Polvuoms  geben. 
H. 


l  Intomo  ad  iilcune  serie.   Per  Augelo  Genoccbi.  Toriuolffi 
»via  o  C.    34  S. 

Der  Verfasser  nulernaclft  eine  Anzahl  specieller  Reihen,  welche 
1  Kiemann  in  seiner,  nach  seinem  Tode  herausgegebenen  Abhand- 
lung über  diu  trigonometrischen  Reiben  als  Beispiele  bemerkenswerter 
Eigen  Schäften  von  Functiouen  ohne  deren  Beweis  aufgestellt  siud,  und 
begründet  diese  Eigen  seh  aficn.  Das  erste  Beispiel  ist  die  uneadlicl»  i 
Reihonsummc 

isiu(T.!j-n) 

}  welcher  er  durch  ein  sehr  einfaches  Verfahren  der  Zorlegaog  ti 
\  daSB  sie  fUr  die  Werte 

*  = -■      0,     JU !■     sinl,    cosl 

Mpvcrgirt ,    für*  =  11« — -1    hingegen    divergirt,    daher    letzt«» 


OtTH*!    CV,\.\,\II. 


Wert  wahrschcinlicb  aus  VinrscliaD  statt  if«  —  -)  von  Rionuim  gfl- 

W-M&nnt  sein  ma«.    DIo  foI)toDdP-Ti  Gi-genständn  ilor  Pni&ing   < 
B^eihi.1),  dnri'ti  allgiTintiiiu*  GDuditr 

P^-,   «0  (ff)  dnn  UebnnchiiM  mn  uf  ülicr  diu  niUibxto  { 

lektmut,  fllr  ileii  Fnll  ulior,  wo  iliusor  =  |  ist,  =  ü  km  »<^<»( 
1  «lulige  andere  weniger  eiufacliii  Beispitlc 


Abriss  einer  Theorie  der  coniplüxen  Functionen  und  d*r  1 
I^IWjtionon  einer  Voranderiichc-n.  Von  Dr.  J,  Thomao,  a.  o.  Pro 
kfa  Ilutlc    Kitt  20  in  dt'U  Teil  GiDgcdrucktca  UuIxEi-hnittrii. 
J'Vennebrlc  AuHoge.    llitllo  o.S   1873.    Louis  Keltert    197  8. 

Nacli  Bcatinunung  dca  Verfaasfirs  soll  diiscr  Abriss  doncii,  i 

neru  Vorlesung  Ober  elliptisclio  FunctioDin  hOrvn,  tünel 

ITDebcrticht  Qbfr  die  fuudamuutaltiii  Eigunsctmrti-ii  dii-  Thotaroiu ' 

feiner  VrrltitJorJiuIicn  und  ibrcr  widiUip-li'u  Darstollnngeu 

fCthoL     Die  Thioric  dt-r  Functioncu  «Uu-r  t'oinplfiuii  Viirtaboln^l 

irats  dazu  iiiii^nlbclirlitLh  voraus.  Dii^Ee  Robauptuiig  d^r  Unmtti 

I  ^it  iat  sehr  gix'iguct  unricbtige  VorstcUnntien  zu  erwecken.  Bei  e 

iJf  rsgim  and  Problpuicn  Uegl  es  freilich  in  deren  Uatnr,  dass  aea 

pTheoriü  bedOrfyn,    Diese  aber  in  di'n  Voniürgninil  m  stellim  i 

rGraud  erslcbtlicb  und  der  Krfulß  eines  solchen  Vcrfalir<niEi  fOrVei 

kUcbkoit  Hcbr  fraglich.  JedonfalU  lüsst  aicb,  wie  sehr  wol  bckaoDt 

I  Theorie  (1<t    olüpUscbcn    l'unotioni'ü   in   ciueni   wi'it  (jriisHcrrin   Cm- 

I  fhngo,  als  er   hier  ina  Au^t-  gefasat  ist,  auf  dciii    Baden  der  rvullen 

tGrÖBSun   bidiotidi^hi ;    und   wer  selbst  die  Anfangsgrunde    aus  S&tien 

lober  die  Complexen  abzuleiten  ftir  ipit  findet,  mag  auch  die  Vorzfi^ 

^'ffletor  Methode  im  Ver)il>'ieh  mit  diT  frllliereij  boiati^c.n.    Doss  nitu 

p  gegwwartiKL-  Bearbeitung  für  ibri'n  iTklärten  Zweck ,  Ueherviclit 

r  die  fundamentalen   b^igeuschnftcu  der  Thetafunctiuniii ,  VorcOge 

fffdHD,  kann  man  wol  schwerlich  bebaupltii  wolliai.    Di"  syst^mati- 

;  Ordnung  des  gesaniniton  Guliieles,  welcbo  sich  hei  guwdbuticlur- 

«ller)  Methode  von  S(dbst  i-instt'llt,  mag  hier  vielluicbt  i: 

'S  Verfassers  auch  exislircu,  tür  den  Li'^cr  sher  tritt  sie  niobf^ 

1  wird  sogar  Muhe  haben,  bekannte  Relationen  darin  I 

hiden  bihw,  iru  tindon.  uh  m^  überhaupt  (liu-in  stebon.    Der  ^ 

TTcil  dw  BuiJiBs,  eiiihalt4'iid  die  Tiieon«  der  comidt'xcn   Ver 

L  Iteben,  Ut  hiorcicbend  allgemein  aufgeKlellt,  um  seine  Wertadill|| 

Auch  als  unabb!Lu];)g  vun   der  beabstehtigteu  Anwc-ndong  üi  I 
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hpD.  Das  ctariu  lioliiindoltG  Gebiet  ist  kriu  so  bald  erledigte^, 
ii-bt  neue  Bearbeitung<.>n  und  Hogr Uli dungs versuche  ein  BedflrJ 
niss  bloibi'B,  Kam  os  dabei  in  bühcram  Masso  auf  cxacte  Fftssm 
niitl  auf  klare  Urundlegiing  an,  sü  6iidi'l  nmu  uicbt  gerade  ui  ere 
rcr,  wol  »ber  au  lotztitriT  Arilnaa  das  Notwendige  lu  vermissen.  Voft' 
drr  vorQaageaetzteu  Itasis  matlxinatiscbiT  VorkenntniBBe  ist  nirgcodi 
die  Kudf.  Dann  soUto  weiiigstoiia  der  VerfaBser  eine  darchwQSj 
evidente,  durch  Evidt-nz  nnvcrrUckharc  Basis  im  Sinne  haben.  "Svt^ 
dann  durfte  er  eine  gleiche  Vorbildung  boi  allen  Lesern  heansprucben«! 
Ks  Kcigt  sieb  aber  gerade  dos  Gegentoll.  Dio  stillschweigend  als  selbsti-; 
viTSliliidlich  Q  herein  Ml  iminend  voran  sgeseixto  Vorbildung  ist  ciue  BuIt 
scrst  laxe,  deren  LOi^ken  er  erst,  aufmerksam  gcniaclit  durch  nam- 
Imfte  EntdeckcT,  im  einzelnen  ausN'Bsert,  wiibrend  ganz  iineiiUcljieden 
bleibt,  Hieviel  andere  LOckeu  nncoiiti'olirt  fortbcslcbon.  Gai-  manche 
Acnsserungen  des  Verfassers  zeigen,  dass  er  mehr  vom  Glauben  als 
vom  Wissen  ausgebt,  mehr  auf  das  liileresse  am  Wunderbaren  als  auf 
das  BewnsBtsein  der  UrteilsfMiigkeit  baut,  eine  Speculalion  ilie  frei- 
lich iD  der  neusten  Zeitricbtung  einen  günstigen  Boden  findet,  mit 
der  aber  der  WiBsenschaft  schlecht  gedient  ist.  Am  wenigsti'u  kann 
die  Darstellnng  im  Aiifuiig  des  Buebs  befi-iedigen ,  wenn  mnn  dariu 
plne  Beförderung  dir  Klarheit  in  di-n  Grundbegriffen  sucht.  Die  vtio 
Natur  li'icbt  fassllebeu  Gegenstflnde.  um  welche  es  »ich  hier 
baiiduit,  sind  uiigeaiditet  eines  gleieiiiii9&sig  enrreeten  Ausdrucks  dl 
uooOtig  cniuidii'irtf  AulfasBung  zu  schwierigen  gesteniiieit.  Anf  Sei 
7.  ^.  Irngt  der  V<Tfnsser  (wenn  man  sich  an  seine  Worte  liftltj, 
Dine  stetige  F'nnctlon  einer  reellen  Tariabeln  in  gleichem  Sinno 
in  gleicher  llegrcnzung ,  wie  er  es  vorauHgcsetKt  hat,  auch  wirk]!( 
stetig  sei,  In'weisl  es,  noch  dazu  niiter  BeschriUikuufr.  durch  eine  et^ 
fDüdend  lan^'e  Argamenintiou  uud  verneint  sogar  die  Frage  hinsicbt'i 
lieh  der  AllgemeingUltigUoit.  Im  übrigen  wird  die  Aneignung  des 
Vorgel  rage  neu  dailurch  ziemlich  schwer  gemacht,  dass  das  Oanxe  von 
Anfang  bis  llude  eine  blosse  Reihe  von  Tlu^oremetk  und  Betraehtungen 
ohne  irgend  welchen  Abscbluss  oder  Knhepuukt  darstellt.  Da  die 
Tbeorenv  an  viele  Bediiignngcu  geknüpft  sind,  so  war  es  hier  molir 
als  irgendwo  wtlnschenswert,  dass  man  scheidende  und  ordnende  Gc- 
HchUjmukto  deutlich  hcrBusgestdlt  fand.  H. 
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